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INTRODUCCION

El presente trabajo corresponde a un PAQUETE PARA LA EVALUACION EXTRAORDINARIA DE
UN CURSO, se estructura con los siguientes documentos, tal como lo establece el
Protocolo de equivalencias para el ingreso y la promocion de los Profesores
ordinarios de Carrera del Colegio de ciencias y Humanidades, esto es, contiene ; a)
La guia para examen extraordinario de Calculo Diferencial e Integral I, b) Banco de
Reactivos y ¢) Modelo de examenes extraordinarios, todo ello, acorde al programa
de estudios del Colegio de Ciencias y Humanidades de la Universidad Nacional

Autéonoma de México.

El Programa de estudios correspondiente contiene 4 unidades, a saber; I) Procesos
infinitos y la nocion de limite, Il) El concepto de derivada: variacion y razén de
cambio, Ill) Derivada de funciones algebraicas y IV) Comportamiento grafico y
problemas de optimizacion, el trabajo se estructura acorde a lo establecido en el
Protocolo de equivalencias vigentes, esto es, se presentan de acuerdo a lo

siguiente:

La guia de examen extraordinario contiene los siguientes rubros; a) Introduccion, b)
Instrucciones, c) Presentacion de cada unidad con los conceptos clave, d)
sugerencias de actividades de aprendizaje tedrico-practicas, e) formas de
autoevaluacion o verificacion del aprendizaje, f) bibliografia basica vy
complementaria. Y de una manera que no sea rebuscada para el alumno, que la
parte conceptual sea fundamental para que dicha guia ayude a comprender los

ejercicios que se proponen.

El banco de reactivos incluye: a) la clasificacién y la evaluacién de los aprendizajes
propuestos en el programa de estudio, representativa de los aprendizajes medios
de un grupo, b) instructivo para uso y respuestas, ¢) un minimo de 100 reactivos de

diferentes tipos clasificados por su grado de dificultad.



Este documento tiene el propdsito de apoyar a los alumnos que cursan la
asignatura, asi como a los alumnos que la adeudan. La parte correspondiente a la
guia se presenta de una manera accesible para su comprensioén, de modo que el
alumno no se pierda al consultarla, donde pueda ademas apreciar los conceptos
como una parte fundamental para que dicha guia le ayude a comprender los

ejercicios que se proponen.

En lo que se refiere al banco de reactivos, estos se presentan tipo examen
extraordinario basados éstos en los modelos de los que se aplican en el Plantel
Oriente del Colegio de Ciencias y Humanidades, esto es se estructuran con

ejercicios de opcidon multiple.

Consideramos que sera un gran apoyo para el Profesor que imparte la asignatura y

para los alumnos que cursan dicha materia.
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PRESENTACION

El material aqui presentado constituye un material de apoyo a aquellos alumnos que
vayan a presentar el examen extraordinario correspondiente a la asignatura de
Calculo Diferencial e Integral I. En cada capitulo, se muestra la teoria necesaria
para abordar los temas comprendidos en el plan de estudios vigente en el colegio
de ciencias y humanidades de una manera clara y sucinta. Asi también, se pueden
encontrar sugerencias de actividades y una serie de ejercicios tanto resueltos como
propuestos para que el alumno ejercite, desarrolle y trabaje con el propésito de
contribuir a su formacioén y optimice su preparacion. Los ejercicios son de opcién
multiple para que se familiaricen con la forma del examen que presentaran.

La estructura de la esta guia es la siguiente. Al inicio de cada capitulo se presentan
los aprendizajes que debe adquirir un alumno a lo largo del curso de Calculo
Diferencial e Integral |, posteriormente se presentan una serie de ejercicios resueltos
que conforman ejercicios tipo en cada tema y se resuelven incorporando diversas
estrategias de resolucion de problemas. Finalmente se propone una serie de
ejercicios para que los alumnos resuelvan por si mismos. Al final de cada capitulo
se presenta una autoevaluacion que permite a los estudiantes poner a prueba los
conocimientos y evaluar por si mismos si se encuentran los suficientemente

preparados para presentar el examen extraordinario.

La primera unidad se dedica al estudio de la nocion de limite, se presentan
situaciones que dan lugar a los procesos infinitos de donde se parte hacia la
representaciéon simbdlica y la formalizacion de las propiedades matematicas. La
segunda unidad esta dedicada al concepto de la derivada y a su significado. En esta
unidad se trabaja con diversos contextos en los que aparece la variacion y el
cambio. En la tercera unidad se formaliza la nocion de derivada. Las funciones con
las que se trabaja son basicamente funciones algebraicas como los son los
polinomios y las funciones racionales. Finalmente, la ultima unidad esta dedicada a
las principales aplicaciones de la derivada a problemas geométricos y a problemas

de optimizacion.



Calculo Diferencial e Integral I

Unidad 1. Procesos infinitos y la nocion de limite

Proposito. El alumno describird intuitivamente el concepto de limite, a través de
diversos problemas que involucren procesos infinitos mediante los diferentes
registros: numérico, grdfico o simbdolico.

DESCRIPCION

La presente unidad se desarrolla tomando como base un trabajo basado en el
manejo de una variable discreta. Es de suma importancia y se requiere hacer
énfasis en la diferencia con una variable continua. el manejo de los numeros
naturales es fundamental y la transicion de procesos con el uso de numeros
naturales, a procesos que implican numeros reales a través de cantidades
infinitesimales, que ayudaran a comprender el estudio de los limites.

La palabra proceso es usada en diferentes contextos: por ejemplo, se
integran problemas que implican procesos, quimicos, fisicos, bioldgicos,
sociales y econdmicos. La interpretacion cuantitativa de dichos procesos sera el
primer objeto de estudio en este libro.

En esta unidad se estudian los procesos infinitos, considerando su representacion
tabular, grafica y simbdlica, para ello en el estudios de éstos, se consideran tanto
procesos discretos como continuos.

En el andlisis de dichos procesos se usa la aritmética, el algebra y la geometria para
el estudio del comportamiento y la obtencion de resultados. Este analisis ayuda a
estudiar el comportamiento de la variable dependiente, es decir, como es el caso
de analizar si es monotona, acotada, etc.. Conduciéndonos a predecir su
comportamiento. Esto ayuda a saber si el proceso tiene limite o no lo tiene.

El estudio de sucesiones permite mostrar ejemplos de procesos infinitos discretos.
Los procesos infinitos continuos se mostraran mediante el analisis del
comportamiento de una funcidon discontinua en puntos cercanos a dicha
discontinuidad, la obtencion de las raices de una ecuacion por medio de la funcion
correspondiente a esta, asi como en el estudio de de las asintotas tanto horizontal
como oblicua, en el caso de graficas de una funcion.

Los métodos para la obtencion de limites de sucesiones y de funciones permite
recordar y profundizar algoritmos algebraicos que a su vez permiten profundizar

los aprendizajes previos en los alumnos y con esto precisar la definicion de
limite sin tanta formalidad (cuando éste exista) de ciertos procesos infinitos.

PALABRAS CLAVE. Procesos finitos, Procesos infinitos, Infinitesimal, Limite
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Calculo Diferencial e Integral I
Sugerencias de actividades de aprendizaje teérico-practicas

PROCESOS INFINITOS, DISCRETOS Y CONTINUOS
Estaremos usando las siguientes definiciones para proceso y proceso infinito.
Proceso: Es una accion que produce un resultado

Proceso infinito: Es un proceso que siempre puede producir un resultado mas
o podemos decir que es una accion que se repite indefinidamente

Proceso infinito discreto: Es un proceso que se puede modelar mediante una
sucesion, concepto que retomaremos mas adelante.

Proceso infinito continuo: Es un proceso que se puede modelar mediante una
funcioén definida en un intervalo.

El objetivo de nuestro estudio es la interpretacion cuantitativa y el analisis de
procesos. Comenzaremos por describir procesos discretos finitos con el
problema siguiente:

Problema 1.1

Dos mdéviles que se encuentran a una distancia de 720 m uno del otro, se mueven
al encuentro mutuo: El primero recorre 10 m/seg. El otro recorre 3 m en el primer
segundo, en cada segundo siguiente recorre 5 m mas que en el anterior. s Después
de cuantos segundos los moviles se encuentran?

Solucién: Utilizaremos como dominio a los numeros naturales, esto es los tiempos
los contaremos con ndimeros enteros.

Analicemos el movimiento de cada uno de los objetos. De acuerdo a los datos, el
movil A recorre una distancia de 10 metros cada segundo, el mévil B recorre
diferentes distancias cada segundo, es decir, recorre 3 metros en el primer segundo,
8 metros en el segundo, 13 en el tercero, 18 en el cuarto y asi sucesivamente. Esto
se explica convenientemente describiendo la tabla de la siguiente manera:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
d, 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
d, 3 8 13 18 23 28 33 38 43 48 53
t 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
d, 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
d, 58 63 68 73 78 83 88 93 98 103 108
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Calculo Diferencial e Integral I

Observar que la tabla muestra que en el primer segundo el mévil A recorre 10 m en
el segundo recorre también 10 m y asi sucesivamente. Se representa la distancia

recorrida por el movil A cada segundo con dA , ¥ la distancia recorrida por el mévil

B se representa con dB .

Ahora construyamos una tabla en donde se muestre la suma de las distancias
(d, + d,) recorridas por los moviles en el tiempo .

t 1 2 3 4 5 6 7 8
(d, +dy) | 13 31 54 82 115 153 196 244

! 9 10 11 12 13 14 15 16
(d, +d,) | 27 | 355 418 486 559 637 720 808

Podemos observar en las tablas que para un tiempo de =15 seg. La suma de las
distancias recorridas es igual a 720 m, es decir la distancia que los separaba y con
esto obtenemos la respuesta al problema

Con respecto a este problema podemos hacer las siguientes observaciones

1) El proceso (el encuentro) termina en un lapso definido, es decir podemos decir
en cuanto tiempo se encuentran los moviles, por lo tanto, decimos que este proceso
es finito.

2) El primer movil recorre una distancia 10¢ ent seg.

El segundo movil recorre una distancia 3+8+13+18+23+28+33+38+....... , en

donde los puntos sucesivos indican que los numeros subsecuentes, siguen el
mismo patrén de comportamiento.

Vamos a estudiar los términos de cada suma; para el mévil A observemos que la
distancia recorrida en cada segundo es

10+10+10+10+10+............. (1)
Podemos decir que el recorrido del moévil A es constante en cada segundo.
Y en el caso del movil B, la distancia total recorrida es
3+8+13+18+23+.......... (2)

Podemos decir que el recorrido del mévil B cambia en cada segundo.
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Calculo Diferencial e Integral I

Una expresidon general para la distancia total recorrida por el mévil A en tsegundos

es 107.

Ahora veamos que ocurre con el movil B, en este caso la distancia recorrida en cada

segundo es 51—2, por ejemplo, cuanto recorre en el segundo numero 37?
Obtenemos 5(3)-2=15-2=13. Y Asi para cada segundo.

Observar que la expresion para el movil B se obtuvo de la siguiente manera, la
diferencia entre un numero y el anterior siempre es la misma.

8—3=13-8=18-13=23-18=28-23=33-28= ....... =5
Ahora utilicemos un proceso algebraico para resolver el problema

Cada sumando de la distancia recorrida por el mévil B es de la forma 5¢—2, por lo
tanto, la suma hasta el segundo tes:

3+8+13+18+23+28+33+38+........... + 5t-2

¢, Como calcular la suma anterior?

3) La suma de la distancia recorrida hasta el segundo tes
3+8+13+18+23+28+334+38+........... + 5t-2

la podemos calcular con procedimiento algebraico sencillo de la siguiente forma,

llamemos § a dicha suma, escribimos dos veces esta suma, pero una en sentido
inverso y sumamos término a término

S = 3 + 8 + 13 + 18+ + (5t -7) + (5t - 2)
S = G6t-2) +(Gt=7) +(5t—-12) + (5t—-17) +............ + 8 + 3
28 = (5t + D+t + D+Gt + 1) + (5t + 1) +........ + Gt + 1)+ (5t +1)

Todos los términos del lado derecho de la igualdad son iguales y el total de
sumandos es £.

Por lo tanto
(51 +1)

2§ =t(5¢t +1) deaquilasumaes § = 7

Para resolver el problema debemos sumar las distancias recorridas por los 2
moviles en € segundos, por lo tanto
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Calculo Diferencial e Integral I

t(5¢ +

)
10t + ——= =720
2

La expresion anterior genera una ecuacion de segundo grado.

Al resolver se encuentra que el tiempo al que se encuentran los méviles es de 15
segundos.

SIMBOLO DE SUMATORIA (%)

Se aprovecha la suma 3+8+13+18+23+28+33+38+........... + 5t-2, para
introducir el simbolo de suma, el cual se denota generalmente por medio del simbolo

n
griego sigma (X) quedando de la siguiente manera Z f(k); donde k es la
k=m
variable discreta independiente 7 es el valor inicial y " es el valor final, 7 y m
son numeros enteros, f(k) es una funcién cuyo dominio son los numeros naturales.

Porlotanto lasuma 3+8+13+18+23+28+33+38+........... + 5¢t—2 se escribe como
t

Z (5k —2), la cual se lee como la suma (o sumatoria) desde k£ =1 hasta k = del
k=1

término general 5k -2.

La tabla de valores (d, + d,) coincide con la tabla de valores de la funcion

(5 +1) . : g
f() =10t + — la grafica se muestra a continuacion

800

700

600

500

§ metros
»b-
=
2

300} *

200+ *

100

X metros

Los numeros correspondientes a la distancia recorrida por el movil B es d,:
3+8+13+18+23+28+33+38+....... , corresponden a las caracteristicas siguientes:
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Calculo Diferencial e Integral I

Es un conjunto ordenado en el cual podemos determinar quién es el primer término,
quién el segundo o quién el n-ésimo término. Cuando esto ocurre, decimos que este
conjunto forma una sucesion.

Ejemplo 1.1. Obtener la férmula para el término general de la sucesion
200, 195, 190, 185, 180, 175, ...

Solucién: Observemos que la diferencia entre un término y el anterior es igual a
-5, es decir.

195-200=190-195=185-190=180-185=175-180=....... =-5,

por lo tanto, el término general es de laforma a, = 200 — 5n, siendo 77 un numero
natural.

PROGRESION ARITMETICA

Es una sucesion en la cual se cumple que; la diferencia de un término menos
el término anterior es una constante, se dice que la sucesion es una
progresion aritmética.

Forma de simbolizar una sucesion aritmética

Una sucesion se representa con &, cuyos elementos son 4, = {al sy, Ay an}

donde 4, es el n-ésimo termino.

La sucesion es aritmética, si la diferencia d entre dos términos contiguos es la
misma, esto es az—alzd; a3—a2=d; ................. an—aH:d

Y la expresion general de la sucesion es a, =a, +d(n—1).

Ejemplo 1.2. Obtener los primeros cinco términos de la sucesion de numeros, cuyo

, . n . .
término general corresponde a a, = 7 + > y comprobar que la diferencia entre

un término y su anterior es una constante

. 1 1 1
Solucién: a, = 75, a, =8, a; = 77, a, =9, a5 = d

1
a, —a, =a; —a, =a, — a; =as — a, :7,en general
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Calculo Diferencial e Integral I

a,—a,, =T+ % - (7 + n2—1 ] = % Esto quiere decir que la sucesion es

una progresion aritmética.

SUMA DE LOS ELEMENTOS DE UNA PROGRESION ARITMETICA

n

Ejemplo 1.3. Obtener una férmula para calcular Z (2k +3)
k=1

Solucién: Se tiene para z (2k + 3) , la expresidn de los sumandos es:
k=1

n

(2k+3)=5+T7+9+11+13+ ...+ (2n +1) + (2n + 3)
=1

Llamemos S a dicha suma, Como lo hicimos anteriormente, escribimos dos veces
esta suma, pero una en orden inverso y sumamos término a término

S = 5 4+ 7 + 9 + 11 + ... + 2n + 1)+ (2n + 3)
2n +3)+2n+ D+ 2n -1) +2n - 3) +....... + 7 + 5

%)
I

28 = (2n + 8)+(2n + 8)+(2n + 8) +(2n + 8) +...... + 2n +8) + (2n + 8)

n(2n + 8)

5 = n(n+4) porlo tanto

2§ =n(2n+8) deaquisetiene S =
Esta formula permite obtener el valor numérico para cualquier n por ejemplo, si
n =50, tenemos

50
D (2k+3)=50(50+4) = 2700

k=1

Problema 1.2. El sueldo de un trabajador es de $9500 mensuales y cada afio se
incrementa en $500 (cada mes). Calcular cuanto dinero ganara en los 15 afos
siguientes.

Solucion
La Ganancia por afio es sueldo x 12, 12 meses en un ano.

El primer afio gana 9500x12 =114000; el segundo afio gana 10000x12 =120000, para
el tercer ano gana 126000 y asi sucesivamente hasta el 15avo afio.

El termino general es, a, =a, +d(n—1), por lo tanto

Grupo 401C



Calculo Diferencial e Integral I

a, =114000+6000(n —1) =108000 + 6000~

Y la suma en n anos es
S=114000+120000+126000+............... + (108000 + 6000n)

La suma en términos del numero de afos es

S=114000 + 120000 +126000+......... (108000 +600072)

S =108000 + 60007 + 102000 + 60007 + 96000 + 60007 + ........+ 114000

28 =122000 + 60007 + 222000 + 60007 + 222000 + 60007 + ........222000 + 60007
28 = (222000 + 60007)

1n(222000 + 60007)

S= =111000% + 30007

La ganancia al final del afio 15 es S=111000(15) +3000(15)* = $2340000 Como

podemos observar es un problema asociado con un proceso finito.

| PROCESOS DISCRETOS INFINITOS

Problema 1.3. Un caracol decide abandonar el lugar en donde vive porque en ese
lugar ya no tienen las condiciones adecuadas para su supervivencia. El sitio al que
decide trasladarse se encuentra a 10m de su lugar de origen, el caracol decide
avanzar por etapas de la siguiente manera, primero recorre la mitad de la distancia
total, descansa y recorre la mitad de la distancia que le faltaba y asi sucesivamente.
¢, Se puede recorrer la distancia total de 10 m de esta forma?

Solucion:

Las etapas del recorrido se muestran en la figura (los numeros representan la
fraccion de la distancia total en cada etapa)

| =

o
3
& | —s
oo |
-

10m

La distancia recorrida por el caracol se obtiene de la siguiente manera, en la primera

etapa recorre la mitad de la distancia total %(10) =5m:

En la segunda etapa recorre la mitad de la distancia que le falta por recorrer

Grupo 401C



Calculo Diferencial e Integral I

1 1

2(5) :%G(m)j =5 (10)=2.5m.

En la tercera etapa recorre %(2.5) :%G(m)) %(10) =1.25m.

En la cuarta etapa recorre %(1.25)=%&(10)j=%(10):0.625m; recordemos, va

recorriendo la mitad de la distancia que le falta.

Y asi sucesivamente.

Escribamos lo anterior en una tabla

Etapa d, >, Etapa d, S,
5 1 9.6875
—(10)
1 1 5 32(
—(10
~(10)
6 1 9.84375
—(10)
2 1 7.5 64(
—(10
1(10)
3 1 8.75
—(10
~(10)
n 1
10
4 i(lo) 9.375 2}1( )
16
Ahora utilicemos una expresion algebraica
Las distancias d por etapa son:
1 1 1 1 1 1
—(10), —(10), —=(10),—(10), ..., ——(10),—(10
2( )’ 4( ) 8( ) 16( ) 2)1—]( ) 2n( )

La distancia total recorrida es la suma de todas las distancias

%(10) + i(lo) + é(lo) + %(10) + .4

1 1
S (10) + -(10),

Grupo 401C



Calculo Diferencial e Integral I

Para encontrar la distancia total recorrida debemos realizar esta suma

Esta suma no se puede realizar como en los ejemplos anteriores, la diferencia entre
términos contiguos no es la misma, pero tienen otra relacién, a saber:

Se tiene que la division de un numero entre el anterior es una constante, es decir

%(10) ) %(10) :%(10): %(10) 1
%(10) %(10) é(lo) 2'}*1(10) 2

Lo que leemos de la siguiente manera “la razon de un término entre el anterior es
: 1, .
siempre 5 Para determinar el valor de la suma
1

%(10) + i(m) + é(lo) + E(10) +

1 1
211—1 (10) + 2_n(10)’

Procedemos de la siguiente manera; llamemos S, a esta suma, multiplicamos la

. 1
suma por la razén encontrada y la restamos a la suma S, ; estoes S, - ES” y

calculamos lo que se conoce como “suma telescopica”

1
-9 = —(10) — ——
2Sn 2( ) 2n+1 (10)

Multiplicando por 2, finalmente obtenemos lo que buscamos

1 1
S =10 — —(10) = 10| 1-
n 2;1( ) ( 2/1}

recordemos que #n corresponde a la etapa correspondiente. En otras palabras
es la expresion algebraica que nos permite calcular la distancia recorrida por el
caracol en cualquier etapa, sin embargo no es posible determinar la etapa en la
cual haya recorrido 10 m podemos decir que entre mas numeros de etapa
tengamos, nos acercamos al limite que es 10 m.

10
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Calculo Diferencial e Integral I

Problema 1.4. Ahora consideremos que el caracol del problema anterior decide
avanzar cada etapa de la siguiente, en la primera etapa recorre la tercera parte de
la distancia total, descansa y recorre la tercera parte de la distancia que le faltaba y
asi sucesivamente.

10m

i
5 | B3
a

-"’l o

En este caso tenemos la siguiente tabla

Et
Etapa d, Z d, apa d, ZdB
B 5 8.68312
1 %(10) 3.3
o 32 9.12208
_ >2 (19
2 %(10) 5.5 729( )
3 2;47(10) 7.037
n 2n—l
4 % (o) | 8:02469 7 (19)

La distancia recorrida por etapa es

En la primera etapa recorre %(10) =3.3 ; En la segunda recorre la tercera parte de

lo que le falta por recorrer %(%(10)] = %(10) =2.2.

4 : :
En la tercera le falta por recorrer 5 de la distancia total pero como solo recorre la

tercera parte, entonces en esta etapa recorre %G(m)) :%(10) =1.481 .

En la cuarta etapa le falta por recorrer % de la distancia total, por lo tanto en esta

etapa recorre l[i(lo)j = i(10) =0.987654320 .
3\ 27 81

11
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Calculo Diferencial e Integral I

La distancia total recorrida por etapa hasta la etapa », forma una sucesién de sumas
dada por

S 2 1 2 4 8 2"
= = —(10) + =(10) + —(10) + —(10) + ...
5= 32200 300+ 300+ S£10)+ 10y« v 210
A las expresiones S,, S,, S,, S,, ..., S, selellama sucesion de sumas parciales

Por lo tanto, la distancia recorrida hasta la etapa n por el caracol, en este caso se
obtiene de la siguiente manera:

S = %(10) + %(10) + 2;47(10) + %(10) o 2;1 (10)= y ( 2;1 (10)}

k=1

Los términos de esta sucesidn tienen una razén constante entre dos valores
consecutivos.

Al final de la suma, tenemos simbolizada la distancia total con el simbolo de
sumatoria.

12
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Calculo Diferencial e Integral I

Las graficas para la distancia recorrida por los caracoles se muestran en las
siguientes figuras

Para el caracol A Para el caracol B

r—— 10 —

P T
+
¥ metios

x metros

Se puede observar en las dos graficas que las distancias recorridas se aproximan
cada vez mas a la distancia Limite de 10 m (esto también se observa en la tabla de
valores), asi como el hecho de que el dominio en tal grafica son los naturales.

Ejercicio 1.1. Encontrar la razén r entre los términos contiguos, y encontrar Sn
realizando la suma Sn — rSn.

Vamos a definir lo que es una PROGRESION GEOMETRICA

Cuando en una sucesion se cumple que el cociente de un término entre el
anterior es una constante, a dicha sucesion se le llama una progresion
geométrica.

Ejemplo 1.4. Obtener la expresion el término general de la sucesion

1

1
16~ 32

)

1 1
2 4° 8’

Solucién: El término general es de la forma a, = (-1)"" (—] :—(——]
Podemos observar que los términos van alternando de signo por lo tanto la
expresion debe incluir potencias del -1,

Una particularidad de esta sucesion es la siguiente; se puede comprobar que el
cociente de un término entre el término anterior es una constante, es decir

1 1 R 1

"4 . 8 16 32 1
1 T 1 T 2
2 4 8 16

13
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n k
Ejemplo 1.5. Determinar una formula para la sumatoria Z (— %j

k=1

Solucién: Llamemos S a esta suma y efectuamos la operacion S + %S y

realizamos una “suma telescopica”

§5=2
5

| LIMITE DE UNA SUCESION

Ahora, en la siguiente tabla, observemos algunas imagenes (valores) de sucesiones
n-ésimo término aumenta, queremos predecir el

comportamiento de estas sucesiones cuando n se hace cada vez mas grande (de
manera formal; cuando » tiende a infinito n — o).

a cuando el

n

valor del

3 | ones ( ; j 700" 1725 ( 5 )
n 3n-5 4 4
10 35 3.72 0.05631 764.691 9.3132
20 1.75 3.327 0.00317 739.741 86.736
100 0.35 3.06101 3207-107" 725.213 4.909-10°
200 0.175 3.03025 1.028-107% 725.003 2.409-10"
250 0.14 3.02416 5.825.107 725.0004 1.688-10*
500 0.07 3.01204 3.393.10% 725.00000003 2.851-10%
1000 0.035 3.00601 1.151-107'% - 8.128-10°°
2000 0.0175 3.00300 1.325.107%° - 6.607-10"
5000 0.007 3.00120 2.024-10°%% - 3.548.10%
10000 0.0035 3.00066 4.098-107'1%° - 1.259.10°°
50000 0.0007 3.00012 1.156-107% - -
100000 0.00035 3.00006 1.337.1071% - -
1000000 0.000035 3.000006 | 1.833.107'24° - -

Grupo 401C
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Calculo Diferencial e Integral I
Con lo anterior analicemos la expresion encontrada para el caracol del problema 1.3

S, =10(1— 1 j
217

Consideremos valores un poco “altos” para las etapas, por ejemplo 14, 15y 16y
con ella calculemos la distancia dada por la expresion anterior

No. De etapas Distancia total
14 9.9993896.......
15 9.99969482......
16 9.9998474.....

Observamos que, si aumentamos el numero de etapas, la cantidad que resulta se
acerca a 10, y no puede pasar de ese valor.

35

Ahora respecto a la tabla anterior, podemos observar que para la sucesion 0

cuando se aumenta el valor de 71, la sucesién se acerca a cero. En cuanto a la

O9n+3

sucesion —3 5 cuando es muy grande, la sucesion se acerca a 3. Y la sucesion
n p—

3 n
(Zj ,6S muy pequefia, y se acerca a cero cuando /7 aumenta. Y cuando 7

5 n
aumenta, la sucesion {/ 700" +725" se acerca a 725, y finalmente la sucesiér(zj

se hace muy, muy grande. Utilicemos la palabra Limite, para referirnos al valor al
cual se acerca la sucesion correspondiente.

Utilizaremos la siguiente representacion

Se puede observar de la tabla anterior lo siguiente:

., 35 .
Los valores de la sucesion —— se acercan a cero cuando n se hace cada vez mas
n

grande, esto se denota por

limizo

n—®0 n

15
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., . 9n+3
Las imagenes de la sucesion Ers se acercan a 3 cuando n se hace cada vez
n_

mas grande, es decir, con la notacion utilizada
. 9n+3

lim —=

n=>® 3p—35

=3

n
. 3
Los valores de la sucesion [T se acercan a cero cuando n se hace cada vez

lim (i] ~ 0
n—>o0 4

Las imagenes de +/ 700" +725" se acercan a 725 cuando n se hace cada vez

mas grande, es decir
lim {/ 700" + 725" = 725.

n—>

mas grande, esto es

n
5 .
Los valores de [T se hacen cada vez mas grandes a cero cuando n se hace

lim| — | =,
n—sol 4

Como « no es un numero real decimos que la sucesion no tiene limite.

cada vez mas grande, esto es

Ahora vamos a predecir el comportamiento de la sucesion a, = 3(—1)" +5

La siguiente tabla muestra las imagenes para los primeros diez términos

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a 2 8 2 8 2 8 2 8 2

n

Podemos observar que para valores impares el valor de la sucesién es 2 y
para valores pares su valor es 8, es decir los valores pasan de uno a otro
dependiendo si n es par o impar (no se acercan a un mismo numero) en este
caso vamos a decir que la sucesion no tiene limite.

Es importante observar que estamos “encontrando” el limite de una
sucesién

tomando varios valores para 11 “bastante grandes.

16
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Calculo Diferencial e Integral I

TEOREMAS SOBRE LIMITES

Los resultados relativos a limites que se describen a continuacion carecen de la

demostracion, éstas pueden consultarse en el apéndice si el lector lo requiere.

UNICIDAD DEL LIiMITE DE UNA SUCESION. Toda sucesién convergente tiene solo un limite

LIMITE DE LA SUMA DE SUCESIONES

lima, = a y limb, = b entonces lim(an + bn): lima, + limb,=a + b

n—ow n—»® n—0 n—»0 n—o

LIMITE DEL PRODUCTO DE UNA SUCESION POR UNA CONSTANTE

lima, = a yces una constante entonces lim(can )= clima, = ca

n—0 n—o0 n—0

LiMITE DEL PRODUCTO DE DOS SUCESIONES

lima, =a y limb, = b entonces lim(anbn)z (liman)(limbn) = ab
n—oo n— n—>0 n—>0 n—>o0
LIMITE DEL COCIENTE DE DOS SUCESIONES

lima, a
lima, =a y limb, =b#0 entonces lim|— |= ""— = —
n—o n—w n—o bn llmbn b

n—ow

TEOREMA DEL EMPAREDADO (SANDWICH)

Sia, <c, <b, paratodaneNy lima, = limb, =/ entonces limc, =/

n—> 0 n—» 0 n—>©

TEOREMA DE WEIERSTRASS. Toda sucesion mondtona y acotada es convergente (tiene limite).

Otros resultados que nos ayudaran a determinar limites de sucesiones son los siguientes

1 lim ¢ =c donde ¢ es una im » =
) 6) 113}10 fla =1, con a>0
constante
2) imn" =00, con r>0 im 2/ n =
) n—>00 ’ 7 }g?o n =1
) c ) c
3) lim — =0, conr>0 yc 8) lim =0, con r>1 y cuna
n—o pn n—>0 r”
es una constante constante
: no_ . . m m
4) ,11_{?0 a" = o, con a>l 9)Si lim a, = [ entonces lim (an) =/
n—» o0 n—»o0
5 lima”" =0, con |a|<l i li = M m —m
) n—>00 J | | 10) S'}Tﬁo a, =l entonces nh_r)rgo la, =21

Grupo 401C
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Calculo Diferencial e Integral I

A continuacién, se describen varios ejercicios donde se muestra la utilidad de estos
teoremas.

Ejemplo 1.6. Encontrar el limite de las siguientes sucesiones:

. [7} 7
a) lm|—|=—
n—o\ 8 8

b) lim —2 —
n—> 0 (1.5)

c) lim 9 = lim 91 =0
n—>0 % n— ng

. 151n° +8 ) 151° 8 . 15#0° .8 . .8
d) lim 3 =lim + — |=1lim —+lim—=1lim5+Ilim—=35
n—»0 n n—>0

3n3 3n3 n—x 3pn n—w 3pn n—w n—w 3n3

. 4'(6n+1) (4 (6n+1j . (4)” 6n 1
lim ——— = lim =lim| —| | —+—|=
n—o 5" (27’1) now| §" 2n nso| § 2n 2n

0+(0.7)  m(9+(0.7)") lim9+ lim(0.7)" 4.4

i z z z 0+5 5
(_8j +5  lim L(_gj +5J lim (—8j + lim5
9 n—>0 9 n—»o0 9 n—»o0

54n + G;j lim54n + lim[llj

n—o0 n—wl\ 12

lim -
0 (0.98)" + 15%/ 1000 im (0.98)" + lim 1541000

(@5)(@1&)“@[3J OV
lim(0.98)" + (lim15 ) fime/T000" ) 0

18
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Un limite importante y que se debe analizar es el siguiente:

h) La sucesion a,, =(1 + LJ es creciente y por lo tanto monétona, también es
n

acotada, la demostracion de estas aseveraciones queda fuera del alcance de
este texto, pero podemos observar esto mediante la construccion de una tabla de
valores

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a 2 | 225 | 23703 | 2.441 2.4883 2.5216 2.5464 2.5657 2.581

n

n 10 50 100 500 1000
a 2.5937 2.6915 2.7048 2.7155 2.7169

Al valor de este limite se le asigna la letra e, este numero es la base de los
logaritmos naturales, es decir; el limite de la sucesion

(1Y . ,
kl + — es igual al numero e

Por lo general los problemas de limites no son tan directos como en los
ejemplos anteriores, el determinar el valor numérico de un limite requiere de
ciertas transformaciones algebraicas, para después aplicar algunos de los
resultados dados anteriormente.

A continuacién, se estudiaran algunos métodos para la determinacién de
limites de sucesiones.

‘ LIMITE DE EXPRESIONES RACIONALES

Para determinar el limite infinito lima, = lim

n—»o0 n—»00 Q(n)

polinomios con variables discretas, esto es el dominio son los numeros naturales;
se realiza lo siguiente:

en donde PyQ son

Dividir tanto el numerador como el denominador entre la variable n elevada al
exponente maximo que aparece en la expresion.

3 2
Ejemplo 1.7. Calcular el lim 18n +?n 39
n=® 5+7Tn" —6n

19
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187° + 4n* -9 18n° N 4n’ 9
3 2 _ 3 3 3 T T3
lim 18n +:|-I’l 39 - lim n2 — = lim n nz 7’13 —
noo  547n° —6n noo 54 7p° —6n n—o 5 n 6n
n’ o on ont
18+i—i lim 18+ﬂ—i3
A n n3 n—»o0 n n 18
= lim s 7 = s 7 = =-3
n—o . —
—~5+--6 hm(3+—6j 6
n n n—wo | p n

5 _ 2
Ejemplo 18.. Calcular el lim Shil - 43n 3+17
n>o  17n'" + 16n° + 3

34n° — 43n* +17 34n° 43p° N 17
5_ 2 7 7 7 7
im 34n7 43n3+17 T 7 n :  lim 2 : n : n _
noo 17n’ + 16n° + 3 nso  17p' 4+ 16n° + 3 n—o  17n 16n 3
n’ n’ n’ n'
4 4 17 lim(34—43+17j
—lim " n’ n’ _ n’ n’ n’ :i: 0
n—w 16 3 )
” 17+74+77 lim 17+E+i 17
n n n—o© n4 n7
n’+15

Ejemplo 1.9. Calcular el im ———
> S5p°+ 9n+ 1

n’+15 n’ N 15
S| ) 3 ) LY
1m?;5: im —"%—— = lim — L =
n>o Sp 4+ 9p+ 1 o Sp°+ 9n+ 1 oo Sp 9n 1
3 3t 3ty
n n n’ n
3
LA lim(1+1§j 1
. n—>x®
lim —2 1 = " - —¢R
e 5L+9L+L 1 5 9 1 O
A AR PRI

Es decir, la sucesién no tiene limite, al construirse una tabla de valores de la
sucesion podria observarse que los valores se hacen cada vez mas grandes, es
decir se van a infinito. (El lector puede verificarlo si asi lo desea)

20
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2
Ejemplo 1.10. Calcular el lim (3n _ 2)(5n * 1)(n + 3) .
"> (4n —5)(2n + 7)(3n + 8)

(3n —2)(5n + 1)(n + 3)2

lim (3n - 2)(511 + 1)(n + 3)2 _ lim nt _
% (4n = 5)(2n + 7)(3n + 8)° " (4n = 5)(2n + 7)(3n + 8)

(311 ) (Sn + 1)(11 + 3j i (3;1 — 2)(5;1 + 1](;1 + 3]2
m
=111’1’1 n n n n—oo n n n
Ezn + 7}(3;1 + 8)2 i (411 _ 5)(2;1 + 7}(3;1 + 8]2
m
n n—o n n n

)
1im(4 - 5)(2 N 7)(3 s SJZ (4)(2)(3) 24

n

El siguiente ejemplo muestra que el mismo procedimiento se puede usar para
algunas expresiones irracionales

3 64n°+27 —5n°
Ejemplo 1.11. Calcular el lim " !
e J16nt +49 +6n°

: i 3 64n®+27 — 5n° 3 64n° +27 B 5n?

li \3/ 64n° +27 —5n I I’l2 2 2

im =lim
2

=lim L n__ -
e J16nt +49 +6n 77 \[16nt +49 + 6n® "7 ([ 16n* +49 +6n2
2 2
n n

n

6 6
5| 64n 6+27 _ 5 , 64;Z +ZZ _ s 364+2Z _ s
tim el Yo A S
n—> w0 n—» 0 n—>w _|_
716’4 :r49 +6 16’1 +—4? +6 l6+— +6
n n n n

LIMITE DE EXPRESIONES IRRACIONALES

Para determinar el lim a, en donde aparecen raices cuadradas, se procede a

n—»0

racionalizar el numerador o el denominador (en donde aparezca la parte irracional).

21
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Si la parte irracional es un binomio se multiplica el numerador y el denominador por
el conjugado de dicho binomio.

n—> 0

2 —
Ejemplo 1.12. Calcular el lim Y- ;” n

\/m—n ' (\/m—n)(\/m+n)

lim =1lim

(«/ n>+5n )2 —(n)2 _

=1lim

" 9 " 9(«/ n+5n + n) " 9(«/ n+5n + n)
S5n
n’+5n —n’ : 5n T
=1 =lim =lim =
’Hw9(\/ n+5n + n) Hw9(\/ n’+5n + n) " 9(«/ n+5n + n)
n
5n
lim n =lim > =lim > _2
5

1
Ej lo 1.13. Calcul | Ii
1 1(\/n2+n—1 +\/n2—n+1)

i 1 -
"l*m“\/n2+n—1 — P —n+1 ”Eg(\/n2+n—1 —\/nz—n+1)(\/n2+n—1 +\/n2—n+1)

lim \/n2+n—1 +\/n2—n+1 _ lim\/nz+n—1 +\/n2—n+1 _

ne ( [ +n—1 )2_( /nz—n+l) n—>e0 n2+n—1—(n2—n+1)

2

\/nz-i-n—l +\/n2—n+1 \/nz-i-n—l N \/nz—n+1
2 2
. +n—-1 + -n+l1 . .
lim \/n " \/n " = lim n = lim n n
n—s0 2n—2 n—» 2n — 2 n—>00 2_i
n n
n’+n—-1 n—n+1 sl 1 L] 1
= lim n n = lim n_n nno_
n—oo 2_i n—o 2_i
n n

22
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CONCEPTOS UTILES

Definicién. Una sucesién es una funcién cuyo dominio es un subconjunto de los
numeros naturales (N ) y cuyo contradominio son los numeros reales (R ), es decir

a:AcN - R Si A es un conjunto finito la sucesién es finita, si A

n —an)=a es infinito la sucesion es infinita

Definicién. Una sucesion se dice que es creciente si cada término es mayor que su
antecesor es decir a,,, > a,, paratodo neN

Definiciéon. Una sucesion se dice que es decreciente si cada término es menor que
su antecesor, es decir a,,, < a,, paratodo neN

Definicién. Una sucesidn se dice que es no decreciente si cada término es mayor
o igual que su antecesor, es decir a,,, > a,, paratodo neN

n+l —

Definiciéon. Una sucesién se dice que es no creciente si cada término es menor o
igual que su antecesor, es decir a,,,< a,, paratodo neN

n+l —

Definicion. Una sucesidon es monotona si es creciente o decreciente o no
decreciente o no creciente

Definicion. Una sucesidn es acotada inferiormente si todos sus términos son
mayores o iguales que un cierto numero m es decir, a, > m paratodo neN

n

Problema 1.5.

La estructura de un puente tiene la forma de un triangulo rectangulo con lados de
10 metros de base y 15metros de altura. Si la estructura contiene nueve soportes a
espacios iguales. Determinar la longitud de los diez componentes verticales.

Solucién: Observar que la base queda dividida en diez partes iguales de longitud
1 metro. Por otra parte, se tienen una serie de triangulos rectangulos semejantes,
en donde se cumplen las siguientes proporciones

23
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/ X, 1
= — = xl =
/ 15 10

|><
[\ ]
I
|N
=
|39
I
N | W
l\)|w | N|w
\®)
N—"

—~
W
N—

/ Xy 15

Xy
K

T X, 9 3

10

Se quiere obtener la suma de las longitudes de los soportes verticales, observar que

15=x, :%(10)

Con esto la suma la denotamos por
So =X + X +x + ...+ X + X,

Sustituyendo valores tenemos

3
SlO = 5
Y factorizando se tiene

S, = %(1 +2+3+...+9+ 10):%(@j=82-5m

Problema 1.6.

En un triangulo equilatero de area A se unen los puntos medios de sus lados para
formar cuatro triangulos equilateros, de los cuales el del centro se pinta de negro.
Luego con cada uno de los triangulos restantes se realiza lo mismo. Dicho proceso
se repite indefinidamente. Encontrar el area sombreada al final de cada paso, este
triangulo es conocido como el triangulo de Sierpinski,

24
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(1) En este caso el triangulo es | (2) En este caso los 3 triangulos que
dividido en 4 triangulos con la misma | no se sombrearon en el paso anterior
. 1 se dividen en cuatro partes con la
area (ZA)

misma area (LA)
16

(3) En este caso los 9 triangulos que
no se sombrearon en el paso anterior
se dividen en cuatro partes con la

misma area (LA)
64

Vamos a denotar por «, al area sombreada en cada caso.

] . , : 1
Si S, representa al area sombreada en el primer caso, es decir g :TA'

El area sombreada solamente en el segundo caso es la correspondiente a los tres

triangulos sombreados de los 12 mas pequefios es decir a, =%A.

El area sombreada en el tercer caso corresponde a los 9 triangulos sombreados de

36 mas pequefios, es decir a, :%A.

Para el cuarto caso, cada uno de los triangulos no sombreados se divide en cuatro
partes iguales y sombrea el del centro, es decir se dividen los 27 triangulos mas
pequenos en cuatro partes iguales, obteniéndose asi 108 triangulos, de los cuales

. . , 1
se sombrean 27, cada uno teniendo area iguala —— 4.

. 2 "
Por lo tanto, el area sombreada en este paso es de aq, :77614 , ahora, escribimos

los términos obtenidos y los comparamos:
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PR B B B
4 16 64 256
Observar que H_ G _ 4 :%, esto quiere decir que la sucesion forma una
a a, a,

progresion geométrica de razon r = % y primer término ¢, :%A por lo que la

suma de los n primeros términos de esta progresion esta dada por

a(r"—1
)
r—1
a2 4
4 4 3 n
Sustituyendo tenemos S, = 3 =—4 (Tj —-1].
— -1
4

Y la suma cuando el proceso sigue indefinidamente es

limS§, = limA{[%j 1}=A

A este conjunto se le conoce como triangulo de Sierpinsky y es muy utilizado en
matematicas para ilustrar varios comportamientos muy particulares.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1.5. Obtener la expresién algebraica del término general de la sucesion y
la expresion para la suma

a) 1024, 768, 576, 432, 324, ...,

1 5 25 125 625

b) . PR 3 ) 3 ey
4 8 16 32 64
9 27 81 243
C) _3= -, ’ s )
10 100 1000 10000
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Ejercicio 1.6. Obtener los sumandos y la suma finita de

10 . 10 3\ 10 1 k 10 3k
a) Z(—Z) b) ZSO(gj c) Z_[__Zj d) il
k=1 k=1 k

k=1

Ejercicio 1.7. Obtener una férmula en términos de n para las sumas

G OIS G

k=1 k=1

3k+1
51{—1

Ejercicio 1.8. Obtener el término general de cada una de las siguientes sucesiones
de numeros:

a) 13,17, 21, 25, 29, ..., b) 293, 287, 281, 275, 269, ...,

Ejercicio 1.9. a) Obtener una formula para la suma de los primeros n numeros
naturales. b) Obtener una formula para la suma de los primeros n-numeros pares
naturales. c) Obtener una férmula para la suma de los primeros » numeros impares
naturales. d) Obtener una férmula para la siguiente suma 5+9+13+17+21+.......
(Obtener primero el término general). €) Obtener una férmula para la siguiente
suma 11+18 +25+32+39+......... ... (Obtener primero el término general)

Ejercicio 1.10. Obtener el resultado de los siguientes limites

. 8n —4n*+8 . (2n-3Y' . 6n’ +8n>-10
a) lm —s—— b) Ilim c) lim < 5
n—>® 6n’ +7 n—o \ 3pn+7 n>o  S5p°+6n°+9
2
_ (\/"2+1+n) _ (0.7) +4 o 1+2(10)™
d Ilm ——— =€ Im ——— ) Im ——7
n—ow 3/27n6+1 n—w 1+(03) n—>w 5+3(10)
8+(3]n )
4 n_ n 2" +25(3)"
g) lim + h)  lim 4(10)1 3(10)2 1 ) lim +—n()
" (2j s n—2 3(10)" 142102771 T 7o 10(3)" -2
5
3 3 - 3 2
Ay — 2)n —8 _
) lim (n+1)°=(n 1)2 Q fim ()1 ) lim (2n+3)5 (3n-2)
n—ew (n+D)?-(n-1) T (Qre2d oo n>+5
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Unidad 2. El concepto de derivada: variacion y razén
de cambio

Proposito. El alumno interpretara el concepto de derivada a partir del analisis de la
variacion y de la razon de cambio, al resolver problemas en diferentes contextos cuyos
modelos sean funciones polinomiales.

En esta unidad los procesos que se desarrollan son los relacionados con funciones
reales con variable real, la dependencia de la variacién de la variable independiente,
conoce y maneja la variacién de la variable independiente, lo que implica también
que la representacion de un problema o suceso por medio de la funcién se
vuelve fundamental. En el presente trabajo suponemos que el lector conoce y
maneja el concepto de funcién, el seguimiento de estos temas requiere de un
manejo formal, pues los conceptos y su definicion en este texto, se distinguen
considerablemente de los utilizados anteriormente. Es importante, que el
concepto de funcion se maneje con cierta soltura, asi como su fabulacion y
grafica y distinga el dominio y rango de la funcion (conjunto de imagenes de

valores del dominio) el cual, es un subconjunto de los numeros reales.
0 0

Sugerencias de actividades de aprendizaje tedrico-practicas

Comenzaremos la unidad planteando varios problemas, a través del cual se
introducira los conceptos de incremento, razon, razon de cambio promedio.

Problema 1. Aplicacién a Fisica. Un objeto se desplaza con respecto a un origen

determinado, de acuerdo con la expresion S¢ )= 5¢+3m. En la expresion é( t)
esta

dado en m y Encuentre la razén de cambio promedio de su desplazamiento entre
los tiempos ¢t 2 = y t& 4s y t en segundos, la razén de cambio

instantaneo de
su desplazamiento. llustre con una tabulacion y grafica.

Solucion:

Vamos introduciendo los diferentes conceptos: Inicialmente observemos que la
funcién dada es una funcion lineal, y utilicemos Cambio en el tiempo, lo
denominaremos Incremento del tiempo, de manera simple entenderemos como
diferencia entre los dos tiempos t, - t; a esta diferencia la llamaremos incremento y

y la representaremos con At=t, - t;, en nuestro problema el CAMBIO en el tiempo
es el incremento A=tt-t=42- s, esto es A=ts2

2 1
Ahora vamos a encontrar el CAMBIO del desplazamiento, esto es, como depende

del tiempo S(7)entonces debemos encontrar S(z,)-S(z), lo llamaremos
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incremento de la funcion AS(r); veamos S(t,)—S(t,) = (5¢, +3)—(5¢,+3), sustituimos
los valores ¢,=4 y t, =2, por lo tanto

AS(1) = S(t,) - S(1) =(5(4)+3)—(5(2)+3) =23-13=10m

Ahora vamos a recordar el concepto de razon, utilicemos » para representarla; “Una
razon se define como la comparacion de dos cantidades a y b a través del cociente

a,
entre ellas r =Z )

En nuestro problema vamos a calcular lo que nos interesa, LA RAZON DE CAMBIO
DE LA FUNCION AS(7) = S(t,)—-S(¢,) ENTRE EL CAMBIO DEL TIEMPO Ar=t, —t,.
Para nuestro caso particular, la razén de cambio, la cual llamaremos RAZON DE

CAMBIO PROMEDIO es r = Aiy)

, por lo tanto

L_AS() _S()-5@) _23-13_10_.m
At t,—t, 4-2 2 T

En fisica esta cantidad representa la velocidad promedio del objeto entre los tiempos
tL,L=4 y t,=2s.

Grafiquemos este caso particular

Observemos que la grafica de
la funcién es una recta, esto
es, corresponde a una funcién
lineal.

Si calculamos la razon de
cambio entre dos tiempos
cualesquiera, observaremos
que nuestro resultado siempre
sera
S(tz)_S(tl) — Sﬁ
t,—t S
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Vamos a realizar un proceso algebraico, esto es, utilicemos dos tiempos utilizando
simbolos, por ejemplo, usemos ¢ =x y t,=w Yy calculemos la razén de cambio

instantaneo, a saber
. AS(t)  Sw)-S(x)  (Sw+3)—-(5t+3) S(w—t) _ m

5
At w—Xx w—t w—t Ky

Observemos que no importa cual es el valor numérico de los tiempos, nuestro
resultado es una constante, en otras palabras, el objeto tiene una velocidad
promedio constante. Podemos decir que a cualquier tiempo (lo podemos decir como

cualquier instante) tiene una velocidad de 5—, en otras palabras, tendremos una
S

razoén de cambio instantanea.

Vamos a trabajar con un problema donde la funcién es una funcién polinomial de
segundo grado

Problema 2. El costo de produccién de x unidades de cierto articulo es
C(x)=1500+5x+0.09x*. a).- Calcular la razén de cambio promedio de C con

respecto x cuando cambia el nivel de produccion, de x=80 articulos a x=140
articulos y b) de x=100 articulos a x=160 articulos . c). Calcular la razén de
cambio instantaneo de C cuando el nivel de produccién es x =170 articulos.

Solucion:

Vamos a calcular la razén de cambio promedio del Costo respecto a la produccion
de articulos, esto es:
L ACH) _C(x)-C(x)
Ax X, — X,

Para el inciso a)

L AC(x)  C(xy)-C(x) [ 1500+5(140)+0.09(140) |-[ 1500+ 5(80)+0.09(80)" |
T x—x 14080

Realizamos operaciones

. AC(x) C(140)-C(80) 3964—2476 1488 _ 545 Pes0s
Ax 140-80 60 60 " articulo

(A)

Ahora el inciso b)

AC(x) C(160)—C(100) | 1500+5(160)+0.09(160)" || 1500+ 5(100)+0.09(100)’ ]
]/' = = =
Ax 160—100 60
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L AC(x) _C(160)—C(100) _4604-2900 1704 5g 4. P05
Ax 60 60 60 " articulo

Observar que, en este problema, la razén de cambio promedio en los incisos (a) y
(b) son diferentes, esto no es constante como en el caso del problema 1.

Vamos a realizar un proceso algebraico, esto es, utilicemos dos tiempos utilizando
simbolos, por ejemplo, usemos 7, =x y ¢, =w Yy calculemos la razéon de cambio

instantaneo, a saber

e AC(x) C(w)—C(x) (1500+5w+ 0.09w2)—(1500+5x+0.09x2) B
Ax w—Xx w—Xx

L CW)-C(x) _ S(w-x)+0.09(w> —x*) S(w=%) 0.09 (w~%) (w+x)
r= P o _/w/x+ o =5+0.09(w+ x)

Nota. La factorizacién de diferencia de cuadrados (w”—x*) es el producto de los
binomios conjugados (w—x)(w+x).

Concluimos que la razéon de cambio promedio en este problema depende
linealmente de los dos valores de la variable independiente elegidos w y x.

Comprobémoslo para x=80y w=140

CA40)=CBO) _ 5, 6 09(w+x) = 5+0.09(140+80) = 5 + 0.09(220) = 24.8 LS
140-80 articulo

Resultado mostrado en la ecuacion A.

Cix}
]

Observemos una imagen  que
representa graficamente, la curva
# 40140, 3954 correspondiente y en forma particular
’ un incremento de la variable
. independiente y el incremento de la
ok b ) L funcion.

|
JACTx)Y
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Para encontrar la rapidez de cambio instantanea, esto es, en un punto, procedemos
con una tabulacién de la siguiente manera.

Queremos la razén de cambio instantaneo en x=170.

. . . Cw)-C L
Calculamos entonces la razén de cambio promedloM, con la variacion
w—X
de x mostrada en la tabla
w | Cix W C(x)
169.04 | 35.5892 170.02 | 35.6036 | °
|l
1
169.95 | 35.591 170.03 | 35.6054 | ||
|
|
169.96 | 355928 | [| | 170,04 | 356072 | i/
\
169.97 | 355946 | | 170.05 | 35.609
!
169.98 | 35.5964 | .. | 170.06 | 35.6108
169.99 | 35.5982 170.07 | 356126

En la tabla del lado izquierdo vamos cambiando en un centésima el valor de w
acercandonos al valor de x, la razén de cambio instantaneo va hacia el valor 35.6,
en la tabla del lado derecho, nos acercamos a x con valores por encima de x, la
razon de cambio instantaneo también va hacia 35.6. En matematicas se dice que
es un limite dicho valor.

Por lo tanto, la razén de cambio instantdneo cuando x=170 es
c'(170)= 35.6&. C’(x) representa la razén de cambio instantaneo.
articulo

Aplicando el concepto de limite, podemos escribir que la razén de razén de cambio
instantanea es

lim C(w)—C(x)

w—>Xx W_x
En nuestro problema C’(x) = limw = lim[s +0.09(w+ x)] =5+0.18x
WX W_x WX

Si x=170, entonces C'(170)=5+0.18(170) = 35.6-2£25
articulo
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Problema 3. Construcciéon de una caja. Se desea construir un depdsito
rectangular de base cuadrada, abierto por arriba utilizando una hoja de cartén de 30
cm. de lado. Se cortan cuadrados en las esquinas del cartén y se doblan los lados
hacia arriba. Dependiendo del tamafo del corte realizado, el volumen de la caja
varia de acuerdo con la expresion V(x)=x(30-2x)>. Hallar la razén de cambio
promedio cuando la variable x cambia de 5 a 8 cm. Hallar la razén de cambio
instantaneo cuando x =10cm .

30 cm 30-2v

30 cm

Solucion.

Vamos inicialmente a desarrollar la expresion para el Volumen
V(x)=x(30-2x)> = x(900 —120x + 4x*)
De donde V(x)=900x-120x"+4x’, la cual es una funcion cubica. Veamos su

grafica

Vix)

20X A
18 'S

1620

145
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Importante tener en cuenta que el dominio de la funcion es el intervalo (0,15) cm

a) Vamos a encontrar larazén de cambio promedio cuando la variable x cambia
de5a8cm

_V®-VG) _ [900(8)~120(8)” +4(8)" | -[ 900(5) ~120(5)° +4(5)’ |
8—5 8—5

__V(®)-V(5) _1568-2000 _-432

=—144cm’
8-5 3

En esta razdén de cambio promedio, vemos que nos muestra una disminucion del
Volumen, lo indica el signo menos.

Vamos a obtener la razon de cambio promedio para x, =x y x,=w

Y-V _ [900(w)~120(w)” +4(w)" | -] 900(x) = 120(x)” +4(x)’ |

w—X w—Xx

e V(w)—V(x) _ 900(w—x)—120(w* —x*) +4(w’ —x°) _ 900(w—-x) 120(w* —x%) N 4w’ —x)

w—Xx w—Xx w—X w—Xx w—Xx

r:900%_120M(W”)+4M(w2+wx+x2)

r=900—120(w+ x)+4(w* +wx +x°)

Ahora vamos a encontrar la rapidez de cambio instantanea en x =10cm , lo hacemos
mediante una tabulacion. Nos acercaremos a x =10cm mediante un acercamiento
con milésimas, veamos la siguiente tabla

K V) x )

0.993 |-299.9998 10.001 300 | 70
9.994 |-299.9999 10.002 -300
9.995 |-299.9999 10.003 -300
9.996 |-299.9999 10.004 | -299.9999
9.997 -300 10,005 | -299.9999
9.998 300 |0 [70.006 | -299.9999
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Aplicando el concepto de limite, podemos escribir que la razén de razén de cambio
instantanea es

lim /D =V 1im[900—120(w+x)+4(w2 + wx+x2)] =900—-120(x + x) + 4(x* + x> +x%)

w—X w —_ x w—X

1imM =900 —240x +12x>
W—rX W_ x

Si sustituimos x =10cm obtenemos la razén de cambio instantaneo

tim L=V _ 900 240(10)+ 12(10)? = —3002201men

w10 w—Xx cm
Es importante hacer notar lo siguiente, si trabajamos con una funcién lineal (grado
maximo 1), como en el problema 1, la razon de cambio promedio es instantanea. Si
la funcion con la cual se trabaja es cuadratica (grado maximo 2), la razén de cambio
instantanea es de grado 1. (ver problema 2). Y si la funcién es de grado 3, la razén
de cambio instantanea es de grado 2; Problema 3.

Interpretacion Geométrica
Para este tema, vamos a recordar el concepto de pendiente de una recta.

La pendiente de una recta, la cual hemos representado con la letra 771, la hemos
definido como la tangente del angulo de inclinacion & de la recta, esto es:

m=tano
Veamos la siguiente figura
})
4 o C
60
50 / 8
e Y I
P
30
e V,- ¥,
/ |
20 - /
A(YP.H)
.]"1 - { 1
7 5= |
0 -/ | |
| I
-0 ' - ] —>» X
0 b 5 X, 15
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y =y

Observamos que la pendiente de larectaes m=tano=—2>—-="

X -X
2 1

Ahora vamos a revisar las graficas que representan a los problemas 1,2 y 3.

Para el problema 1, vamos a calcular la pendiente de una recta que pasa entre dos
puntos de la curva, por ejemplo (x, /(x) ) ; (w, f(w)).

Para el ejercicio 1, tenemos la
funcién del desplazamiento en
términos del tiempo

S(t) =5t +3m

Si calculamos la pendiente entre
los puntos (z,S()) v (w,S(w))
tenemos

S-S0
w—t

Observamos que la pendiente
siempre es la misma.

5o

A

14an

120

mm

A

40

Para el problema 2, vamos a calcular la pendiente de una recta que pasa entre dos
puntos de la curva, por ejemplo (x, /(x) ) ; (w, f(w)).

Para el problema 2, tenemos la
funcion del Costo C(x) respecto a

articulos producidos x.

C(x) =1500+5x+0.09x>

Si calculamos la pendiente entre
los puntos (x,C(x)) y (w,C(w))
tenemos

L _Cwm=C)

w—X

Observamos que la pendiente cambia, si

cambiamos los puntos elegidos

i)

ot

SN -
oo -
ol -
4602
4002
Lol
M -
HiK -

H0D -

.
s
y
I, Tl
e
,

-
.
.
-

-
P

1507 —=—t

S = =l

1l 10 150 1= 1=l
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Para el problema 3, vamos a calcular la pendiente de una recta que pasa entre dos
puntos de la curva, por ejemplo (x, /(x) ) ; (w, f(w)).

Para el problema 3, tenemos la
funcién del volumen V(x) en Vix)
términos de los dobles realizados

V(x) = 900x —120x + 4x° ’

1600

1400

Si calculamos la pendiente entre 1200 -
los puntos (x,V(x)) y (w,V(w)) 00| |
tenemos wol |

600 |

V=V ()

w—X 200 N\

Observamos que la pendiente
cambia segun los puntos
elegidos.

Las rectas que intersectan dos puntos de la curva se llaman rectas secantes a la
curva.

Observamos en cada caso que la expresion para calcular la pendiente de la recta
secante es la “misma” que permite calcular la razén de cambio promedio.

En conclusién, podemos calcular la pendiente de una recta secante a una curva.
Pendiente de recta tangente a una curva

La recta tangente a una curva es la linea que toca a la curva en un punto, veamos
la figura
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}}
70 DDj T T 7 T T al

6000

5000 -
4000 [

3000
[
2000 Punio de
tangencia

1000 - N -

oF

000

-20005
1]

Recordemos que la razén de cambio instantanea esta dada por

o SO0~ /()

WX W—x

Lo cual indica que es el limite del cambio de la razéon promedio cuando nos
acercamos a un punto determinado. Geométricamente la recta secante tiende a
ser una recta tangente a la curva en el punto cuando w — x (w tiende a x). Por lo
tanto, la expresion ultima nos proporciona la pendiente de la recta tangente.

Ejercicio. Encontrar la pendiente de l|la recta tangente a Ila curva
y=4x"-3x"+10x+100 en el punto x=6.

Solucion.

La pendiente de la recta tangente es limM
w—x w—Xx

Tenemos f(w)=4w’ =3w’ +10w+100 vy f(x)=4x’ =3x* +10x+100
Sustituimos en el Limite

4w’ —3p? +10w+100—(4x3 — 3y +10x+100)

m=lim
WX W_x
33\ 2 2 _
mzlim4(w x)=3(w —x")+10(w—x)

w—>X W—x
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4005) (W + ot x) +3 00 (w4 1) +1000F) 4007+ x) +300+2) +10
WwW—X

WX W —_— x

m=1lim

w—Xx

m=lm[ 400" +wx+x7) +3(w+x) +10 | =40 + %" +x7) +6x+10 = 122" +6x +10

w—>X

Nota: Se sugiere calcular el limite en forma general y al final sustituir el valor de x.

La pendienteen x=6 es m=12x"+6x+10=12(6)>+6(6)+10 =406.

A la expresion limM
w—Xx w—Xx

problema especifico nos permite encontrar la rapidez de variacion de la funcion que
representa al problema en cuestion, en otras palabras nos permite calcular la
rapidez de cambio instantanea.

se le conoce como limite de FERMAT en un

Geométricamente, el resultado evaluado en un punto de la curva es la pendiente
de la recta tangente a la curva en dicho punto.

A la funcién obtenida después de aplicar el limite de Fermat, se le conoce como
derivada de la funcién original y se representa de la siguiente manera

I _ S

dx w0—x wW—X

Ejercicios
Problema. Una masa de aire frio se aproxima a una ciudad de modo que la
temperatura es T(t) grados Fahrenheit a ¢+ horas después de la media noche, Sila

expresion de la temperatura en funcién del tiempo es 7'(¢)= 0.1(400—40t+t2) en el

intervalo 0<r<12.

a). Graficar T'(¢) vs ¢. b). Obtener la razén de cambio promedio de la temperatura

respecto al tiempo en el intervalo [to,t] horas. c). Calcular la razéon de cambio

dT (t
instantaneo de la temperatura respecto al tiempo # en cualquier ¢.d). Graficar

dT—(t)vst.

dt

Solucién. a) Tabulamos en el intervalo [0,12] horas del dominio de la funcion 7(z)
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t 1 2 3 6 9 11 12

I(1) 36.1 32.4 28.9 19.6 12.1 8.1 6.4

La grafica obtenida es:

=
=1

)
5

w
=]

[
o

~
=]

Temperatura en °F.

=
o

=
=

o

- AT (¢t
b) Para encontrar la razén de cambio promedio 7(z) = AE ) en el intervalo [to,t]

procedemos de la siguiente manera

0 T(t)-T(z) _ 0.1(400 - 40¢ +1>) - 0.1(400 - 40¢, +1; ) _

t—1t, t—1t,

_ —4M+0.1M(t+to) _4v01(t +4)
s

Se observa que la razén de cambio promedio es variable, esto es, depende el
tiempo ¢ y del parametro ¢, .

Si consideramos ¢, =0, la razén promedio en un intervalo [0,] en el intervalo [0,12]
, €s:

‘ 1 2 3 6 9 1 12
AT (1) -3.9 .38 .37 -3.4 -3.1 2.9 2.8
At

AT (¢t
La gréfica correspondiente de la razén de cambio promedio # VS t €s:
t
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2.6

“Fihoras.

28

cambio promedio de la Temperatura en

6n de

T(l) Raz
IS

Observar que la razén de cambio instantaneo z(¢) = es una funcion lineal.

AT (1)
At

. . . . . T(t)-T(¢
c) Para calcular la razén de cambio instantaneo utilizamos hmM , @ saber:

1=t t—1

f=}

T()-7(1) _, 0.1(400—40¢ +¢*)—0.1(400 - 40¢, + 17 )
dt 11y t—t, 11y t—t,

40.0-40.0) — 4 (1) +0.1(L~1,) (¢t +1
i ) K/;’?/ ColGiON lim(~4+0.1(¢ +1,)) = —4 + 0.2,
0 0

dr (¢ dr (¢
Consideremos a ¢, =¢. La funcion L en el tiempo ¢ es #=—4+0.2t

)

dt
d). La grafica dzgt) vs. t, la hacemos tabulando
t 1 2 3 6 9 1 12
dT(t) -3.8 -3.6 -34 -2.8 -2.2 -1.8 -1.6
dt

La grafica correspondiente a

dT(t) vst es
dt

en “Fihoras.

AT (t)fdt cambio instantaneo de la Temperat
i
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Ejercicio. a) Encontrar la pendiente de la recta tangente a la curva cuya funcion es
f(x)=—6x>+4x+10 en x=-3. b) Escribir la ecuacién de la recta tangente.

Solucién. a) Para encontrar la ecuacion de la recta tangente utilizamos

1m0 =S @)
w—Xx W_x
Por lo tanto
imd M=) _ 6w’ +4w+10—(—6x" +4x+10) _
w=x w—Xx WX W—x

lim

W—>X

—6(W2 _x2)+4(w_x) —lim —6M(W+ x)+4M _ hm[_6(w+ X)+4]
W— X w—x )y»/x i

Finalmente  1im? )=/ _ i 60w+ x) +4]=—6(x + 1)+ 4= 121 +4

w—X W —_ x W—>X

Cuando x =-3, la pendiente de la recta tangente es m =—-12(-3)+4 =40

b) Para encontrar la ecuacién de la recta, ademas de la pendiente se requiere
un punto de la recta. Este punto esta en x=-3, la imagen correspondiente
es y=f(x)=f(-3)

f(=3)=—6(=3)" +4(=3)+10=-6(9) —12+10 = -56

El punto es P(-3,-56) y su pendiente es m =40 .

La ecuacion de la recta
tangente es

y=y =m(x-x)
sustituyendo

y=(=56) =40(x - (-3))
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Finalmente

y=40x+64

Ejercicio. Encontrar la derivada de la funcion f(x)=3x"—5x"+10x—7.

Solucion.

daf (x) _

dx

Al calcular el limite obtenemos

Se sugiere realizar el limite.

Grupo 401C
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J o !
4nt¢
00 e
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Unidad 3. Derivada de funciones algebraicas

Proposito: Usara el concepto de derivada a través de su representacion algebraica para
identificar patrones de comportamiento y obtendra las reglas de derivacion; utilizara
estas reglas para obtener la derivada de una funcion de manera eficaz y la reconocera
como otra funcion. Ademas, aplicara las reglas de derivacion en diferentes contextos.

DESCRIPCION

En la presente unidad se establece de manera formal el concepto de derivada y su
interpretacion geométrica. En el capitulo anterior se introdujo de manera intuitiva el
concepto de derivada de una funcion, se mostré que el concepto de limite de una
funcidn continua es fundamental para entender un proceso continuo infinitesimal
utilizando lo que denominamos el Limite de Fermat.

Se establece la equivalencia entre el Limite de Fermat y la representacion de Leibniz
a partir del concepto de incrementos, tanto de la funcibn como de la variable
independiente. Es importante el desarrollo algebraico requerido para obtener las
férmulas basicas de derivacion, asi como el uso de estas.

Con la interpretacion geométrica de la derivada al final del capitulo, el lector queda
en posibilidad de realizar un analisis del comportamiento grafico de las funciones.

Se desarrolla la razéon de cambio instantaneo con la representacion
hmw, esto es la representacion de Leibnitz-Newton, donde #
h

h—0

corresponde al incremento correspondiente, se realizan ejercicios abstractos de
funciones de grado cero, uno, dos y tres y se muestra que se obtiene los mismos
resultados cuando se utiliza el limite de Fermat. A partir de trabajar las derivadas de
funciones polinomiales, hacemos una generalizacion. Y aplicando la definicion de
derivada se obtienen las formulas para la suma, producto y cociente de funciones
algebraicas, se hace una extension para obtener y explicar la regla de la cadena.
Se resuelven ejercicios donde se aplican las reglas de derivacion. Ademas, se
ejercita la obtencién de ecuaciones de rectas tangentes a diversas curvas. Se
propone que grafiquen utilizando software, por ejemplo, Geogebra.

PALABRAS CLAVE: Definicion de derivada, Diferenciable, Reglas de Derivacion,
Regla de la cadena.
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Sugerencias de actividades de aprendizaje teérico-practicas

En el capitulo anterior de este texto, se trabajé la razén de variaciones para el caso
de la razén promedio de una funcién f(x), esto es, la razén de cambio de una

funcion, con respecto a su variable independiente:

Y la razén de variacion instantanea se establecid como:

i 02T (1)

wW—X W—x
Ahora establecemos la definicion formal en matematicas para el concepto de
derivada de una funcion f (x) en un punto x .Hagamoslo para la notacién usada

en cada una de las siguientes figuras
30 . . . . . 30

1 fix) Six) ‘

=5 . d %

20

y metros
=

¥ matros
=

x metros

Figura 1

En la figura 1, obtuvimos que la derivada esta dada por lim

limite existe.

10

x metros

Figura 2

f(w)-f()

w—X wW—X

12

cuando el

Observemos que la grafica de la figura 2 es equivalente a la grafica de la figura 1,
que Ax=x—Xx, es equivalente a Ax=w—Xxy Af(x) corresponde a f(x)-f(x,)

y es equivalente a Af(x)=f(w)—f(x) por lo cual la expresién
A - _
f(x):f(x) f(x°), se transforma en S (% + A0~ /(%) que es la expresion
Ax X=X, Ax

Grupo 401C
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utilizada por Newton y Leibniz para la razén de cambio promedio. LA razén de
S (x, +Ax) = f(x)) .
Ax

variacion de cambio instantanea es /im
Ax—0

DEFINICION. La funcion real de variable real f(x) es derivable o diferenciable en

o s g L0t A0/
Ax—0 Ax

existe.

Equivalente a que f(x) es derivable o diferenciable en X si lim fW)-/)
WX W_x

existe.

Observacion: Los conceptos derivable y diferenciable coinciden en el caso de una
funcidn real con variable real, sin embargo, en el caso de que el dominio o la imagen
de la funcién estén en R* los conceptos son diferentes.

Usemos a partir de este momento la notacién de Leibnitz.

Se dice que: f(x)es derivable (diferenciable), si f(x) es derivable (diferenciable)

en x, paratodo x, en el dominio de la funcién de f(x).

En este caso el limite es denotado por f’(xo) y se llama la derivada de la funcién
f(x) en x,.

La definicion de la derivada de la funcién f(x) puede tener otra forma de

representarse como se especifica a continuacion.

()= i LA )y, [0S )

Ax—0 Ax XX X=X,

Un resultado relativo a la derivada y que se utilizara con cierta frecuencia y del cual

omitimos su demostracion es el siguiente:

Si la funcion f(x)es derivable en x=x, entonces la funcién f(x)es continua

en x=x,.Sin embargo, el converso no necesariamente es verdad.
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Una interpretacion relativa a limites y que se desarrollé en el primer capitulo es lo
que se refiere a derivadas laterales de las funciones reales de variable real.

DERIVADA LATERAL DERECHA [ (x,)

Sea f(x) una funcion real de variable real se dice que f(x) es derivable por la

derecha de x, si f,(x)= lim S (X +ixz—f(xo)
Ax—0"

existe.

DERIVADA LATERAL IZQUIERDA [ " (x,)

Sea f(x) una funcion real de variable real se dice que f(x) es derivable por la

izquierda de x, si f—'(X)j{i"g, J(x +ix>2_f(%)

existe.

De aqui se desprende otra definicion sobre la derivada de la funcién f(x)

DEFINICION.- Sea f(x)una funcion real de variable real, se dice que f(x) es

derivable en x=x, sisélosi f ,(x) = f _(x).

NOTACION DE LEIBNIZ

Issac Newton (1642 — 1727) y Gottfried Leibniz (1646- 1716), son considerados
como fundadores del calculo diferencial e integral e introdujeron, cada uno por su
lado, la notacién de la derivada. La notacion prima es similar a la que empleé
Newton, y los simbolos empleados por Leibniz evolucionaron hasta lo que
actualmente se conoce como la notacién de Leibnitz. Ambas notaciones tienen un

uso generalizado. En la notacién de Leibniz, la derivada de f(x) en x, se denota

daf

d—(xo) y la definicion de derivada se escribe de la siguiente manera:
X

U ()= i LS G

dx % X=X,
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REGLA DE LOS 4 PASOS PARA DERIVAR

A partir de la definicién de la derivada se desarrolla el método de los cuatro pasos
que nos ayuda a obtener las formulas que determinan la derivada de una funcion
de una forma general, ademas nos permite obtener la derivada de cualquier funcion
por medio de un procedimiento general.

La regla de los cuatro pasos se basa en la definicion @= lim S+ Ax) = f(x)
X

Ax—0 Ax
que se ha manejado a lo largo del texto:

La férmula o definicién de la derivada se va desarrollando poco a poco, por medio
de cuatro pasos como se muestra a continuacion:

Consideremos a la funcion f(x).

Su derivada se obtiene siguiendo los pasos que se enumeran a continuacion.

1. Se obtiene la funciénen x+Ax: f(x+Ax)

2. Se obtiene el incremento de la funcidén: f(x+ Ax) — f(x)

3. Se obtiene la razén de incrementos

A (x) . fr+Av)— f(x)
Ax Ax

o LG+ — £()
Ax—0 Ax

4. Y finalmente se obtiene el limite cuando Ax—0:

A manera de ejemplo, a continuacion, se obtienen la derivada de una funcion
constante, de una funcién polinomial, de una funcion racional y de una funcién con
radicales con el fin de revisar y aplicar el calculo de limites que aparecen en este
tipo de ejercicios, una vez realizado lo anterior, encontraremos expresiones
generales (formulas) para derivadas diversos tipos de funciones.
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Derivada de una funcién constante f(x) =C.

1. Se obtiene la funcion f(x+Ax); f(x+Ax)=c

2. Se obtiene el incremento de la funcion: f(x+Ax)—f(x) =C—C

A
3. Se obtiene la razén de incrementos M: S (x+Ax)—f(x) _c—c —0
Ax Ax Ax

4. Y finalmente se obtiene el limite cuando Ax—0:

im JAA)—f(x) im <€ =0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Concluimos que la derivada de una funcién constante es cero, no importa el valor

de la constante
df(x) 3 d_C 0
dx dx

Derivada de la funcion lineal f(x) =X.

1. Se obtiene la funcion f(x+Ax); f(x+Ax)=x+Ax

2. Se obtiene el incremento de la funcién:

f(x+Ax)— f(x)=x+Ax—x=Ax

A
3. Se obtiene la razén de incrementos %: JOHA)—f(x) _Ax _,

Ax Ax
4. Y finalmente se obtiene el limite cuando Ax—0:
SO+ A)-f(x) _ Ax
i, f Sim T A=
X—> —> —>
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Concluimos que la derivada de la funcion lineal f(x) =X, esigual a1.

I _ds_,
dx  dx

DERIVADA DE UNA FUNCION DE LA FORMA ./ (x) =Cx; C=Cte.

1. f(x+Ax)=C(x + Ax)=Cx+CAx
2. f(x+Ax)— f(x) =Cx + CAx — Cx=CAx

f(x+Ax)— f(x) =CAx _

3. C
Ax Ax
o g LSO e S _dlx
T A0 Ax Ax—0 dx dx
DERIVADA LA FUNCION f(x)=x"
1. f(x+Ax)=(x + Ax)* =x" + 2xAx + (Ax)
2. f(x+Ax)— f(x) =x"+2xAx + (Ax)* — x* =2xAx + (Ax)’
2
f(x+Ax) - f(x) _ 2xAx + (Ax) x4 A
Ax Ax
— d 2
4. lim St Ax) f(x): lim (2x+Ax)=2x .. —f(x):di:Zx
Ax—0 Ax Ax—0 dx dx

DERIVADA LA FUNCION f(x)=Cx>

1. f(x+Ax)=C(x + Ax)’ = Cx* + 2CxAx + C(Ax)?
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2. f(x+Ax)— f(x) =Cx* +2CxAx + C(Ax)* — Cx* =2CxAx + C(Ax)*

J(x+A%) — f(x) _ 2CxAx + C(Ax)’
Ax

3. =2Cx+ CAx

4. fim LEFAIS) e aCc s CAx=2Cx - - = 2Cx
Ax—>0 Ax Ax—0 dx dx

DERIVADA LA FUNCION f(x)=x"

1. f(x+Ax)=(x+Ax)’ = x’ + 3x°Ax + 3xAx” + (Ax)’
2. f(x+Ax)— f(x) =x"+3x*Ax + 3xAx” + (Ax)’ — x” =3xAx + 3xAx” + (Ax)’

f(x+Ax)—- f(x) _ 3x°Ax + 3xAx” + (Ax)’

3. =3x% + 3xAx + (Ax)
Ax Ax
_ d 3
4 fim LEFAOZT® (327 +3xAv + (A¥)?) =3 . ylx) _de 5o
Ax—0 Ax Ax—0 dx dx

DERIVADA DE LA FUNCION f(x)=Cx’

1. f(x+Ax)=C(x + Ax)’ = Cx’ + 3Cx*Ax + 3CxAx* + C(Ax)’
2. f(x+Ax)— f(x) =Cx’+3Cx’Ax + 3CxAx” + C(Ax)’ — Cx’ =3Cx*Ax + 3CxAx* + C(Ax)’

S(x+Ax)- f(x) 3Cx*Ax + 3CxAx” + C(Ax)’
Ax - Ax

=3Cx” +3CxAx + C(Ax)*

4 Gim LOE T (3Cx? +3CxAx + C(Ax)*) =3Cx?

Ax—0 Ax Ax—0

df (x) _ dcx’

dx dx

=3Cx*

51
Grupo 401C



Calculo Diferencial e Integral I

DERIVADA DE LA FUNCION f(x)=x" con n namero natural

fx+Ax)=(x+Ax)"=
1. e Ay D (” 1) Ay n(” 1)(n— 2) A 4 n(n—1)(n—-2)(n-3) YOA 4
2(3) 2(3)4

. n(n—1)(n- 2)(n -3)....n(2) A 4 n(n—1)(n-2)(n-3)....2)1) PAS 4 A
2(3)4.....(n-2) 2(3)4.....(n-2)(n-1)

SO+ Ax) - f(x) =

X" +nx" Ax +

M=) o MO=D0=2) o H=D0=2)1=3)
2 2(3) 23)4
2 + n(n—=1)(n-2)(n-3)....(2) A 4 n(n—=1)(n-2)(n-3)....2)1) P A — o =
2(3)4.....(n-2) 2(3)4.....(n-2)(n—-1)
Ay D) nn-1) , YA 4 n(n=1)(n- 2) AN n(n=1)(n-2)(n-3) YOA
2 2(3) 2(3)4
N n(n—1)(n-2)(n-3)....n(2) A 4 n(n—=1)(n-2)(n-3)....2)1) P+ AL
2(3)4.....(n-2) 2(3)4.....(n-2)(n-1)
S+ A - f(x)
Ax
o Ax N n(n-1) o A N n(n—1)(n-2) 2 E + n(n—1)(n-2)(n-3) 3 Ax L
2 Ax 2(3) Ax 2(3)4 Ax
5 4 n(n=1)(n-2)(n-3)....n(2) E Ax"? N n(n-1)(n-2)n-3)....2)71) 4 Ax"! N Ax" _
2(3)4.....(n-2) Ax 23)4.....(n=2)(n-1) Ax  Ax
o 0D =D0=2) o m=D0=2(0=3) s
20) s L e
N n(n—=1)(n-2)(n-3)....n(2) A 4 n(n—=1)(n-2)(n-3)....n(2)n(1) A A
2(3)4....(n-2) 2(3)4.....(n=2)(n—-T)n
o SO A) () _
Ax—0 Ax
- lim {nxn—l n n(n-1) Ay + n(n—=1)(n-2) YA 4 n(n=1)(n-2)(n-3) YA 4+
4. A0 2 2(3) 204 7
N n(n—1)(n-2)(n-3)...n(2) A n(n D(n—2)(n-3)....n(2)n(1) FAY 4 AY T =
2(3)4......(n-2) 2(3)4....(n=2)(n—1)n
=nx""
52

Grupo 401C



Calculo Diferencial e Integral I

Observar que todos los términos en donde interviene Ax dentro del limite son cero,
por lo tanto, la derivada de una funcién potencia de la variable independiente x;

f(x)=x", es igual al exponente multiplicado por la variable elevado al exponente
menos uno, esto es:

DERIVADA DE LA FUNCION: f(x)=Cx"

f(x+Ax)=Cx+Ax) =

M=) o, HOD0=D) s H=D=2)0-3)
2 2(3)4

1. Cx"+m" 'Ax+C——=

MDD =3)en) == 2D =3). (2
23 (1-2) 23 (n=2)(n-1)

1) xlen—l ¥ CAxn

Jle+An)=f(x) =

n(n—1) nn-D)n-2)n-3) 5, 4

—n(n D=2 XA +C XA+
0) we L e
2 L MDI=201=3) oy a D023 ), g
2(3)4.....(n-2) 2(3)4....(n=2)(n-1)
M=) oy, (HOD0=D) s H=D0=2)03) s
20) we L A

c n(n-1)(n-2)n-3)...n(2) PAS 4 C n(n-1)(n-2)n-3)....2)1) A+ CAY
2(3)4......(n-2) 203)4......(n=2)(n-1)

Cx"+Cnx""Ax+——2x" A +C

=Cnx"'Ax + ——2

S+ &)~ f(x) _
Ax
cH=D) LAY =D(0=2) LAY = Dn=20=3) A
2 Ax 2(3) Ax 2(3)4 Ax
3. LC n(n=1)(n-2)(n-3)...n(2) 2 Ax"? iC n(n—1)(n-2)n-3)....2)1) N Ax"! N Cﬂ _
2(3)4.....(n—-2) Ax 2(3)4.....(n=2)(n-1) Ax Ax
M=D0=2) oy o (H0=DO=D0=3)
2(3) 2(3)4
+Cn(n -D(n-2)(n-3)....n12) A +Cn(n D(n—2)(n-3)....n(2)n(1) P

C nxn 1

=Cnx"’] +T " ]AX C

+CAX"!
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po S A= f ()

Ax—0 Ax
lim {Cnx"™" + CMx’HAx + wa”’zmz +C nln =1 =2)(n =3) XA F
4. M0 2 2(3)4
c n(n—1)(n-2)(n-3)....n(2) A 4O n(n—1)(n-2)(n-3)...n(2)n(1) PAY 4 CAY) =
2(3)4....(n-2) 2(3)4....(n=2)(n-1)
=Cnx""
EN RESUMEN:
Si f(x)=C C constante, entonces g :d_C =0
dx dx
Si f(x)=x C constante, entonces 4 () :@:1
dx dx
Si f(x)=Cx" C constante, entonces 4 (x) :dCX =nCx""" n ndmero natural.

dx dx
DERIVADA DE SUMA DE FUNCIONES f(x) =u(x)+v(x)+w(x)

1. f(x+Ax)=u(x+ Ax) + v(x + Ax)+ w(x + Ax)

f(x+Ax)— f(x) =u(x+ Ax) +v(x + Ax)+ w(x + Ax) —u(x) —v(x) —w(x) =

> =u(x +Ax) —u(x) +v(x + Ax) — v(x)+ w(x + Ax) — w(x)
Sx+Ax) = f(x)  u(x+Ax)—u(x)+v(x+Ax) —v(x)+ w(x + Ax) —w(x)

3 Ax - Ax -

. ~u(x+Ax) —u(x) N v(x + Ax) —v(x) N w(x + Ax) — w(x)

- Ax Ax Ax

4 lim f(x+Ax)—f(x): lim u(x+Ax)—u(x)+ lim v(x+Ax)—v(x)+ lim w(x + Ax) — w(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Por lo tanto M:i(u+v+w):@+ﬂ+d—w, esto es:
dx dx dx dx dx

La derivada de una suma algebraica de funciones es igual a la suma algebraica de
las derivadas de las funciones sumando.
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VAMOS A ENCONTRAR DERIVADAS UTILIZANDO LAS REGLAS QUE HEMOS
OBTENIDO

Ejemplo 3.1. Encuentre la derivada de la funcion f(x)=6x" +9x*

La expresion es una funcion real de variable real, la cual se puede considerar como
una suma de dos funciones, esto es f(x)=g(x)+h(x)=6x"+9x*

Solucién: Utilizamos la regla obtenida para derivar suma de funciones

d(g(x)+h(x)) _ dg(x) . dh(x) .
dx dx dx

Donde g(x)=6x" y h(x)=9x", con esta informacién la derivada de la funcién

f(x) seréa
df (x) d(6x7) d(9x")

= +
dx dx dx
) _ 6(7x"1)+9(4x*") = 42x° +36x°
dx
V) _ 360,
dx

Ejemplo 3.2. Encontrar la derivada de la funcion f(x)=8x" —5x’

La expresion es una funcién real de variable real, la cual se puede considerar como
una suma algebraica de dos funciones, esto es f'(x)=g(x)—/(x)=8x"-5x’

Solucién. Utilizamos la regla obtenida para derivar suma de funciones

d(g(x)+h(x)) _dg(x)  dh(x)
dx dx dx

Donde g(x)=8x" y h(x)=5x’, luego la derivada de la funcién sera

df (x) d(8x*) d(5x)

dx dx dx

df (x)
dx

4 (x)

dx

=40x* —15x7.

= 8(5x5’1)—5(3x3’1) = 40x* —15x°
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Ejemplo 3.3. Derivar las funciones siguientes utilizando las férmulas de la
derivacion:

a) f(x)=x’+4  suderivada es dj;(x) =5x*
X

b) f(x)=x’+4x+5 suderivada es dj;(x) =3x" +4
X

c) f(x)=3x>-9x-7 su derivada es d];m =6x-9
X

d) f(x)=4x" —7x—-8x* su derivada es d];(x) =12x* -7 -16x
X

DERIVADA DE UNA CONSTANTE C POR UNA FUNCION g(x)
1. f(x+Ax)=Cg(x+Ax)
2. f(x+Ax)—f(x):Cg(x+Ax)—Cg(x)

3 fx+Ax)— f(x) :Cg(x+Ax)—Cg(x)

Ax Ax
4. .. f(x+Ax)—f(x)_1imCg(x+Ax)—Cg(x)_
1}3} Ax a0 Ax -
. St -f(x) . gxrA)-g(x) . d
L
d d
En resumen —C =C—
dx g(x) dxg(x)

DERIVADA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES f(x) =u(x)-v(x)

1. f(x+ Ax)=u(x+ Ax) - v(x + Ax)
2. f(x+Ax)— f(x) =u(x+Ax)-v(x + Ax) —u(x) - v(x)

S(x+Ax) = f(x)  u(x+Ax)-v(x+Ax) —u(x) - v(x)
Ax - Ax

3.
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Sumando y restando en el numerador v(x)u(x+ Ax)

f(x+Ax)— f(x) _ u(x+ Ax) - v(x + Ax) —u(x) - v(x )+ v(x)u(x + Ax) — v(x)u(x + Ax)
Ax Ax

f(x+Ax)— f(x) _ u(x + Ax)[v(x + Ax) —v(x)]+ v(x)[u(x + Ax) —u(x)] _

Ax Ax
~u(x+ Ax)[v(x + Ax) —v(x)] N v(xX)[u(x + Ax) —u(x)]
- Ax Ax

lim f(x+Ax)— f(x) _lim u(x + Ax)[v(x + Ax) —v(x)] - lim v(x)[u(x + Ax) —u(x)]

4 Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
o) i DA VI [ A —u(o)]
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
— d
Observar que el término lim (x+ A) Z V()] es v(x) y que el término

Ax—0 Ax dx

i O A0 U] du(x)
Ax—0 Ax dx

por lo tanto:

du(x)
ox

) vD )30 =) @)

dx dx Ox +v(x)

La derivada de un producto de dos funciones es igual al producto de la primera por
la derivada de la segunda funcion, mas el producto de la segunda funcién por la
derivada de la primera funcion.

Ejemplo 3.4. Derivar la funcion f(x)=3x’+3x-6 utilizando la regla de producto

para un cociente.

Soluciéon: Vamos a utilizar la regla encontrada para derivar un producto de
funciones de funciones

d 2
M=3x2i\/3x—6 PNy

dx dx dx
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df (x) 5 3
——==3x"——=+/3x-6(6x
dx 23x—6 (0
F)__or e 9% 12(Br6)
= +6xv3x—-6=
dx  2/3x-6 243x—-6
df (x) 9x’ 9x* +12x(3x—6)
= +6xV3x—-6=
dx  2+/3x-6 243x-6
df (x)  45x* -72x
dx 2V/3x-6
DERIVADA DE UN COCIENTE DE FUNCIONES f(x) = ugxi v(x)#0
V(X
_u(x+Ax)
1. f(x+Ax)_—v(x+Ax)

u(x+Ax)  u(x) _ u(x+ Ax)v(x) —u(x)v(x + Ax)

2. f(x+A)- f(x)= V(x+AY)  v(x) v(x + Ax)v(x)

u(x+Ax) u(x)  u(x+Ax)v(x) —u(x)v(x) —u(x)v(x + Ax) + u(x)v(x)

Sx+A)-f(x)  vx+Ax) v(x) V(x + Ax)v(x)
3. Ax - Ax - Ax
B v(x)[u(x + Ax)— u(x)] - u(x)[v(x + Ax) - v(x)]
- v(x + Ax)v(x)Ax
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v(x)[u(x + Ax) — u(x)] - u(x)[v(x + Ax) — v(x)]

o S+ A~ f()

= lim
Ax—0 A_x Ax—0 v(x + Ax)v(x)Ax
v(x) lim u(x +Ax) —u(x) u(x) lim v(x + Ax) —v(x)
4. _ o Ax M0 Ax

lim v(x + Ax)v(x)
Ax—0

du dv
G e

v (%)

La derivada del cociente de dos funciones es igual al denominador multiplicado por
la derivada del numerador, menos el numerador multiplicado por la derivada del
denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

= utilizando la regla de
v(x) x*+2 g

Ejemplo 3.5. Derivar la funcion f(x)=

derivacién para un cociente,

Soluciéon: Vamos a utilizar la regla encontrada para derivar un cociente de
funciones

Donde  u(x)=5x-6 y v(x)=x’+2 , con esto la derivada de la funcién

f(x)=5)2€ g sera

df (x) d[Mj (x2+2)d(5x_6)_(5x_6)d(xz+2)

_ \xX’+2) o -
dx dx (xz +2)2
df (x) d(i’f;gj (2 + 2)(5§i—dg)]—(5x— 6)(?:+‘15?J
dx - dx N (x2 . 2)2
df (x) _ d(i);;gj _ (x2 + 2)(5 -0)—(5x—-6)(2x+0)
dx dx (x2 + 2)2

59
Grupo 401C



Calculo Diferencial e Integral I

5x-6 5x—6
df (x) _“\x¥’+2)_—5x°+12x+10 X’+2) _ —5x"+12x+10
dx dx (x2 + 2)2 dx ()c2 + 2)2

DERIVADAS DE FUNCIONES DE LA FORMA f(x):Cx*" C constante y n
entero.

Las funciones de la forma f(x) =Cx™" son equivalentes a f(x) :%, por lo tanto,
X

la podemos considerar como un cociente de funciones si x # 0

u\x
dvgx; v(x) du(x) —u(x) dv(x)
Usando la regla para derivar un cociente = dx 5 dx_ con
dx (v(x))
u(x) =C vy v(x) =x", se tiene:
0
C 2\ d dx" dx"
d| — -C _
df(X): (x”j_(x)dx dx _ Cdx
dx dx (x" )2 (x" )2
_C‘z‘ —Cnx"™'
— 2x — — — _Cnxn—l—2n — _Cx—n—l — _Cx—(n+l)
CO
;2 —(n+1) ; -C c .
Pero la expresion —Cx es equivalente a — =——— por lo tanto:
X X

()
df (x) __\x")_d& —Cnx™""!
dx dx dx

Ejemplo 3.6. Derivar la funcién f(x)=4x"

dCx™
dx

=—Cnx™"" setiene

Solucioén: Al aplicar la formula

dax> B
dx

—4(3)x7 " =—12x7"
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Ejemplo 3.7. Derivar la funcién f(x) :i2

X
12
CZ n -n
Al aplicar la formula f(x): al :dCx =—Cnx"" se tiene:
dx dx dx

)
d(x)_ &) _d?_ o s 2

dx dx dx ?

n

Con lo anterior podemos establecer que la regla de derivacion

dx
cualquier numero entero n.

DERIVADAS DE FUNCIONES DE LA FORMA f(x)= {x ; n numero entero.

1) f(x+AX):”(x+Ax):(x+Ax)%

2) Paracalcular f(x+Ax)— f(x), utilizamos la férmula siguiente.
nel a2 1 ae3 2 n-1
a—b=(a" =b" Y a" +a " b ta " b b ) (1)
Ahora: f(x+AX)—f(x):(x+Ax)%_x% (2)
De la expresion (1), se tiene:

(o

n—1 n—

Grupo 401C
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donde a=x+Ax y b=x ,porloque a—b=Ax

n—1 -2 1 n—

A [(x+Ax)n F(r+Ax) 0 (x)r 4 (x4 Ax) 0 (x4t (2) 0

4) Finalmente se calcula lim
Ax—0

, esto es:

f(x+Ax)—f(x)
Ax

De esta forma = =—A/x"

La derivada de la funcion f(x)= t/cx = 4/c4/x , es entonces:
d d n n
d_f(x):d_@_ 4 ey =4 o
X X

Ly ()= e =4 Lo e

X

Finalmente

dda — del—n — lq/cxl—n
n n

dx

Grupo 401C
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LA REGLA DE LA CADENA PARA DERIVAR

Sea f(x) una funcién real de variable real que tiene como dominio al conjunto 4
y rango el conjunto B, h(x) otra funcion real de variable real que tiene como
dominio al conjunto B y rango el conjunto C. Los conjuntos A4, By C son

subconjuntos del conjunto de los numeros reales. Con esta informacion se puede
hablar de la funcién composicién que se denota por 4o /' y que se define como

(ho f)(x)=h(f(x))
Sea F=ho f luego se puede decir que F(x)= h(f(x)) que se conoce como la

funcion composicion. Procedemos aplicar el operador de derivada o en ambos
X

lados de esta igualdad.

dF(x)zdh(y)df(x)
dx dy dx
dF(x) dh(y)df(x)

A la expresion = se le conoce con el nombre de regla de la
dx dy dx

donde f(x)=y

cadena.

En los siguientes ejercicios se aplica la regla de la cadena y se realiza una
sustitucién al realizar un cambio de variable:

Ejemplo 3.8. Derivar la funcién f(x) = (3x*> —8)’
Solucién. Para poder derivar la funcidén primero se realiza la siguiente sustitucion:

u=(3x-8), y por lo tanto f(x)=u’. Ahora bien, la derivada de la funcién u(x)

du
respectoa x es — =6x
dx

&) _di' du
dx du dx
du

y 0 6x, se tiene finalmente @ =3(3x* —8)*(6x)=18x(3x* —8).
X X

Y al derivar la funcion tenemos =3y’ du y sustituyendo u = (3x* - 8)
X
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Ejemplo 3.9. Derivar la funcion f(x) = (4 -2x°)*

Solucién. Para poder derivar la funcidén primero se realiza la siguiente sustitucion:
u=(4-2x"), y por lo tanto f(x)=u*. Ahora bien, la derivada de la funcion u(x)

du
respectoa x es —=—6x

dx
Y al derivar la funcion tenemos e _ du’ du =4y s du y sustituyendo u = (4 —2x°)
dx du dx dx
y % =—6x, se tiene finalmente @ =4(4-2x") (—6x)=—24x(4-2x")’.
X X
Ejemplo 3.10. Derivar la funcién f(x) = (53622_4)4 =2(5x> -4

Solucién. Para poder derivar la funcidén primero se realiza la siguiente sustitucion:
u=(5x>—4), y por lo tanto f(x)=2u"". Ahora bien, la derivada de la funcién u(x)

respectoa x es @:IOx.
dx

df (x) (x) d2u du _

Y al derivar la funcién tenemos =—8u” Zu y sustituyendo
X

A du dx
u=(5x"-4) y Zu =10x, se tiene finalmente
X
Y _ g (552 — 4 (10x)= 80x (5> —4)° :%.
dx (5x"—4)

Ejemplo 3.11. Derivar la funcion f(x) =-/9 —5x°

Solucién. Para poder derivar la funcién primero se realiza la siguiente sustitucion:
u=(9-5x"), y por lo tanto f(x):u%. Ahora bien, la derivada de la funcion u(x)

respecto a x es du _ —-10x?
dx

1
df () _du” du 1 du
dx du dx 2 dx

Y al derivar la funcion tenemos y sustituyendo

u=(9-5x) y j;u =—-10x7, se tiene finalmente
X

df(x) 21(9_5x3)—1/2(_15x2):_ 15x2 )
dx 2 24/9 - 5%

64
Grupo 401C



Calculo Diferencial e Integral I

4

fx)= e

Solucién. Para poder derivar la funcién primero se realiza la siguiente sustitucion:

Ejemplo 31.2. Derivar la funcion =4(2-5x")7""?

u=(2-5x"), yporlotanto f(x)= 44> . Ahora bien, la derivada de la funcion u(x)

respecto a x es du _ -20x°
dx

-5
df (x) _d4u ? du _
dx du dx

Y al derivar la funcién tenemos

—2u_%% y sustituyendo
X

u=02-5x"y

3
, se tiene finalmente G _ —2(2-5x*) 7 (=20x) = 40

dx Jo-5xy

du_ —20x’
dx

Ejemplo 3.13. Dada la funcién f(x)=+/5x’-9x+6 encuentre la derivada de la

funcién f(x) utilizando la regla de la cadena.

Solucién. Consideraremos lo siguiente, definimos g(y):\/; y h(x)=y de tal
forma que % (x)=5x’-9x+6. De acuerdo con la regla de la cadena para derivar,

df(x)_dg()dhx) . df(x)_dyd (5x°—9x+6)
dx dy dx ’ dx dy dx

se tiene

I
V(lez -9).

N |~

1
df(x) = {lyz_l}(Isz - 9) =
2
Donde y =/h(x)=>5x"-9x+6, por lo tanto:

d/;)(CX) %(m2 —Q[ﬁ} |

4-9x

encuentre la derivada de la funcién

Ejemplo 3.14. Dada la funcién f(x)=3
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Solucién. Consideraremos lo siguiente, definimos g(y)=%/; y y=h(x) de tal

forma que h(x):ix_;_ De acuerdo con la regla de la cadena para derivar
—JX
4/(x) - 18(y)d hix) , por lo tanto
dx dy dX
5x—-6 d J
df(x) d iﬁd (4_%} _dy% (4—9x)£(5x—6)—(5x—6)£(4—9x)
dx a dy dx B dy (4—9x)2

d f(x) 1%[(4—9x)(5)—(5x—6)(—9)} 1 {(4—9x)(5)—(5x—6)(—9).

a3 (4-9x)’ 33y (4-9x)’

df(x) __ 1 —34 _ |5 pero y=h(x)= X =6 ontonces:
dx 3337 | (4-9x) 4-9x

df(x) —34 1

dx _(3)i/(ix__9ijz (4-9x)’

‘ INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Vamos a establecer ahora la interpretacion geométrica de la derivada, la cual
también es fundamental en diversos problemas donde se aplica el calculo
diferencial, entre ellos los problemas de optimizacion.

En los capitulos anteriores se ha ¥y

trabajado con la expresion N i

10— f(x,) .

x—xo 20

Si observamos la grafica, veremos
que esta razéon corresponde a la -
pendiente de la recta secante a la

curva entre los puntos (x,,f(x,)) Y S

(x,f(x)) iy 0 2 2 5 3 10 =X
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()= (%)

X=X,

De acuerdo a la notaciéon utilizada en la grafica, la expresion , la

podemos escribir en términos de Ax=x-x, y Ay= f(x,+Ax)- f(x,), lo cual se
leen “incremento de la variable independiente x e incremento de la funcion f(x)

en el intervalo [x,,x, +Ax].

De esta manera, la expresiéon de la pendiente de la recta secante asume la forma:

S5+ A0 - f(x,) _ A (x)
Ax Ax

Cuando se hace un
acercamiento del punto B al
punto A, buscando encontrar la
pendiente de la recta tangente en

Observar la siguiente grafica:

el punto B, el proceso es similar ’-}'
a un proceso infinito continuo, de "~
tal manera que se puedan -
calcular pendientes de rectas

secantes en diferencias Ax muy o
pequenas, de tal forma que
cuando Ax — 0, la pendiente de
la recta secante se aproxima a la B
pendiente de la recta tangente a
la curva en el punto x,,

§ Ervalivad
=

Entonces retomando el concepto de limite desarrollado en los capitulos anteriores,
la pendiente de la recta tangente a la curva (x,f(x)) en el punto (xo,f(xo)) se

escribe como:

i () G+ A - f(x,)
A0 Ax Ax—0 Ax

m

lo cual corresponde al limite de las pendientes de las rectas secantes y observar
que es la expresion de la derivada de la funcion f(x) en un punto x,.

En resumen, podemos establecer lo siguiente:
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d
La derivada de una funciéon f(x) [%x)] evaluada en un punto x,,
X

corresponde a la pendiente de la recta tangente (m,) a la curva de f(x) en el
punto x,.

i’
Con la interpretacion anterior, B
podemos concluir  que la =l
pendiente de la recta normal (m,)
¥ recta normal
a la curva en el punto x, es :
= 3
1 1 - \
mn e T — &l
df(x) m, ™,
dx . | . ) recta tangenie
=X, _—
B T T T T T T _1|2"" X

Ejemplo. 3.15. Obtener la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la
curva cuya funcion esta dada por f(x)=2x’ —7x* —10x+24, en el punto x =3.

Solucidén. La derivada de la funcién es: Zi =6x>—14x —-10
X

Este resultado representa la pendiente de la recta tangente en un punto x de la
curva.

Para obtener la ecuacion tangente a la funciéon dada en el punto x =3, sustituimos
este valor en la funcion derivada:

7'3)=6(3)* —14(3) —10=+2

Observar que la pendiente es positiva, y si se grafica:
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Recordemos que la ecuacion de una recta cuando se conoce un punto y su
pendiente esta dada por:

y=y, =mx-x,)

En nuestro caso, sabemos que la abscisa del punto es x=3, por lo tanto, su
ordenada correspondiente es f(3) =-15, es decir, el punto de tangencia es (3,-15).

Sustituyendo: y—(=15)=2(x-3) dedonde y+15=2(x-3)
Finalmente, la ecuacion de la recta tangente a la curva en su forma general en el

punto x=3 es 2x—y—-21=0.

. . 1
Para encontrar la ecuacion de la recta normal, utilizamos m, =——, por lo tanto

t

n

m =—%, la ecuacion en el punto (3,-15). es y—(—15)=—%(x—3); de donde

2y +30=—x+3; finalmente, escrita la ecuacion de la recta normal escrita en su
forma generales x+2y+27=0.

Ejemplo 3.16. Obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva cuya funcion: es
f(x)=3x"-5x+5 en x=2

df (x)

dx

La derivada de la funcion es: =6x-5

Para obtener la pendiente de la recta tangente a la curva de la funcion dada en el
punto x =2 simplemente sustituimos el valor en la funcion derivada

F(2)=6(2)-5=+7

Observa que la pendiente es positiva, y si se grafica la funcion obtenemos una
parabola como se muestra en la siguiente figura:
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Laimagen de x=2 es f(2):3(2)2—5(2)+5:12—10+5:7

Sustituyendo las coordenadas del punto y la pendiente de la recta tangente
encontrada, en la expresion

y=y, =m(x—x,)
Tenemos: y—(7)=7(x—2), que escrita en su forma generales 7x—y-7=0

Ejemplo 3.17. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva cuya funcién
es y=-7x"+12x* +4x en el punto de tangencia (1,9).

daf

Solucioén. La derivada de la funcién es: d_ =-28x"+24x+4
X

Para obtener la pendiente de la recta tangente a la curva dada en el punto x=1,
sustituimos este valor en la funcion derivada:

£(1)=-28(1) +24(1)+4 =0

Observar que la pendiente es cero, es J._.
decir, en la grafica se muestra que el
punto de tangencia corresponde a un
punto donde la recta tangente es una ol
recta horizontal.

Al sustituir el punto de tangencia y la pendiente encontrada en y—y, =m(x—x,), se
tiene:

y—(9)=0(x-1), Al reducir y=9 (ecuacion de recta horizontal
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Unidad 4. Comportamiento grafico y problemas de
optimizacion

Propésito. Contrastara la grafica de una funcion y sus dos primeras derivadas para
obtener informacion sobre el comportamiento de la funcion; utilizara dicha
informacion para resolver problemas de optimizacion.

DESCRIPCION

Al tener una herramienta poderosa como lo es la derivada de una funcion, el
calculo diferencial permite realizar un analisis grafico y analitico de las funciones
que representan el comportamiento de variables en diversos problemas de
disciplinas tales como fisica, quimica, administracion, economia, comunicaciones,
etc.

La interpretacion geométrica de la derivada es fundamental en el estudio del
comportamiento de las funciones para comprender conceptos como: funcion
creciente, funcion decreciente, puntos criticos, maximos, minimo y/o puntos de
inflexion, concavidad, etc. establecer con claridad el comportamiento de las
funciones permite tomar decisiones de acuerdo con el problema establecido.

Importante trabajar con el concepto de segunda derivada para apoyar el analisis
de las funciones, en particular nos ayudara a determinar la concavidad de estas y
en consecuencia su comportamiento.

Finalmente, todo lo realizado con los conceptos anteriores, se aplica en problemas
que involucran optimizacion.

PALABRAS CLAVE. Funcion creciente, funcion decreciente, puntos criticos,
maximo y minimo locales, concavidad, punto de inflexion

Sugerencias de actividades de aprendizaje tedrico-practicas

COMPORTAMIENTO GRAFICO Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Inicialmente se trabajan situaciones que propician el andlisis de las relaciones entre la
grafica de una funcién y sus derivadas.

Antes de relacionar una funcion con la funcién de su derivada, es importante
ejemplificar la variaciéon de una funciéon emanada de un problema de optimizacion,
para ello se ha elegido el siguiente problema.
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Problema 4.1.

Pedro tiene 100 metros de malla de alambre y va a cercar un terreno rectangular
para usarlo como espacio de juegos. Se quiere construir un terreno que tenga la
maxima area posible y que este cercado con la cantidad de malla que se indica.

Solucién: Representamos graficamente un rectangulo que contenga dimensiones
no conocidas, utilicemos la literal x para representar el largo del rectangulo y la
literal y para representar el ancho del rectangulo.

¥

L

Sabemos que el perimetro del rectangulo es 100 metros, ya que esta cantidad
corresponde a la longitud de malla que se tiene para cercarlo.

i b i

La expresion algebraica que relaciona el area A del terreno con la dimension del
largo x, se obtiene multiplicando el largo por el ancho, esto es 4 =xy.

Por otro lado, el perimetro del terreno debe tener 100 m; por lo que el perimetro se
puede escribir como 2x+2, y debe serigual a 100 m.

Para escribir el area del terreno en términos de la variable x, debemos despejar
de la expresion del perimetro la variable y
100 —2x
S

Al simplificar se puede escribir y =50-2x. Por lo que finalmente la expresion para
el area en funcion del largo xes

La tabla correspondiente es

x 5 |10 |12 | 15 | 18 | 19 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50

A | 225 | 400 | 464 | 525 | 576 | 589 | 600 | 625 | 600 | 525 | 400 | 225 | O

Cada columna indica un terreno rectangular que se puede construir, por ejemplo,
en la primera columna tendriamos un rectangulo de largo 5 m y de ancho 45 m,
con estas dimensiones el rectangulo tendria un area de 225 m2. En la columna 9
tendriamos un rectangulo de dimensiones; largo 30 m y ancho 20 m y su area
seria de 600 m?, etc.
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Ahora vamos a realizar un analisis del comportamiento de la funcién encontrada
utilizando los conceptos de razén de cambio y variacién.A(x); observar que le

dominio de la funcién es el intervalo abierto (0,50) .

Al considerar dos puntos cualesquiera del intervalo (0,25); por ejemplo x=12 vy

x=15, el incremento de x es Ax=15-12=3 y el incremento de la funcién area es
. . A4 61

AA =525-464 =61 por lo tanto la razon de incrementos es E:%: 20.33.. y

corresponde a una razon positiva.

Y por otra parte al consideran dos puntos cualesquiera en el intervalo (25,50), por

. . : A4 400-525 -12
ejemplo x=35 y x=40, la razon de incrementos es — = 00=3529 = > =-25,
Ax 40-35 5

lo cual es una razén es negativa.

Podemos seguir calculando razones de incrementos y observaremos que en el
intervalo (0,25) se tendran razones positivas y en el intervalo (25,50) se tendran

razones negativas.

En la grafica se puede observar que en La grafica del Area en términos del
el intervalo (0,25) al ir aumentando los largo x es:

valores del largo del terreno, se tendra
un drea mayor, pero en cuanto se
rebasa el valor de x =25, es decir, si se
aumentan valores para el largo del

terreno en el intervalo (25,50), el drea

del terreno disminuye. Ademas
podemos determinar que el terreno que
tendra area maxima con 100 m de
malla para cercar, debe tener o
dimensiones; largo igual a 25 m vy S T R
ancho igual a 25 m.

700

A metros cuadrados
o w e o @
=1 5] S = =
3 = 3 = S

=
5

o

o

En el problema anterior hemos realizado un repaso del crecimiento y
decrecimiento de una funcion, por lo que a continuacidn establecemos estos
conceptos de manera formal.

CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION

En esta seccidén vamos a establecer los conceptos de funcion creciente y funcién
decreciente, aspectos fundamentales para el analisis de una gréafica. En particular
lo trataremos para casos particulares de funciones polinomiales.
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Funcién creciente. Se dice que una funcion es creciente si ocurre lo siguiente:
Para dos valores cualesquiera de la variable independiente x,,x, en un intervalo I

y x, >x secumple que f(x)< f(x,).

Funcidn decreciente. Se dice que una funcion es decreciente si ocurre lo
siguiente: Para dos valores cualesquiera de la variable independiente x,,x, y en un

intervalo I'y x, > x, se cumple que f(x,)> f(x,).

Ejemplo 4.1. Determinar en forma aproximada para la siguiente funcion
f(x)=x"-9x’ +22x* =32 en que intervalos la funcién es creciente y en que
intervalos la funcién es decreciente.

Solucién: Recordemos que una funcién polinomial es continua en todo su dominio
extendido, los numeros reales. Para determinar el comportamiento grafico de la
funcidén, vamos a realizar una tabulacion, ya sea tabular o de la misma grafica
determinaremos en que intervalos la funcién es creciente y en que intervalos la
funcidn es decreciente.

También recordemos que si x—> -, y Si
x > la funcién f(x)—>o, por el signo

Restringimos la tabulacion al - , o
positivo y el exponente par del primer término

intervalo [-3,5]

de f(x).
X J®) X AAY) 160
-3 490 1 -18 10 |
-2.5 | 285.187 1.5 | -7.812
-2 144 2 0 120 |
-1.5 | 52.9375 2.5 | 3.9375 100} .
-1 0 3 4 a0l |
-0.5 | -25.312 3.5 | 1.6875 decreciente
0 -32 4 0 s0r T
0.5 | -27.562 4.5 | 3.4375 ~ o) -
5 18 a0l creciente
0 L
201

-40
-2

Al observar la tabla o la grafica, podemos establecer que la funcidén es decreciente
en dos intervalos (-x,0) y (~2.6,4) y es creciente en los intervalos (0,~2.6) y

(4,0). Observar en la tabla, en el intervalo (—,0) donde la funcién es
decreciente, por ejemplo, que cuando -2 >-2.5 se tiene f(-2)< f(-2,5)
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USO DE LA INTERPRETACION GEQMETRICA DE LA DERIVADA PARA EL ANALISIS DEL
COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION

Antes de explicar el comportamiento de la grafica de una funcién utilizando el
concepto de derivada, recordemos que la derivada de una funcion esta dada por

f'(x)=1lim

h—o

f(x+h)—f(x)
h

Si el limite existe y su representacién geométrica es la pendiente de la recta
tangente a la curva en cualquier punto de ella.

También recordemos que la derivada de una funcién se puede escribir utilizando
la razén de cambio instantaneo, esto es

(o M)

ST
Con los siguientes ejemplos vamos a introducir el tema utilizando la interpretacion
geométrica de la derivada (pendiente de la recta tangente a la curva).

Ejemplo 4.2. Sea la funcion f(x)=2x’+3x*—12x+2, la cual tiene como gréfica:

Se recomienda graficar con un software
Observamos en la grafica que la
50 : : : ‘ ‘ funcion es creciente en los

intervalos  (-«0,-2) y (L) y
es decreciente en el intervalo

(-2,1).

También se observa que existen
dos puntos en donde la grafica
cambia de creciente a
decreciente y de decreciente a
creciente, Esta observacién se
debe realizar al recorrer el
dominio (eje X) de izquierda a
derecha.

y metros

X metros

Ahora, para analizar la funcion con su funcion derivada, hacemos uso de la
interpretacion geométrica de la derivada de una funcion, esto es, recordemos que
la derivada de una funcion evaluada en un punto de esta es la pendiente de la
recta tangente a la curva en el punto dado, tracemos algunas rectas tangentes a la
curva.
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5 Una vez trazadas rectas tangentes a la
« curva, podemos ver que en donde la
funcién es creciente, las pendientes de
las rectas tangentes tienen angulos de
inclinacion menor de 90° y por lo tanto
pendiente positiva y en la region donde
0 la funcidon es decreciente, las rectas
0 tangentes tienen angulo de inclinacion

30

20

¥ metros

0 . ‘ . . . . mayor a 90° y por lo tanto las
-3 -2 -1 0 1 2 3 .
pendientes de las rectas tangentes son
negativas.

Ahora realicemos un tratamiento analitico para encontrar en que regiones la
pendiente de la recta tangente es positiva.

La expresién que permite encontrar las pendientes de rectas tangentes a la curva
en cualquier punto de ella se obtiene derivando la funcion dada, esto es:

f'(X) :%(2)(3 +3X2 —12x+2) = 6X2 +6x—12

En resumen m,(x)=6x’+6x—12 permite calcular dichas pendientes; m, es la
pendiente de la recta tangente.

Ahora determinemos los intervalos en los que la funcién derivada es positiva, esto
nos indicara en donde las pendientes de rectas tangentes son positivas y en su
caso en donde son negativas. Para ello, debemos resolver la desigualdad

6x>+6x—12>0

Al factorizar la expresion se tiene 6(x—1)(x+2)>0, esto implica dos casos:
(x-1)>0 y (x+2)>0 0 (x-1)<0 y (x+2)<0

Para el primer caso se tienex>1 y x>-2, la interseccion es el intervalo (l,oo) y
para el segundo caso se tiene x<1 y x<-2, la interseccion es el intervalo
(—oo,—z), por lo tanto los intervalos donde la pendiente de la recta tangente es
positiva son (1,0) o (—e,—2), en consecuencia el intervalo donde la pendiente de
la recta tangente es negativa es el intervalo (—2,1). Lo anterior concuerda con lo
mostrado en la gréfica.
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En resumen, se puede establecer para cualquier funcion lo siguiente:

Cuando una funcidon es creciente o decreciente en un intervalo I es llamada

monofdénica en 1.

Y con el uso del concepto de derivada podemos establecer el siguiente criterio:

Suponer que la funcién f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] Y

diferenciable en el intervalo (a,b):

a) si f'(x)>0 para todo valor de x en el intervalo (a,b), entonces la funcién

f(x) es creciente en dicho intervalo.

b) Si f'(x)<0 para todo valor de x en el intervalo (a,b), entonces la funcion

/(x) es decreciente en dicho intervalo.

Es importante recordar que una funcién es derivable en un punto « si

/'(a) existe. Esto es, es diferenciable en un intervalo abierto (a,b) si la funcién es

diferenciable en cada valor del intervalo.

PUNTOS CRITICOS

Para tratar este tema, ejemplificaremos los siguientes tres casos que nos interesan

para los propésitos del curso:
Caso 1

Ejemplo 4.3. En algunas graficas
como la de la funcién

f(x)=2x"+3x"—12x+2

existen puntos donde las pendientes
de las rectas tangentes tienen
pendiente igual a cero, esto es, si
trazamos una recta tangente en esos
puntos la linea recta corresponde a
una recta horizontal.

Observemos la grafica adjunta

Grupo 401C

77




CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL |
COMPORTAMIENTO GRAFICO Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Podemos observar en el ejemplo que existen puntos significativos (x=c) en la

d,
curva de la funcién, donde la derivada de la funcién es cero [%
X

X
OJ

En el ejemplo particular que se ha mostrado, se observa que, al recorrer la grafica
de izquierda a derecha, y al pasar por dichos puntos la grafica cambia de forma
creciente a decreciente o viceversa.

Lo anterior no siempre ocurre, veamos el siguiente ejemplo

Caso 2
Ejemplo 4.4. En la grafica de la funcion f(x)=4x" existen puntos donde la
pendiente de la recta tangente a la curva es igual a cero.

o L En este caso existe un punto x=0
donde la pendiente de la recta
tangente a la curva es Igual a cero y
sin embargo, a diferencia del caso
anterior, la funcion antes de x=0 es
creciente y también es creciente
después de x=0.

Lo comprobamos con la derivada de
la funcién

dax®
g ‘ . . ‘ . I dx

3 e = 0 1 2 3 e . .
Al sustituir x=0, se tiene

=12x"

A este punto se le denomina punto de
inflexion. dax

dx

x=0

=12x* =12(0)* =0

Caso 3

Ejemplo 4.5. La gréfica de la funcion f(x)=/|x—1|(x—-2) es la siguiente:

1,ﬂ‘|y

la pendiente no existe

= -05F m=0
=
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En la gréfica se observa que existe un punto donde la pendiente de la recta
tangente a la curva es cero, aproximadamente en x=1.3.....

Pero también se observa un punto x =1 donde la pendiente de la recta tangente a
la curva no existe (se dice que es infinita), sin embargo, para puntos cercanos a
este, la pendiente de las rectas tangentes si existe.

Un tratamiento analitico, del caso 3, lo realizaremos utilizando el concepto de
derivada.

La funcion que se estudia f(x)=,/|]x-1/(x-2) tiene como dominio todos los
numeros reales

Domf =R . La derivada de la funcién es:

d d(x-2 d,/|lx—1
51/|x—1|(x—2):,/|x—l|%+(x—2)%=

X

=1/|x—1|+(x—2)d—V|;_l|

La derivada es igual a cero en x=§, esto es, existe un punto donde la derivada
es cero.
d4/|x—l|
Por otra parte, la derivada f'(x)=,/[x—1|+(x—2)——— no existe en x=1, sin
p S ==+ (-2——

embargo, la funcién f(1)=0

Con los tres casos anteriores podemos establecer la siguiente definicion:

Definicién. Un punto x=c¢ que pertenece al dominio de una funcion, es llamado
un punto critico si cumple alguna de las siguientes condiciones i) f'(c) =0 oii)la

derivada f'(c) no existe.

Ejemplo 4.6. La grafica de la funcion f(x)= 1—x2| es la siguiente:

O - N W = @ H @ @
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En la grafica se observa que existen dos puntos x=-1 y x=1 donde la pendiente
de la recta tangente a la curva no existe, sin embargo, para puntos cercanos a
estos, la pendiente de las rectas tangentes si existe

d|1—x2|

dx

La derivada = |—2x| . de otra forma:

,en x=1,en x=0, laderivada es cero.

2x si x<-1y x>1
r(9-{ '

—2x si -l<xx<l

Los puntos criticos de una funcién nos permiten determinar de forma analitica los
intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcion.

Ejemplo 4.7. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion f(x)=x+2x* —15x-20.

Solucioén. Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcién debemos encontrar los puntos criticos de la misma.

Notar que la funcién es continua en todo su dominio.

Los puntos criticos de la funcién son los puntos donde la derivada de la funcién es
igual a cero.

d d/ ; 2 2
— f(x)=—(x"+2x " =15x-20)=3x"+4x-15
dxf() dx( )

Al igualar a cero se obtiene la ecuacion de segundo grado con una incégnita
3x* +4x-15=0

. . 5 -
Las soluciones de la ecuacién son x=-3 vy x:E; dividimos nuestra recta

horizontal en intervalos definidos por las raices encontradas.

Vamos a analizar los diferentes intervalos determinados por los puntos donde la
derivada es cero.

1 1 1 |
b 1 1 1

: . : . |
! ! — 1 1

-3 0 5

3

En el intervalo (-«,-3), por ejemplo x=-5, al sustituir en la funciéon derivada

podemos determinar con el signo si es creciente o decreciente en dicha region

f1(=5)=3(-5)" +4(-5)-15=40>0
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En la region del intervalo (—oo,—3), determinamos que la funcion es creciente,

Consideramos ahora la region determinada por el intervalo (—3,2], el valor mas
simple en esta region es x=0, por lo tanto f'(O):3(O)2+4(O)—15=—15<0; en

esta region la derivada tiene signo negativo, por lo tanto en esta region la funcion
decrece.

Finalmente en la regién (%oo) utilizamos, por ejemplo el valor x =3, la derivada

evaluada en este valor es f'(3)= 3(3)2 +4(3)-15=24> 0, concluimos que en esta
region la funcion es creciente.

:fll:x:]:}O H |.J.{I[:f::ll‘i|:| |L :fI(X).}O
] —

. Lo | I
-3 0 5
3

. . . 5 .
La funcion es creciente en los intervalos (—oo,—3), (E’wj y decreciente en el

intervalo (—3,%) .

El bosquejo de la grafica de la funcion f(x)=x’ +2x* —15x-20 es

100

50 F

¥ metros

-0 F

-100 -

_1 50 1 1 1 1 1 1
8 R B

* metros
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| MAXIMOS Y MiINIMOS ABSOLUTOS

En esta seccidn estableceremos la idea de los maximos y minimos absolutos, para
ello, estableceremos las siguientes definiciones:

Definicion. Una funcion f(x) tiene un méaximo absoluto en x=c¢ si f(c)> f(x)

para todo valor de x en el dominio de la funcién. El numero f(c) corresponde al
maximo valor de la funcidn en el dominio de esta.

Ejemplo 4.8. La grafica que corresponde a la funcion f(x):24x—x3 en el
dominio restringido, el intervalo cerrado [-2,6] es

80— La grafica de la funcion en el intervalo

purits maimp

dado muestra un valor minimo absoluto

en x:«/g.

Se cumple que para cualquier valor de
x del dominio

f(x)<f(\/§)

¥ metros

0 1 2 3 & 5 6 Hay un maximo absoluto

* metros

Definicion. Una funcién f(x) tiene un minimo absoluto en x=c si f(c)< f(x)

para todo valor de x en el dominio de la funcién. El numero f(c) corresponde al
minimo valor de la funcion en el dominio de esta.

En las definiciones anteriores el maximo y el minimo absoluto son los valores
extremos de la funcion en el dominio de la funcién.

Ejemplo 4.9. La gréfica que corresponde a la funcién f(x)=x’-5 es

¥ metros

purtta miimo

Ln'1 £ b e N =2 o @
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La grafica de la funcién muestra un valor minimo absoluto en x=0.

Se cumple que para cualquier valor de x del dominio
f(x)>1(0)

Hay un minimo absoluto

Sin embargo, puede ocurrir que en el dominio extendido de una funcién no
exista ni un maximo ni un minimo absoluto, observemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.10. La grafica que corresponde a la funcién f(x) =4x’ es:

500

400

0 ] En la grafica de la funcidon no existe
20 1 un valor de x=c¢ que corresponda
" ] a un punto que sea un maximo o
» | minimo absoluto en el dominio de la
0 | funcion f(x)=4x’

-300

¥ metros
o

-400

-500

x metros

‘ MAXIMOS Y MiNIMOS LOCALES O RELATIVOS

En la grafica de una funcion pueden existir puntos maximos o minimos locales
(relativos) que no corresponden a los absolutos, como su nombre lo indica sélo
estan localizados en un intervalo que contenga a dichos puntos.

Definicion. Una funcién f(x) tiene un maximo local o maximo relativo en x=c si

existe un intervalo abierto I conteniendo a x=c tal que f(c)> f(x) para toda x
en el intervalo 1.

Definicion. Una funcién f(x) tiene un minimo local o minimo relativo en x=c¢ si

existe un intervalo abierto I conteniendo a x=c tal que f(c)< f(x) para toda x
en el intervalo 1.
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Ejemplo 4.11. Graficar la funcién f(x)=x"-7x"+5x* +31x—30 y establecer los
maximos/minimos absolutos y los maximos/minimos locales.

Podemos observar en la grafica
e que el maximo absoluto de la
funcion se localiza en el punto

(-2.5,72.188), el minimo absoluto

de la funcion se localiza en
(—0.93536,—48.1278) )

150

100

¥ metros

mdximo

s0r local

@ minimo
local

Ahora, existe un minimos local en
el punto x =4.22367 y un maximo
local en x=1.96169, los cuales
2 a4 0 1 2z 3 & & & " como podemos observar, que al

— igual que el localizado en
x=-0.93536 son puntos criticos
de la funcion.

minimo
absoluto

50
-3

Con lo que se ha revisado hasta el momento, podemos establecer el siguiente
teorema:

TEOREMA 1. Si la funcién f(x) tiene un extremo local (maximo o minimo) en

un punto x=c, ysi f'(c) existe, entonces f'(c)=0.

En términos de puntos criticos se puede establecer el siguiente enunciado; “Si
f(x) tiene un extremo local (maximo o minimo) en un punto x=c, entonces

x =c es un punto critico de la funcién f(x)”

‘ MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES. CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Para determinar los valores extremos locales de una funcién (maximo o minimo)
podemos utilizar como herramienta el concepto de la primera derivada de la
siguiente manera:

En la grafica numero 1 se muestra que cuando existe un punto critico que
corresponde a un minimo, la funcioén es creciente f'(x) >0 en el intervalo anterior

al punto critico y en el intervalo posterior al punto critico, la funcion es decreciente

f'(x)<0.

En la grafica numero 2 se muestra que cuando existe un punto critico que
corresponde a un maximo, la funcién es creciente f'(x) >0 en el intervalo anterior
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al punto critico y en el intervalo posterior al punto critico, la funcion es decreciente

f'(x)<0.

Observemos las graficas
1) 2)

¥ ¥

20

dximg

20t

60}

80l

minimg

Se muestra un punto critico donde Se muestra un punto critico donde existe
existe un minimo. un maximo

Con las observaciones anteriores, podemos establecer el criterio de la primera
derivada para determinar si un punto critico de una funciéon corresponde a un
punto maximo o a un punto minimo.

‘ PRUEBA DE LA PRIMERA DERIVADA

Suponer que x =c¢ es el punto critico de una funcién continua f(x).

a) Si al calcular la funcion derivada f'(x) en valores a<c y en valores b>c,

el signo de la funcién derivada cambia de positivo a negativo, entonces
f(x) tiene un maximo localen X =C.

b) Si al calcular la funcidén derivada f'(x) en valores a<c y en valores b>c,

el signo de la funcién derivada cambia de negativo a positivo, entonces
f(x) tiene un minimo localen X =c..

c) Si al calcular la funcion derivada f'(x) en valores a<c y en valores b >c,
el signo de la funcién derivada no cambia, entonces f(x) no tiene valores
extremos en X =C.

Ejemplo 4.12. Encontrar los puntos criticos de la funcién f(x)=x’-6x"+9x y
determinar si son maximos y o minimo.

Solucidén. Inicialmente encontramos la derivada de la funcidn
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i(;f —6x* + 9x) =3x —12x+9
dx

Para encontrar los puntos criticos igualamos la funcion derivada con cero, de
acuerdo con lo establecido en el teorema 1.

3x2-12x+9=0

Lo anterior es una ecuacion de segundo grado con una incognita, su solucion es

12 £ J(-12) - 4(3)(9) 124436 {xl 1

2(3) 6 x,=3

Existen dos puntos criticos x, =1 y x, =3; es facil verque f'(1)=0 y f'(3)=0.
Ahora vamos a analizar si los puntos criticos pertenecen a un maximo o a un
minimo, para ello el criterio de la primera derivada nos dice que debemos darle
valores a x antes y después del punto critico y observar el signo de la evaluacion.
Analisis de x=1
Antes de x =1 podemos utilizar x =0, en este caso

£(0)=3(0)" =12(0)+9=9>0
Después x =1 podemos utilizar x =2, en este caso

£'(2)=3(2) -12(2)+9=-3<0

La derivada cambio de positivo a negativo, entonces se trata de un maximo
local en x=1.

Analisis de x=3
Antes de x =3 podemos utilizar x =2, en este caso
'(2)=3(2) -12(2)+9=-3<0

Después x =3 podemos utilizar x =4, en este caso

1(4)=3(4) -12(4)+9=9>0
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La derivada cambio de negativo a positivo, entonces se trata de un minimo
local en x=3.

Para encontrar las imagenes de los puntos criticos, simplemente sustituimos en la
funcion f(x)

Laimagen de x=1es f(1)=(1)’ -6(1)" +9(1)=4, el punto méaximo es (1,4).

y laimagende x=3 es f(3)= (3)3 —6(3)2 +9(3)=0, el punto minimo es (3,0).

Ejemplo 4.13. Encontrar los puntos criticos de la funcién f(x)=3x" —5x’ y
determinar si son maximos y o minimo.

Solucidén. Inicialmente encontramos la derivada de la funcion

di(3x5 —5x3) =15x" —15x* =15x° (x2 —1)
x

Para encontrar los puntos criticos igualamos la funcion derivada con cero, de
acuerdo con lo establecido en el teorema 1.

0

15x° (x2 - 1)

Lo anterior es una ecuacion de cuarto grado con una incégnita, de la factorizacion
podemos escribir

15 =0 'y “(x*-1)=0

Al solucionar, encontramos tres puntos criticos x, =0 y x,=1Yy x,=-1, es facil
verificar que f'(0)=0: f'(1)=0 y f'(-1)=0.

Ahora vamos a analizar si los puntos criticos pertenecen a un maximo o a un
minimo, para ello el criterio de la primera derivada nos dice que debemos darle
valores a x antes y después del punto critico y observar el signo de la evaluacién.

Analisis de x=-1

Antes de x =—1 podemos utilizar x =-2, en este caso
f(-2)=15(-2)" =15(-2) =180 >0

Después x =-1 no podemos utilizar x =0, porque este es punto critico, tendremos
que usar, por ejemplo x =—-0.5 en este caso

f'(-0.5)=15(-0.5)" —=15(-0.5)" = —% <0
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La derivada cambio de positivo a negativo, entonces se trata de un maximo
localen x=-1.

Analisis de x=0

Antes de x=0 podemos utilizar x=-0.5, en este caso ['(-0.5) = —% <0

Después x =0.5 no podemos utilizar x =1, también es punto critico, por lo tanto

£'(0.5)=15(0.5)" ~15(0.5)" = _% <0
La derivada no cambio de signo, por lo tanto, no existe punto extremo en
x=0

Analisis de x =1

Antes de x =1 podemos utilizar x=0.5, en este caso f'(0.5)= < 0

16

Después x=1 podemos utilizar x=2, en este caso
f'(2)=15(2)" ~15(2)" =180 >0

La derivada cambio de negativo a positivo, entonces se trata de un minimo
local en x=1.

Para encontrar las imagenes de los puntos criticos, simplemente sustituimos en la
funcion f(x)

La grafica de la funcién es:
Laimagende x=-1 es

f=1) = 3(=1) =5(-1)" =2,

el punto maximo es (1,2) y la
imagende x=1 es

f) = 3(1) =501y =-2,

el punto minimo es (1,-2).

En el punto critico (0,0) no existe
valor extremo.
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Nota: Para bosquejar la grafica de una funcion, debemos encontrar los valores
extremos locales, en su caso los puntos de los extremos del dominio y determinar
los intervalos donde es creciente y decreciente la funcion.

‘ SEGUNDA DERIVADA

Si f(x) es una funcion derivable, entonces su derivada f'(x)= es también

df (x)
dx
una funcion, luego f’(x) también puede tener su propia derivada, la cual se
df'(x)
dx

representa como f”(x): . Esta nueva funcion /"(x) se llama la segunda

derivada de la funcién f(x).

En resumen, la segunda derivada de la funcion f(x) €s:

)= L )

dx

Y en general, la segunda derivada %(dif(x)j se representa como
X
2 d2
% (x)= ;gx) y se lee como derivada segunda de la funcién f(x) respecto a
X X

x . Otra forma de representarlo es D} f(x).

Ejemplo 4.14. Encontrar la segunda derivada de la funcién
f(x)=10+12x -3x* - 2x’

Solucién. La primera derivada de la funcion la obtenemos aplicando las reglas de
derivacion

d

=—(10+12x—3x2 —2x3):12—6x—6x2
X

oy d
S (x)= dxf (x)
Para obtener la segunda derivada de la funcién f(x), se debe derivar la funcién

f(x)=12-6x—6x, al aplicar las reglas de derivacion se obtiene:

d

. d 2
f (x)=af(x)=—x(12—6x—6x )=-6-12x

La segunda derivada de la funcién f(x)=10+12x-3x> —2x’ es f"(x)=-6-12x.
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CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

DEFINICION. Si en la grafica de f(x) todas las rectas tangentes se establecen

por debajo de ella, se dice que la grafica es céncava hacia arriba, si por el
contrario las rectas tangentes a ella se establecen por arriba de ella, se dice que la
curva es concava hacia abajo.

Observemos la siguiente grafica:

SdI-L

a0t
30+
20t

= 10}

10+

-20
-3

En el intervalo donde esta graficada la curva de una funcién, se observa que en el
intervalo abierto de (—3,0), las rectas tangentes a ella estan por arriba, de acuerdo

a la definicion, se dice que la grafica en este intervalo es céncava hacia abajo y
en el intervalo abierto (0,2) se observa que las rectas tangentes a la curva se

encuentran por debajo de ella, de acuerdo a la definicion, se dice que la curva en
este intervalo es céncava hacia arriba.

DEFINICION. El punto P de la curva donde la grafica cambia de céncava hacia
abajo a céncava hacia arriba o cambia de céncava hacia arriba a céncava
hacia abajo se llama PUNTO DE INFLEXION.

En el caso de la grafica anterior, el punto de inflexién se localiza en x=0.

Vamos ahora a establecer una prueba de tipo analitico para determinar la
concavidad de la grafica de una funcion.
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‘ PRUEBA DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA DETERMINAR CONCAVIDAD

Supongamos que la funcion f(x) es dos veces diferenciable en un intervalo |. a)
Si f”(x)>0 paratoda x que pertenece al intervalo |, entonces la grafica de f(x)
es concava hacia arriba en el intervalo |. b) Si f"(x)<0 para toda x que

pertenece al intervalo |, entonces la grafica de f(x) es concava hacia abajo en el
intervalo .

Ejemplo 4.15. Determinar el intervalo en donde la curva de la funcién
y=x"-3x+1 es concava hacia arriba y en donde es concava hacia abajo Y
determinar también el punto de inflexion. Bosquejar la curva.

Solucién. Para bosquejar la grafica de la curva, podemos hacerlo determinando
sus puntos criticos (maximo y/o minimo) y su concavidad.

Usamos el criterio de la primera derivada para determinar los puntos maximo y/o
minimo.

Recordemos, derivar y el resultado igualarlo a cero para obtener los puntos
criticos.

La derivada iy = i(x3 ~3x+1)=3x" -3
dx dx

Al igualar a cero se tiene la ecuacion 3x*-3=0, y al resolver, los puntos criticos
son x=1y x=-1.

Ahora determinamos si los puntos criticos pertenecen a un maximo o a un minimo.

Para x =1 utilizamos valores antes y después y sustituimos en la derivada para
determinar si crece o decrece

Utilicemos por ejemplo x=.8 (antes de x=1) y x=1.2 (después de x=1). Al
sustituir x =.8 en la derivada se tiene

¥(:8)=3(.8)" =3=3(.64)-3=1.92-3=-1.08 <0

esto indica que a la izquierda de x =1 la funcién es decreciente.

Recordemos que hay que analizar x = -1, esto es podemos garantizar que la
funcién decrece desde x>-1 y hasta x < 1. Ahora sustituimos en la derivada
x =12, al hacerlo se tiene y(1.2) :3(1.2)33 =3(2.44y3=7323=432 >0, lo cual
significa que a la derecha de x =1 la funcidén es creciente. En este caso si
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podemos garantizar que la funcién crece en el intervalo abierto (l,oo) ya que no
existe otro punto critico en esta regién.

Podemos concluir que como y’(x) cambia de negativo a positivo en x=1, la
funcidn tiene un minimo local en x =1.

Ahora analicemos la funcién alrededor de x=-1:
En x=-12<-1 (antesde x=-1)
y’(—1.2) = 3(—1.2)2 -3=31244)-3=732-3=432>0
yen x=-0.8>-1 (después de x=-1)
, 2
y (—0.8) = 3(—0.8) -3=3(0.64)-3=1.92-3=-1.08<0,

la derivada cambia de positivo a negativo, por lo tanto existe un punto maximo
local en x=-1.

Como la segunda derivada de esta funcion es f”(x) =6x, es claro que para x>0,

la segunda derivada de la funcién es positiva, por lo tanto es cdncava hacia arriba
en esta region; por otra parte, la segunda derivada es negativa para x<0, por lo
tanto la curva es concava hacia abajo en dicha region. En consecuencia,
concluimos que x =0 es un punto de inflexion.

La gréfica de la curva es:

N F———-- Frmm-- F---- T-——----- - -~ T—---- T - F----- =
| | \ \ | ' \ i
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GRAFICA DE f(x) APARTIR DE SU PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA

En esta seccion haremos un breve bosquejo de cdmo construir la grafica de la
funcidon a partir de conocer su segunda o primera derivada, para ello
ejemplificaremos sélo con funciones de tipo polinomial

Hemos observado en capitulos anteriores, lo siguiente, si la derivada de una
funcién es del tipo f(x)=ax"+bx"" +.....cx> +dx+e, podemos afirmar que la

funcion original es una funcién polinomial de grado n+1, esto es, tiene la forma
f(x)=ax"" +bx" +....c'x’ +d’'x* + €'x, en particular, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.16. Supongamos que la segunda derivada de una funcion es f”(x) =c

¢ una constante, entonces la funcibn de donde fue obtenida es del tipo
f’(x) =cx+b, es decir una linea recta con pendiente m =c, a su vez esta primera

derivada fue obtenida de un polinomio de grado dos, es decir f(x) =c'x +bx+d,
la cual al graficarla corresponde a una parabola.

Analisis

Si ¢>0, la gréfica de f"(x)=c
es de la forma.

Observar que es una recta
horizontal que intersecta al eje
verticalen y=c

La primera derivada de este tipo
de funcion es de la forma
f(x)=cx+b, esto es la gréfica
corresponde a una familia de
rectas cuya pendiente es igual a
¢ e intersectan al eje vertical en
y=>b

Observar que no es posible
determinar exactamente cual es
la funcién  f(x), vya que
cualquiera que sea de esta forma
tiene por derivada la constante ¢ ? 2 " ! ‘ !
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La funcion original es entonces de la
forma f(x)=cx’+bx+d, esto es la
grafica corresponde a una familia de

parabolas de tal forma que intersectan
al eje vertical en y=d

Al igual que en el caso anterior, no es
posible determinar cual es la funcidn

original f(x), ya que al derivarla

cualquiera de ellas, obtenemos la
funcién f'(x)=cx+b, donde ¢ =2c¢ .

Ejercicio 4.1. Supongamos que la segunda derivada de una funcién es f”(x) =c,

donde ¢ es una constante negativa. a) Bosquejar la familia de graficas que
corresponden a la primera derivada, b) Bosquejar la familia de graficas que
corresponden a la funcién original.

En el presente texto no abordaremos los casos de funciones mas elaboradas,
como es el caso de las funciones de tipo racional o con radicales, su estudio se
realizara posteriormente.

GRAFICA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION f(x) A PARTIR DE SU GRAFICA

Supongamos que se quiere encontrar la
grafica de la derivada de la funcién
cuya grafica se muestra.

Para realizar lo anterior, recordemos
que la derivada de wuna funcién
evaluada en un punto dado es la
pendiente de la recta tangente a la
curva en dicho punto.
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En el intervalo (—5,—1), la pendiente de las rectas tangentes es positiva y va

disminuyendo su valor hasta hacerse cero en x=-1; en el intervalo (—1,0), la

pendiente de la recta tangente es negativa y va aumentando en forma absoluta
hasta x =0, después de x =0, la pendiente de las rectas tangentes siguen siendo
negativas, pero su valor disminuye en forma absoluta hasta hacerse cero en x=1,

finalmente en el intervalo (1,3), la pendiente de las rectas tangentes es positiva y
va aumentando.

Veamos lo anterior representado graficamente

-----------------------------

el N FEMDIENTE

POSITIVA HASTA :
LLEGAR & CERO PENDIENTE
| --Posmva.
AURENTA DESDE
CERD

= —"

FEMDIEMTE MEGATIVA \;,[ FENDIENTE MES ATIVA

B [ R R Rt RO EELE --WALOR NEGATIVO MAS BAJD -

4.9 PROBLEMAS DE APLICACION A MAXIMOS Y MINIMOS

Problema 4.2.

Un fabricante determina que el costo total, c, de producir un producto, q, esta dado
por la funcion de costo ¢ =0.05¢° +5¢+500 ¢;Para qué nivel de produccién sera
minimo el costo promedio por unidad?

Solucion. Observar que esta funcion del costo es una parabola que abre hacia
arriba. La cantidad por minimizar es el costo promedio. La funcion del costo

promedio es c= 5, g #0. Es por eso, que dividimos entre q, la funcién del costo
q

total:
oo 0.05¢° +5¢ + 500
q

E:0.05q+5+ﬂ

q
Para conocer el valor de produccion que hace que el costo promedio sea minimo,

derivamos ¢, con respecto a ¢:
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0o _g g5 500

dx q

Si igualamos este valor obtenido a cero, tendremos la pendiente de la recta
tangente en el punto minimo, es decir

e _p.05-22 _g

dq q°
0.05¢> =500 =0

q= 00 =100 unidades

0.05

Esto significa que para cuando se tiene un nivel de produccién de 10 000
unidades, se tiene un costo minimo. ¢ Cuanto vale?. Basta sustituir las unidades
encontradas en el costo promedio que describimos anteriormente.

Problema 4.3.

Una variedad de pelicanos se encuentra en peligro de extincion, su poblacién es
una funcion del tiempo dado por la ecuacion:

P(t) qgo(u 4 j

?+16

Donde 80 es la poblacién inicial de pelicanos. Encuentre el numero maximo de
pelicanos que pueden existir.

Solucién. Obtener la primera derivada

P()=8 0( A +16) —4;(20]
(t* +16)

P'(t)=0 Implica que: —4¢*> + 64 =0; obtenemos los tiempos criticos ¢=+4, donde
el tiempo negativo no tiene sentido.

Obtenemos la segunda derivada:

P =80(_8t(t2 +16)? —5—4# t 64)4(1> +16)j
(t* +16)

96
Grupo 401C



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL |
COMPORTAMIENTO GRAFICO Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Para =4 P”(¢)es negativa por lo tanto la funcién P(¢) tiene un maximo en =4

Por lo que la poblacién maxima de pelicanos es de 120.

Problema 4.4.

Se sabe que entre 0° C y 30° C el volumen (en cm?) de un kilogramo de agua a la
temperatura T es aproximadamente dado por la formula:

V(T)=999.87—0.06426T +0.00850437* —0.00006797T">
Encuentre la temperatura a la cual el agua tiene su maxima densidad.
Solucién. La densidad esta dada por ng, donde V es el volumeny m es la

masa expresada en gramos, por lo tanto se tiene:

1000
99987 —0.06426T +0.00850437> —0.00006797"

Yo,

Derivando la funcién de densidad:

—1000(—0.06426 +0.01700867 — 0.00020377*)
(999.87—0.06426T +0.00850437* —0.00006797")*

p'(T)=

Igualando a cero:
P'(T) =-1000(-0.06426 +0.0170086T —0.00020377*) = 0

Implica que los puntos criticos son 7, =3.966519391 °Cy T, =79.5317624 °C
Ahora, usando la segunda derivada:

~ —1000(0.0170086 —0.00040747°)(999.87 — 0.06426T + 0.00850437* —0.00006797")° 3
(999.87 —0.06426T +0.00850437* —0.00006797")’

p"(T)

1000(~0.06426 +.0170086T —0.000203772)2(999.87 — 0.06426T +0.00850437> — 0.00006797")
(999.87 —0.06426T +0.00850437> — 0.00006797°)?

Al sustituir 7=3.966519391 °C en la segunda derivada, esta es menor que cero
por lo que a esta temperatura la densidad es maxima.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicios 4.2. Determinar los extremos locales (maximo o minimo de las
siguientes funciones. Bosquejar su grafica

a) f(x)=x'-4x b) f(x)=x"+2x"-15x-20 c) f(x)=x*—x*+1
d) f(x)zi’fo%. ) f(x)=3x" —4x’ —12x°
Y

Ejercicio 4.3. Determinar la concavidad de las curvas cuyas funciones se dan a
continuacion. Las literales utilizadas como a,b y ¢ son parametros.

a) y=x" Resp. Siempre céncava hacia arriba

b) y=5-2x-x". Resp. Siempre concava hacia abajo.

c) y=x Resp. Céncava hacia abajo a la izquierda de (0, 0. Y
céncava hacia arriba a la derecha de (0,
0).

d; y=x"-3x"-9x+9. Resp. Céncava hacia abajo a la izquierda de (1, -2).Y
céncava hacia arriba a la derecha de (1,
- 2).

e) y=x"—12x"+48x> —50.Resp. Concava hacia arriba a la izquierda de x = 2,
céncava hacia abajo entre x = 2 y x = 4 y concava hacia arriba después de x = 4

Ejercicio 4.4. Encontrar los puntos criticos de las siguientes funciones y
determinar si pertenecen a un maximo o a un minimo.

a) f(x)=(x=3)"(x-2) b) f(x)=(x-1’(x-2)> c) f(x):l_x+x

l+x—x"

1

d) f(x)=2-2(x-4) e) f(x)=5x-3x>+6x-7

RESOLVER LOS SIGUIENTES PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Problema 4.1R. Se tiene una lamina cuadrada de 30 cm por lado. Se desea
construir una caja abierta, cortando en las cuatro esquinas cuadrados iguales y
doblando los lados hacia arriba (construirla con una hoja de papel). Escribir la
funcidén Volumen en términos del corte realizado y calcular el valor del doblez tal
que la caja contenga el maximo volumen.
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Problema 4.2R. Se quiere construir una caja rectangular de base cuadrada,
abierta por arriba, calcular el volumen de la mayor caja que se pueda obtener de
1200 cm? de material.

Problema 4.3R. Se desea construir un depdsito rectangular de base cuadrada
abierto por arriba. Debe tener 125 metros cubicos de capacidad. Si el costo de las
caras laterales es de 2 pesos por metro cuadrado y el del fondo de 4 pesos por
metro cuadrado, ¢;Cuales deben ser las dimensiones para que el costo sea
minimo?

Problema 4.4R. Un prado rectangular de un jardin ha de tener 72 m? de area.
Debe rodearse de un paseo de 1 metro de ancho en los lados y dos metros de
ancho en las extremidades. Si el area total del prado y del paseo debe ser minima.
¢ Cuales deben ser las dimensiones del prado?

Problema 4.5R. Se desea cercar un terreno rectangular de area dada uno de
cuyos lados coincide con la orilla de un rio. Si la cerca no es necesario del lado
lado del rio, demuéstrese que se necesitara la minima cantidad de material
cuando el largo del terreno sea 2 veces el ancho.

99
Grupo 401C



Bibliografia

aRWD

o

8.

9.

Anfossi, A. (1950) Calculo Diferencial e Integral, Editorial Progreso, México,
D.F.

Bers, Lipman, (1975) Calculo Diferencial e Integral, Editorial Interamericana
Boyce William, Di Prima Richard, (1999), Calculo, CECSA Ediciones México
Granville, Smith, (1970) Calculo Diferencial e Integral, CECSA

Grupo institucional 401-C, CCH UNAM, (2011) Calculo Diferencial e Integral
I, Colegio de Ciencias y Humanidades, UNAM

Gutiérrez S, Sanchez Faustino, (1998), Matematicas para las Ciencias
Naturales, Aportaciones matematicas, Sociedad Matematica Mexicana

Kline, Morris. (2010) Matematicas para los estudiantes de humanidades,
Fondo de Cultura econémica

Leithold, Louis, (2007) Calculo con Geometria Analitica, Oxford University
Press-Harla México, S.A. de C.V

Santalo Carbonell Calculo Diferencial e Integral, Textos universitarios S.A.

10. Stewart, James, (2015), Calculus, Thompson Matematicas Editorial
11.Swokowsky, Earl W., (2004) Calculo con Geometria Analitica, Oxford

University Press-Harla México, S.A. de C.V



	3_guia para examen extraordinario_1b.pdf
	guia para examen extraordinario.pdf
	IntroducciónGuiaCalculo.pdf
	guia para examen extraordinario.pdf
	Binder1.pdf
	INICIO INFORME_2019_2020.pdf
	PORTADA.pdf
	total_unidades_2020.pdf
	total_unidades_2020.pdf
	Unidad 1_2020_1
	PROCESOS DISCRETOS INFINITOS
	TEOREMAS SOBRE LÍMITES
	UNICIDAD DEL LÍMITE DE UNA SUCESIÓN. Toda sucesión convergente tiene solo un límite
	LÍMITE DE LA SUMA DE SUCESIONES
	LÍMITE DEL PRODUCTO DE UNA SUCESIÓN POR UNA CONSTANTE
	LÍMITE DEL PRODUCTO DE DOS SUCESIONES
	LÍMITE DEL COCIENTE DE DOS SUCESIONES
	TEOREMA DEL EMPAREDADO (SANDWICH)
	TEOREMA DE WEIERSTRASS. Toda sucesión monótona y acotada es convergente (tiene límite).
	A continuación, se describen varios ejercicios donde se muestra la utilidad de estos teoremas.
	Ejemplo 1.6. Encontrar el límite de las siguientes sucesiones:

	LÍMITE DE EXPRESIONES RACIONALES
	Ejemplo 1.9. Calcular el
	Ejemplo 1.10. Calcular el
	Ejemplo 1.11. Calcular el

	LÍMITE DE EXPRESIONES IRRACIONALES
	Ejemplo 1.12. Calcular el
	Ejemplo 1.13. Calcular el

	CONCEPTOS ÚTILES

	unidad 2_2020.pdf
	unidad 3_2020.pdf
	Unidad 4_2020.pdf
	Problema 4.1R. Se tiene una lámina cuadrada de 30 cm por lado. Se desea construir una caja abierta, cortando en las cuatro esquinas cuadrados iguales y doblando los lados hacia arriba (construirla con una hoja de papel). Escribir la función Volumen en...








	Bibliografía.pdf



