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Presentacion

La enseflanza y el aprendizaje de las matematicas, en el Colegio de Ciencias y
Humanidades de la UNAM, constituye hoy en dia uno de los principales retos para sus
docentes. Los indicadores educativos, existentes sobre esta materia muestran la
necesidad de mejorar los mismos y procurar que el proceso educativo conlleve a
desarrollar en el estudiante un proceso reflexivo, practico, sistematico y contextualizado
con las caracteristicas del perfil del egresado que sefialan los planes y programas de
estudio respectivos. En virtud de lo anterior y como una contribucion a la solucion de la
problemética que corresponde al desarrollo de los aprendizajes inmersos en el
programa de la asignatura de Matematicas IV, los integrantes del grupo de trabajo
“Elaboracion de materiales para cursos ordinarios y de nivelacion académica”,
elaboramos y presentamos el documento “Guia para el Profesor de Matematicas I1V”.

Poner descripcion segun el protocolo.

“GUIA PARA EL PROFESOR. RUBRO IlI-C. Son los documentos emanados de un grupo de trabajo, que sirven para
orientar y facilitar el desarrollo de un curso de acuerdo con el programa de estudios de las asignaturas y su
enfoque, cubriendo todas las unidades del curso con: a) introduccidn, b) presentacion por unidad, indicando los
conceptos clave, c) sugerencias de estrategias didacticas, d) actividades de ensefianza aprendizaje, e) materiales
de apoyo, f) identificacion de puntos problematicos y propuestas de solucion, g) bibliografia basica y
complementaria, y cualquier otro elemento que facilite el impartir la asignatura. Debe estar revisada y avalada por
un comité de pares y publicada para su uso”.

En consecuencia, cada unidad esta estructurada de la siguiente forma:

a. Una seccion con el nimero cero. En éstas secciones incluimos los propdsitos, la introduccion y la presentacion
por unidad; los posibles puntos problematicos con las respectivas sugerencias de apoyo para su resolucion; contiene
una propuesta de tiempo requerido para su desarrollo; la bibliografia basica y la bibliografia complementaria con
diversos sitios web. Incluye los posibles dispositivos a utilizar, asi como el software de apoyo. En la parte final de la
seccion se encuentra un diagrama que indica la forma disciplinaria en que fue estructurada la seccion.

b. Dos 0 mas secciones de desarrollo de aprendizajes y de contenidos tematicos con:

Conceptos clave.

Tiempo estimado.

Procesos y algoritmos basicos.

Desarrollo en tres columnas con las siguientes caracteristicas:

i. La columnna 1. Observaciones y sugerencias; contiene indicaciones de apoyo en el desarrollo de la seccién.

ii. La columnna 2. Actividades de ensefianza aprendizaje y materiales de apoyo. Contiene el desarrollo de los
aprendizajes y contenidos tematicos del plan de estudios de la asignatura y son los materiales que el docente puede
implementar en el desarrollo de su curso.

iii. La columnna 3. Sefiala las dificultades con que el docente puede toparse en el desarrollo de su docencia

iv. Ejercicios y actividades adicionales. Son actividades que el docente puede implementar con el objeto de reforzar
los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, o bien, que el docente también puede utilizar para fortalecer los
aprendizajes de los alumnos.

v. Recursos. Se refiere a los recursos educativos tales como bibliografia, uso de dispositivos electrénicos, etc.

c. La altima seccion cuenta con un numero suficientes de “secuencias didacticas” que son el apoyo al docente en el
ambito didactico de la unidad.

Unidad |, “Funciones Polinomiales”, incluye cuatro secciones (ademés de las sefialadas en el parrafo previo):



PRESENTACION

En la Seccion 1.1 “La nocidn de funcién”, desarrollamos los primeros cinco aprendizajes que sefialan los Planes
de Estudio institucionales de la asignatura Matematicas IV, y que estan correlacionados con la tematica: relacién,
relacidn entre dos variables, regla de correspondencia, dominio y rango. Esta seccion inicia tratando el concepto de
variable, clasifica a las variables en dependientes e independientes, y luego, las relaciona para dar lugar al concepto
y definicion formal de relacion, posteriormente les asocia su representacién en el plano cartesiano. A continuacion,
estudiamos el simbolo conocido como relacién de orden y lo relacionamos con segmentos de la recta real,
generando las definiciones de los distintos tipos de intervalos, resaltando su utilidad en la representacion del dominio
y del rango de las relaciones entre dos variables. Posteriormente, hacemos hincapié en la importancia de las
funciones en nuestro entorno, sefialamos que existen casos particulares de relaciones entre dos variables que se
conocen como funciones, para asi definir formalmente funcién. En la parte final de la seccion desarrollamos el
método grafico para identificar relaciones que son funciones de aquellas que no lo son, método conocido como “regla
de la recta vertical”, concluimos la seccién proporcionando la definicién de funcién polinomial, sus elementos y
simplificaciones.

La seccion 1.2, “El algebra en las funciones polinomiales”, incluye los elementos algebraicos necesarios en el trazo
de la curva asociada a una funcién polinomial, tales como: la determinacion de raices, el algoritmo de la division, la
division sintética (regla de Ruffini), el teorema del residuo, el teorema del factor, el teorema de las raices racionales
y el teorema de factorizacion lineal. Su desarrollo es una guia para el lector en la construccion y formalizacion de las
propiedades algebraicas de los polinomios y que son Utiles en el trazo de la curva que una funcién polinomial tiene
asociada.

La seccién 1.3, “Funciones polinomiales y sus gréaficas”, da sentido geométrico a los elementos algebraicos
desarrollados en la seccion 1.2, aqui relacionamos las raices de una ecuacion polinomial con los ceros de la funcion
polinomial. Incluye el proceso a seguir en la identificacién de los intervalos en los que una funcion es positiva (y en
los que es negativa), relaciona el comportamiento extremo de una funcion polinomial con su término dominante (o
término lider), correlaciona la multiplicidad de los ceros con su comportamiento en la recta real y establece el
proceso del bosquejo de la curva asociada a una funcion polinomial. Esta seccién concluye proporcionando
actividades de construccién de funciones polinomiales a partir de algunas de sus caracteristicas algebraicas.

En la seccién 1.4, “Las funciones polinomiales como modelos”, incluye figuras geométicas (sélidos y supeficies) que
son utilizadas frecuentemente en el disefio y construccién de estructuras arquitectonicas y cuya modelacion requiere
del uso o construccion de una funcién polinomial.

La Unidad | concluye con la seccidon 1.5 cuyo titulo es “Secuencias didacticas”, con las secuecias didacticas
entendidas como las unidades estructurales que guian tanto al docente como al estudiante en la obtencion de los
aprendizajes y apropiacién de la tematica sefialados en la unidad y que incluyen los aspectos didacticos sugeridos
en los programas indicativos de la asignatura de Matematicas IV. Esta unidad incluye un total de siete secuencias
didacticas.

La Unidad Il, “Funciones racionales y Funciones con radicales”, incluye dos secciones en su desarrollo:

La seccion II.1, “Funciones racionales”, en su parte inicial presenta actividades que conducen a funciones racionales
, estas actividades relacionan el &rea o volumen de un cuerpo geométrico con una de sus dimensiones y rescata las
caracteristicas de los modelos obtenidos para dar paso a la definicién de funcién racional y clasificarlas como propias
e impropias, reducibles e irreducibles, destacando que al pasar de una de ellas a las otras se preserva el dominio. El
desarrollo de la seccion contintia con la definicion de los elementos que son Utiles en el trazo de un bosquejo de la
curva que tiene asociada una funcion polinomia irreducible, como son: los ceros, las interseciones con los ejes
coordenados, las asintotas verticales, la parte positiva, la parte negativa y el comportamiento extremo.
Posteriormente, en el trazo de la curva asociada a una funcién racional, se incluye el hueco que es efecto de la
simplificacién algebraica de la regla de correspondencia. Se termina la seccion tratando con situaciones cuya estudio
requiere del uso de una funcién racional.

La seccidn 11.2, “Funciones con radicales de indice dos”, propone la construccién de funciones con radical a partir de
areas de figuras geométricas. Posteriormente, utilizando los ceros, las intersecciones con los ejes coordenados vy el
signo del radicando se traza la curva correspondiente. Para trazar la curva asociada a una fucién con radical de
indice dos y radicando cuadratico se toma como base el nimero de ceros, las intersecciones con los ejes



coordenados, el tipo de dominio y el comportamiento extremo (si es que existe). En la parte final propone situaciones
cuya solucién requiere de la construccion o el uso de una funcion de las caracteristicas antes sefialadas.

La seccion 1.3, “Secuencias didacticas”, contiene siete secuencias que tratan sobre aspectos diversos de las
funciones objeto de estudio de la presente unidad.

La Unidad Ill, “Funciones exponenciales y Funciones logaritmicas”, se trata en cuatro secciones.

La seccion IlIl.1, “La funcidon exponencial”, inicia presentando situciones de crecimiento o decaimiento
exponencial, cuyos modelos son funciones exponenciales para formalizar el concepto de funcién exponencial e
identificar el dominio y rango de esta familia de funciones. En esta seccidn también se identifica patrones de cambio
involucrados en el crecimiento o decrecimiento de una funcién exponencial, con el objeto de bosquejar su gréfica,
esto, en funcién de la magnitud de su base, sin dejar de lado la funcién exponencial natural. Esta seccion concluye
con la presentacién de la resolucion de problemas en diferentes contextos, que se modelen con funciones
exponenciales.

La seccion 1.2, “La funcion logaritmo”, trata somerameramente la existencia de la funcién inversa a una funcién
especifica con ciertas caracteristicas y establece la relacién entre las curvas correspondientes. Define funcion
logaritmica como la funcidn inversa de la funcion exponencial y muestra la relacién entre este tipo de funciones
utilizando varios diagramas, incluye tablas en las que realiza la comparacién de una funcién exponencial con una
funcion logaritmica para obtener las propiedades de estas ultimas.

En la seccion lIl.3, “Exponentes y logaritmos”, se establecen las propiedades de los exponentes y a partir de ellas
las propiedades de los logaritmos; propiedades que luego se emplean en la reescritura (compresion y expansion) de
expresiones algebraicas. Posteriormente, se induce el cambio de base, tanto logaritmico como exponencial (lo que
mostramos con diagramas), posteriormente presentamos la resolucién de ecuaciones que incluyen exponentes y
logaritmos. Concluimos la seccién proponiendo problemas cuya resolucién incluye el uso de funciones logaritmicas.
La seccion lll.4, “Secuencias didacticas”, incluye ocho secuencias que tratan sobre aspectos diversos de las
funciones objeto de estudio de la presente unidad.

La Unidad IV, “Funciones trigonométricas”, la presentamos en tres secciones.

La seccion IV.1, “Funciones periddicas y el circulo unitario”, trata los aprendizajes: Apr.1 Explorara situaciones
o fenébmenos de variacion periddica y Apr.2 Convertird medidas angulares de grados a radianes y viceversa,
aprendizajes que cubren los contenidos tematicos: Situaciones o fendmenos de variacién periddica. Medidas
angulares en grados y radianes. Conversiones. Su inicio incluye definiendo movimiento periédico, clasificandolos en
circulares uniformes y en vibratorios, presenta ejemplos de stos tipos de movimientos. Posteriormente define funcién
periddica y da ejemplos de ellas. Cocluye con el estudio de la medida de un angulo central y estableciendo la regla
de transformacion de unidades de medida angular.

La seccion IV.2, “Funciones senoidales y cosenoidales”, se refiere al trazo de la curva sociada a una funcién
senoidal (o cosenoidal), dando significado al efecto grafico causado por la variacion de los pardmetros A amplitud,
B frecuencia, D desplazamiento vertical y desfasamiento, en las funciones f (x)=Asen(Bx—C)+D Y

g (x)=Acos( Bx—C)+D. Concluye analizando situaciones de variacion periédica cuya resolucion incluye el uso de
una funcién senoidal (o cosenoidal).
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UNIDAD

FUNCIONES
POLINOMIALES

PROPOSITOS:

Al finalizar la unidad el alumno:

Habra avanzado en el estudio de las funciones al introducir la notacion
funcional y la nocion de dominio y rango. Relacionando la expresion algebraica
de una funcion polinomial con su grafica y analizar su comportamiento.

Con base en la resolucion de problemas y en contexto, usar las graficas, tablas
y expresiones matematicas para explicar los procesos involucrados.




2 UNIDAD | FUNCIONES POLINOMIALES

INTRODUCCION

En la evolucién del concepto de funcidén hubo momentos que marcaron el camino de su desarrollo hasta establecer
la definicion formal que actualmente conocemos. En la etapa inicial de su desarrollo, las cantidades que la
componen se interpretaron en forma verbal o en forma grafica y no existié la idea abstracta de variable, asi, el conteo
utilizado implicé una correspondencia entre un conjunto de objetos y una secuencia de numeros, de este modo, las
operaciones aritméticas fueron concebidas como funciones de dos variables.

En la Edad Media, en el estudio de los fendmenos naturales, las ideas relativas a ellos se desarrollaron alrededor de
cantidades variables, ya sea independientes y/o dependientes, sin definirlas y distiguirlas especificamente. Las
funciones se definieron por medio de la descripcion verbal de sus propiedades especificas y otras veces mediante un
grafico, pero no fueron utilizadas relaciones algebraicas.

En la parte final del siglo XVI, las funciones se consideraron como expresiones analiticas, Descartes y Fermat
consiguieron deslindar la aritmética y el algebra de la geometria y como consecuencia fue posible descubrir, estudiar
y representar nuevas curvas utilizando ecuaciones algebraicas (que anteriormente no se estudiaron al no ser posible
utilizar regla y compas en su trazo). En 1692, Leibniz utilizo el término “funcién” para referirse a cualquier cantidad
que variara entre dos puntos de una curva, para esto considerd que una curva estaba formada por un nimero infinito
de segmentos de recta de tamafio infinitamente pequefio. En 1775, Euler define a una funcién como una expresion
analitica, D’ Alambert, Euler y D. Bernoulli enriquecieron el concepto anterior cuando trataron de resolver el problema
de la cuerda vibrante. En 1753, Bernoulli escribe: “Llamamos funcion a las diversas cantidades dadas de alguna
forma por una (cantidad) indeterminada x, y por constantes, ya sea algebraicamente o trascendentemente”. En 1829,
Dirichlet definio funcion de la siguiente forma: “y es una funcién de la variable x, definida en el intervalo a < x < b,
si para todo valor de la variable x en ese intervalo, le corresponde un valor determinado de la variable y, también
sefialo que, es irrelevante como se establece esa correspondencia”. Con la Teoria de conjuntos, Cantor produce
una nueva evolucién del concepto de funcién, extendiéndose esta nocién para incluir en su definicién la frase “a oda
correspondencia arbitraria que satisfaga la condicion de unicidad entre conjuntos numéricos 0 no numéricos”.
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PRESENTACION

La Unidad I, “Funciones Polinomiales”, ha sido dividida en cuatro secciones, donde cada seccion incluye los
aprendizajes, contenidos tematicos, conceptos clave, estimacién del tiempo de desarrollo, procesos y algoritmos
basicos y el desarrollo de lo antes sefialado.

Seccion 1.1 “La nocidn de funcién”, en esta seccion desarrollamos los primeros cinco aprendizajes que sefialan los
Planes de Estudio institucionales y que estan en correlacién con la tematica: relacién, relacién entre dos variables,
regla de correspondencia, dominio y rango.

Esta seccion inicia tratando el concepto de variable, clasifica a las variables en dependientes e independientes, y
luego las relaciona para dar lugar al concepto y definicion formal de relacion, posteriormente, asociamos una
representacion en el plano cartesiano a las relaciones entre dos variables. A continuacion, tratamos el simbolo
conocido como relacion de orden y lo relacionamos con segmentos de la recta real, dando asi origen a las
definiciones de los distintos tipos de intervalos, mismos que son Utiles en la representacion del dominio y del rango
de las relaciones entre dos variables. Posteriormente, hacemos hincapié en la importancia de las funciones en
nuestro entorno, sefialamos que existen casos particulares de relaciones entre dos variables que se conocen como
funciones, para asi definir formalmente funcién. En la parte final de la seccién desarrollamos el método grafico para
identificar relaciones que son funciones de aquellas que no lo son y que sedenomina “regla de la recta vertical” y se
concluye con la definicidn de funcion polinomial, sus elementos y simplificaciones.

La Seccion 1.2 lleva por nombre “El algebra en las funciones polinomiales”, esta seccion incluye los elementos
algebraicos que son necesarios en el trazo de la curva asociada a una funcion polinomial, tales como la
determinacion de raices, el algoritmo de la division, la division sintética (regla de Ruffini), el teorema del residuo, el
teorema del factor, el teorema de las raices racionales y el teorema de factorizacion lineal. Su desarrollo pretende
ser una guia para el lector en la construccion y formalizacién de las propiedades algebraicas de los polinomios de
mayor relevancia y que son Utiles en el trazo de la curva que una funcion polinomial tiene asociada.

La Seccion 1.3, que se titula “Funciones polinomiales y sus gréficas”, da sentido geométrico a los elementos
desarrollados en la seccién 1.2, relaciona las raices de una ecuacién polinomial con los ceros de la funcién polinomial
a la que es equivalente, proporciona un proceso de identificacion de los intervalos en los que una funcién es positiva,
de los intervalos en los que no lo es, relaciona el comportamiento extremo de una funcién polinomial con las
caracteristicas de su término dominante (o término lider), correlaciona la multiplicidad de los factores de una funcion
polinomial con su comportamiento en la recta real, y también, establece un proceso que es Uil en el bosquejo de la
curva asociada a una funcién polinomial. Esta seccién concluye proporcionando actividades de construccién de
funciones polinomiales a partir de algunas de sus caracteristicas algebraicas.

En la seccién 1.4 que lleva titulo “Las funciones polinomiales como modelos”, presentamos figuras geométicas
(sélidos y supeficies) que son utilizadas frecuentemente en estructuras arquitectonicas y cuyo andlisis requiere del
uso o construccién de una funcién polinomial.

La Unidad | concluye con la seccién 1.5, cuyo titulo es “Secuencias didacticas”, las secuecias didacticas son
unidades estructurales conformadas por actividades que guian tanto al docente como al estudiante en la obtencidn
de los aprendizajes y apropiacion de la tematica sefialados en los programas indicativos de la asignatura de
Matematicas IV. Esta unidad incluye un total de siete secuencias didacticas.

La estructura de las secciones esta compuesta por tres columnas:

Columnna 1. Observaciones y sugerencias, contiene indicaciones de apoyo en el desarrollo de la seccion.

Columnna 2. Actividades de ensefianza aprendizaje y materiales de apoyo. Son los materiales que el docente puede
utilizar en Columnna 3, donde se presentan algunas de las dificultades que el docente puede encontrar al desarrollar
los aprendizajes sefialados.

Ejercicios y actividades adicionales. Son actividades que el profesor puede implementar con el objeto de reforzar los
aprendizajes alcanzados por los estudiantes, o que el docente puede implementar en el desarrollo de su clases.
Recursos. Se refiere a los recursos educativos tales como bibliografia, uso de dispositivos electronicos, etc.



4 UNIDAD | FUNCIONES POLINOMIALES

PUNTOS PROBLEMATICOS

POSIBLES DIFICULTADES (PROGRAMA)

Con base en nuestra experiencia, en relacion al
desarrollo de los aprendizajes y tematica incluidos en el
programa de la asignatura de Matematicas IV, en la
unidad correspondiente a Funciones Polinomiales, nos
hemos percatado de:

En relacion a la congruencia entre aprendizajes y
tematica.

Fila 1.

La tematica no incluye la relacion de orden, tampoco los
intervalos por lo que no se cuenta con los elementos
tedricos suficientes para cubrir el aprendizaje
correspondiente.

Fila 2.

Dada la complejidad del estudio de la funcién polinomial,
el aprendizaje planteado esta fuera de nivel del curso.
La identificacion del rango de una funcion polinomial no
esta al alcance en este momento.

Fila 3.

No contiene otros teoremas que son fundamentales en
la determinacion de los ceros, tampoco considera que
existen funciones polinomiales que no tienen ceros. El
aprendizaje no hace referencia a teoremas de
factorizacién, ni al teorema de los ceros racionales.
Tampoco se refiere a la interseccion de la curva de la
funcion con el eje de las ordenadas, asi como analizar el
comportamiento extremo de la funcion.

Fila 4.

No basta el conocer los ceros de una funcién para el
trazo de su curva asociada, ni es suficiente el conocer
los ceros para determinar una unica funcién polinomial.

Fila 5.

A nivel bachillerato (y a nivel licenciatura) son
practicamente inexistentes las aplicaciones de funciones
polinomiales de grado tres 0 mas.

SUGERENCIAS DE APOYO

1. En la medida de sus posibilidades construya un
programa operativo en el que mezcle aprendizajes y
partes de aprendizajes, esto permite incrementar la
congruencia entre éstos elementos.

2. Acote el estudio de esta unidad, sélo trate funciones
polinomiales de grado tres y cuatro.

3. Debe incluir el teorema de la factorizacion lineal y el
teorema de los ceros racionales, solo asi avanzara en la
determinacién de los ceros de las funciones
polinomiales.

4. Incluya:

a. La relacién existente entre: el grado de la funcion
polinomial, el coeficiente del término lider (dominante) y
las asignaciones extremas a la variable, ya sean
positivas o negativas.

b. Utilice registros tabulares y describa el
comportamiento de la funcion alrededor de los ceros.

c. Obtenga la informacion que proporciona, si es el
caso, una multiplicidad par de un cero.

5. El tratar con problemas relacionados con volumenes
es una buena opcion.
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POSIBLES DIFICULTADES (ALUMNOS)

Con base en nuestra experiencia, en relacion al
desarrollo de los aprendizajes y tematica incluidos en el
programa de la asignatura de Matematicas IV, en la
unidad correspondiente a Funciones Polinomiales, nos
hemos percatado de:

Fila 1.

Los alumnos presentan dificultades en la identificacion y
clasificacién de las variable involucradas en el estudio
de una situacién o de un objeto.

Fila 2.

En esta parte del curso, el estudiante no posee los
elementos tedricos para determinar el rango de una
funcién polinomial (los elementos disciplinarios se
proporcionan en cursos mas avanzados de
matematicas.

Fila 3.

Aun conociendo los teoremas que sefiala el aprendizaje,
resultan no practicos para el fin que se desea, el alumno
los aplicara y no podra determinar los ceros. El método
de ensayo y error puede incidir en aumentar su
frustracion.

Fila 4.

Para el bosquejo de la curva asociada a una funcion
polinomial se requieren elementos tedricos que el
estudiante aln desconoce, por ejemplo, el proceso de
multiplicacién de polinomios.

Fila 5.

La construccidén de modelos y posterior aplicacion, por lo
general, requiere de un “pensamiento ordenado” y de
experiencia en la tematica, la mayoria de los estudiantes
no han incluido ambas virtudes en su pensamiento.

SUGERENCIAS DE APOYO

1. Utilice ejemplos relacionados con el concepto de
variable como lo son: objeto, caracteres, cambio en un
caracter.

2. En caso de que pretenda cubrir este aprendizaje
disminuya las dificltades presentando funciones
polinomiales de grado par ya factorizadas.

3.

Proponga funciones racionales en las que ya se
conozca el nimero minimo de ceros, con el propésito de
que el estudiante determine los restantes.

4. Practique los métodos de desarrollo de productos de
polinomios.

5. Seleccione situaciones acordes al nivel académico del
alumno y procure ordenar los pensamientos del
estudiante utilizando y adaptando algunos de los
modelos didacticos relacionados con la resolucion de
problemas.

TIEMPO REQUERIDO
22 Horas

BIBLIOGRAFiA BASICA

a. Barnett, R., (2007) Precalculo Funciones y gréficas. México: MCGRAW HILL (42 Edicion).
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seccion| LA NOCION DE
-1 FUNCION

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

CONTENIDOS

SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS

Apr.1 Explorara diferentes relaciones, reconociendo las
condiciones necesarias para determinar si una relacion
es funcion, la simbolizara y distinguird el dominio y el
rango.

|.1 Apr.2 Usara la notacién de intervalos para representar
el dominio y rango de una funcion.

Apr.3  Comprendera el significado de la notacién
funcional y lo utilizard para representar y evaluar
funciones polinomiales.

Relacion, relacion entre dos
variables,

regla de correspondencia,
dominio y rango.

CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
i. Variable (numérica).

ii. Relacion entre variables y partes de una relacién.

iii. Funcion (dominio, regla de correspondencia y rango).

iv. Grafica de una relacion o funcion.

v. Proyeccion e Intervalo, relacién de orden.

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se invierten 6 horas para el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS

El alumno debe utilizar y manejar procesos como:

i. Evaluacién de una relacién y de una funcion (célculo de imagenes).
ii.Obtencion de imagenes de asignaciones.

iii. Identificacion de la curva asociada a una relacion o funcion.

DESARROLLO
Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos problematicos y
propuestas de solucion.




1 LANOCIONDEFUNCION 9

Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

i. Proponga objetos
en los que los
estudiantes
identifiquen
caracteristicas
medibles que los
definen.

ii. Insista que en el
presente curso soélo
son de nuestro
intrés variables
medibles
(cuantitativas).

iii. Distinga entre
variables discretas
de las que no lo
son.

iv. Conviene que
los ejemplos
propuestos se
enmarquen en
distintos contextos.

v. Proponga a sus
alumnos  sefialar
situaciones u
objetos en los que
identifique posibles
variables
independientes.

vi. Induzca a los
alumnos a definir
variable
independiente  y
variable
dependiente.

Variable en mateméticas
Uno de los conceptos imprescindibles en el estudio de las funciones es el de
variable.

ACTIVIDAD 1.1 (VARIABLES)

Imagine que tiene a la vista cierto objeto cuya forma cambia al transcurrir el
tiempo, por ejemplo, imagine un cubo de hielo. Este cubo de hielo presenta
diversas caracteristicas, como son: el area de sus caras, la longitud de sus
aristas, su peso, su volumen, su aspecto fisico, etc. Si el cubo de hielo se pone a
la interperie, con el paso del tiempo sus caracteristicas (antes sefialadas)
cambian, su volumen disminuye, el &rea de sus caras disminuye, la longitud de
sus aristas también disminuye, su color es probable que no cambie. En el
presente curso son de nuestro interés las caracteristicas de un objeto, que
cambian y que podemos de alguna forma, medir; es decir, asignarles un nimero.

DEFINICION 1.1 (VARIBLE)
Una variable es una caracteristica en un objeto que es suceptible a cambiar.

En matematicas, una variable suele representarse por un simbolo, en particular la
letra x, sin embargo, esto no es una regla general, y una variable puede ser
representada por cualquier otro simbolo siempre y cuando se efectle la aclaracion
que es pertinente.

En matematicas se conoce como variable independiente a aquella variable que
posee la caracteristica de ser controlable, esto significa que quien la controla le
asigna los valores numéricos (las asignaciones).

ACTIVIDAD 1.2 (VARIABLES DEPENDIENTES)

En la elaboracién de un pastel, el pastelero controla, entre otras, caracteristicas
como:

a. La cantidad de azUcar.

b. La cantidad de harina.

c. El “peso” del pastel.

d. La forma del pastel.

e. El tiempo de horneado.

Por tanto, son variables independientes.
JAY

En la actividad 1.1, bajo la suposicién de que el cubo de hielo conserva su forma,
el valor asumido por algunas variables depende del valor que tiene asignado una
variable independiente, por ejemplo, el volumen del cubo de hielo depende de la
longitud de sus aristas, lo mismo ocurre con el area de las caras del cubo.
También la longitud de las aristas del cubo depende del tiempo transcurrido.
Cuando una variable depende del valor asignado a una variable independiente se
le agrega el calificativo de dependiente (variable dependiente).

DEFINICION 1.2 (VARIBLE DEPENDIENTE Y VARIABLE INDEPENDIENTE)

En una situacion (u objeto) una variable (medible) se conoce como:

a. Independiente, si le son asignados los valores numéricos.

b. Dependiente, si su valor numérico depende de las asignaciones hechas a una
variable independiente.

1. El alumno puede
no recordar los
elementos que
forman parte de un
cubo (arista, cara,
vértice, etc.).

2. La identificacion
de variables
dependientes, en
un principio puede

ser  complicada,
proponga
situaciones
relacionadas con el
entorno del
alumno, por
ejemplo,  “crédito
abonado vs tiempo
disponible”.
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Observaciones Dificultades
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo . y
. soluciones
sugerencias

v. Sefiale que en el
presente curso sélo
son de interés las
relaciones de
igualdad entre dos
variables, es decir,
las ecuaciones que
involucran

variables.

vi. Utilice figuras
que enfaticen las
partes que incluye
una relacion.

vii. Formalice la

definicion de
relacion.

viii. Formalice la
definicion de
relacion los
componentes  de
una relacion.

En la definicion 1.2 las dos variables (medibles 0 numéricas) se encuentran
relacionadas; es decir, para un numero asignado a una de ellas, existe otro
numero (o valor) para la otra varible, revise la actividad /.2.

A la forma en que se relacionan dos variables, una dependiente y otra
independiente, se le llama regla de correspondencia o regla de asociacion.

XRYy
FIGURA 1.1

En la figura I.1, x es la variable independiente, y es la variable dependiente y
R representa la regla de asociacién entre ambas variables. Cabe sefialar que
para nuestros fines (en lo sucesivo) consideraremos que R representa una
expresion (o férmula) matematica, y para indicar que una variable (dependiente)
depende de otra variable (independiente) utilizaremos la notacion R ( x ), misma

que interpretaremos como R de x .

Una asignacion especifica x, a la variable x (es decir, si x=x,) recibe el
nombre de preimagen, y el correspondiente nimero R( x, ) se llama imagen
(especificamente, imagen de x, bajo la relacion R( x )), vea la figura 1.2.

R ( X, ) imagen de x, bajo R

preimagen

X= X0
FIGURA 1.2

Tenga en cuenta que, en un contexto dado, en una relacion entre dos variables, la
variable independiente x sdlo tiene sentido para ciertos numeros, por ejemplo, si
la variable x representa tiempo, longitud, area, volumen o peso, sélo tendra
sentido si se le asignan nimeros no negativos. Como consecuencia de ello, es
posible que la variable dependiente sdlo asuma ciertos valores (nimeros).

Formalmente, en una relacion R el conjuto de valores o niumeros que es posible
asignarle a la variable independiente x de manera que existe el correspondiente
numero de la variable y se conoce como “dominio de la relacion”, también, el
conjunto de todos los nimeros que asume la variable y se conoce como rango
(recorrido o conjunto imagen de la variable y .

DEFINICION 1.3 (RELACION)

a. Una relacién R es una regla que asigna a cada numero de la variable
independiente uno 0 mas numeros de la variable dependiente.

b. Todas las asignaciones a la variable independiente para las que tiene sentido la
relacion R, se denomina dominio de la relacion.

c. El conjunto de todas las imagenes de una relacion R, se denomina rango (o
recorrido o conjunto imagen) de la relacion.

Por otra parte, una relacién puede representarse en el plano cartesiano, lo cual
resulta de gran utilidad en la descripcion de su comportamiento.

3. Seniale que en el
presente Ccurso
s6lo son de interés
las relaciones de
igualdad entre dos
variables, es decir,
las ecuaciones que
involucran

variables.

4. Aclare el
significado de
R(x) y evite que
el alumno o
interprete como un
producto.

5. Es muy
importante que
identifique los
componentes  de
una relacion
puesto que el
alumno suele
entender que |la
relacion es sélo la
regla de
asociacion.

6. Es muy
importante que
establezca los

componentes  de
una relacion y que
haga hincapie en
que una relacion
incluye tres partes.




1.1 LANOCION DE FUNCION 11

Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias ] ) )

ix. Formalice la | DEFINICION 1.4 (GRAFICA DE UNA RELACION) 7. Sefiale e insista
definicién de | Lagrafica de larelacion R entre las variables x e y se define como:; en la diferencia
gréfica  de una Ge={(x,y)| y=R(x)y x pertenece al dominiode la relacion . | entre gréfica y

relacion. representacion
. . . . .| gréfica de una
Esto es “el conjunto de puntos en el plano cartesiano que satisfacen la relacion relacion ol
y=R(x ), donde x pertenece al dominio de la relacion”. Conocida la regla de alumno’ suelle

X. Haga que el
alumno descubra
que al desplazar
una linea recta
vertical sobre el
dominio de una
relacion, ésta linea
recta interseca a la
curva de la relacion
en uno 0 mas
puntos.

asociacion (o de correspondencia) de una relacion (de igualdad) entre dos
variables y establecido (o fijado) su dominio, la definicién 1.4 garantiza la
existencia de su representacion en el plano cartesiano, que por lo general es una
curva. La proyeccion ortogonal de la curva sobre el eje de las abscisas coincide
con el dominio de la relacion, la figura 1.3 muestra esta afirmacion para la relacion
R (x ) en donde el dominio son los nimeros contenidos en el segmento de recta

conextremosen a y b.

curva asociada a la y
iy A
relacion R

N
/

FIGURA 1.3

La figura .4 muestra una linea recta vertical que es desplazada sobre el dominio
de una relacion, esta linea recta vertical intersecara a la curva asociada a la
relacion en uno o mas puntos.

P
A AN
]
tor M " AN
| i \
S \
il \
I \\
i \
i I N n \/\
L ) i X /
atti D
1IN
| — /
""" /
| — | i //
]
‘ ‘/l/ W '/
IV
FIGURA 1.4

El hecho de que una linea recta vertical (que ha sido desplazada sobre el dominio
de una relacion R( x ), interseque en dos 0 mas puntos a la curva asociada a la

relacion, significa que a una asignacién numérica (a la variable independiente) le
corresponden dos 0 mas imagenes. Este hecho es de toral importancia en la
definicién de funcion, definicion que proporcionaremos un poco mas adelante.

En cursos previos de matematicas, usted tratd con ecuaciones que involucran
variables y las representd en el plano cartesiano, veamos algunas de ellas en la
actividad 1.3.

confundirlas!

8. No olvide
sefialar, que en el
presente  curso,

sblo son de interés
las relaciones de
igualdad.
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
ACTIVIDAD 1.3 (EJEMPLOS DE RELACIONES) 9. Es muy
a. La relacion de variacion directa dada por y = Kx en donde K representa un | importante que

xi.  Solicite al

estudiante
ejemplos de
relaciones (lugares
geométricos

tratados en cursos
previos).

Xii. Solicite a los
alumnos que
investiguen algunas
caracteristicas  de
la hipérbola.

Xiii. Induzca al
aumno a que
proponga lugares
geométricos  con
los que ya tuvo
contacto en cursos
previos de
matematicas.

numero real distito de cero, tiene la representacion que muestra la figura 1.5.

Ya Y a
y = kx y = kx k esun nimero
) negativo
k esun numero
positivo
> 0 > x

FIGURA 1.5

La relacion matematica y = Kx tiene sentido (esta definida) para toda asignacion
(numérica) que se haga a la variable x (;por qué?), por tanto, su dominio lo
constituye el conjunto de los numeros reales, este hecho se escribe como
dom(R )=IR.

b. En el plano cartesiano, el conjunto de todos los puntos que equidistan de un
punto fijo (también en el plano cartesiano y que se conoce como centro) se llama
circunferencia y satisfacen la ecuacion x2 + y2 =22, vea la figura 1.6. El dominio

de esta relacion son todos los numeros reales comprendidos entre —2 (inclusive)
hasta 2 (inclusive).

YA
2 x2+y 2= 2°
-2 0 2 >x
-2
FIGURA 1.6

En este momento surge la necesidad de establecer una notacién para representar
el dominio de una relacion; sin embargo, esto se harad mas adelante.

¢. En el plano cartesiano, el conjunto de todos los puntos cuya diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos (también en el plano cartesiano y que se conocen
como focos) es una constante se llama hipérbola y satisfacen la ecuacion

Gon) (v k)
a? bz
X2 y2

La hipérbola asociada a la ecuacion — ——=-
4 3

=1 se muestra en la figura I.7.

Note que el dominio de esta relacion son los nimero reales que son menores 0
iguales que —4 o que son mayores o iguales a 4.

sefiale e insista en
la diferencia entre
gréfica y
representacion
grafica de una
relacion, el
alumno suele
confundirlas!

10. Es  muy
importante que
sefiale e insista en
la diferencia entre
una ecuacién que
define un lugar en
el plano y la curva
que tiene asociada
la ecuacion.

11. Insista con los
lugares
geométricos) que
ya estudio el
alumno.
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Observaciones Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo soluciones
sugerencias
y
A
x2 Y2
42 327 1
>
-4) 0] 4 X
FIGURA L7
JAY
En el desarrollo del presente curso sera necesario determinar el dominio de una | 12. El estudiante
funcion (o de una relacién) por lo que resulta imprescindible el establecer una sggzle tener
notacion adecuada para ello. dificultades en el
uso de los
El simbolo “ < " se denomina relacion de orden total, la expresion a<b indica que | Simbolos <y <,
‘el nimero a es menor que el nimero b”. '”d'qu:e I ;)tras
El simbolo “<” se denomina relacion de orden parcial, la expresién a<b indica SSSIenZSien dgc dira;:
que “el nimero a es menor o igual que el numero b ", paFr)te de  mayor
Cf)n la expresion a<‘x<b se indican los numeros comprend|dos ngntre Io§ amplitud en ambos
nimeros a y b, no incluye a los extremos y es equivalente al ‘intervalo™ | ;poios
(a,b).
xiv. Indique al La expresion “a<x<b” se refiere a los nimeros comprendidos entre los
estudiante que la | NUmeros a y b, incluye a los extremos y es equivalente ai intervalo [a,c]
frase “a<b” es | Lageneralizacion de lo expuesto anteriormente, incluyendo notacion de conjuntos
equivalente a la | Y secciones de la recta real se presenta en las siguientes lineas.
frase “b>a”.

xv. Haga notar al
estudiante que el
simbolo < se
relaciona con el
simbolo ( vy que el
simbolo [ se
relaciona con <.

INTERVALO ABIERTO (NO INCLUYE LOS NUMEROS EXTREMOS)
(a,b)={xeIR [a<x<b|.

Su representacion en la recta real es:

< O
a
FIGURA 1.8
INTERVALOS SEMIABIERTOS (NO CONTIENEN UNO DE LOS NUMEROS

EXTREMOS)
(a,b]={xeIR \a<x§b}o [a,b)={xecIR \a§x<b}.

Su representacion en la recta real es

IR
< O o >
a b
0
IR
< . O >
a b

FIGURA 1.9
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

xvi. Formalice las
definiciones de las
distintas clases de
intervalos.

xvii. Proponga al
alumno que
establezca la
diferencia (respecto
al cero) entre un
numero no negativo
y un  ndmero
positivo.

xviii.  Proporcione
situaciones u
objetos en los que
las variables
involucradas  sélo
asumen una parte
de los numeros
reales.

xix. Solicite a los

alumnos que
investiguen las
formas de
representar al

conjunto de los
nimeros reales.

xx. Proponga al
estudiante que
obtenga el dominio
y el rango de una
relacion a partir de
su representacién

INTERVALO CERRADO (CONTIENE LOS NUMEROS EXTREMOS)
[a.b]={xeIR [a<x<b}.

Su representacion en la recta real es

< ®
a
FIGURA 1.10

El conjunto de los nimeros reales se define como un intervalo abierto y se
representa por los simbolos IR =( oo, +o0 )

IR
< } =
0
FIGURA 1.11

ACTIVIDAD 1.4 (TRANSITO ENTRE INTERVALOS Y RELACION DE ORDEN)
Represente en forma de intervalo.

a. La expresion x>20 se lee “los nimeros reales mayores que veinte’, es
equivalente al intervalo [ 20 , +o0 ).
b. La expresion x <—4.2 se lee “los nimeros reales menores o iguales que —4.2”"
es equivalente al intervalo (—co, 4.2 ].
¢. Los numeros reales comprendidos entre -5 (inclusive) y 0 (inclusive) se
reprenta por -5<x <0 y es equivalente al intervalo [ -5, 0 |.

JAY

ACTIVIDAD 1.5 (DOMINIO Y PROYECCION)
a. En la figura 1.12.a., la proyeccion sobre el eje x de la curva asociada a la

relacion r eselintevalo [ =3, 4 ]; por tanto, dom (r )=[ -3, 4 |
b. En la figura 1.12.b., la proyeccion sobre el eje x de la curva asociada a la
relacion r eselintevalo [ -2, 5 |; portanto, dom(r )=[ -2, 5 ].
c. En la figura I.12.c., la proyeccién sobre el eje x de la curva asociada a la

13. No es el
momento de
proporcionar el
significado del
simbolo o, sélo
refiérase a él como
“un nimero
extremadamente
grande”.

14. Siempre que
pretenda incluir los
extremos utilice la
palabra inclusive.

en el plano | relacionr eselintevalo [ —6 ,+o0 );portanto, dom(r)=[ —6 ,+o ).
cartesiano. d. En la figura 1.12.d., la proyeccién sobre el eje x de la curva asociada a la
relacion r es el intevalo (—oo, +co0 ); por tanto, dom (r )=(—oo,+o0 ).
YA YA
-3 0 4 > -2 0 5 > x
a. b.
Observaciones

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
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soluciones

y
sugerencias
xxi. Proponga al
alumno que
establezca la

representacion
utilizando la

relacion de orden
de los intervalos de
la actividad 1.4.

xxii. Indique la
importancia de las
funciones en la

resolucion de
problemas de la
realidad o con
problemas

hipotéticamente
reales.

FIGURA 112
A

La resolucion de problemas es uno de los propésitos de las matematicas, el
estudio y andlisis (resolucién) de diversas situaciones reales (o hipotéticamente
reales) en muchos casos requiere de la construccion de un modelo (que puede
ser una figura, una tabla, una relacion o la combinacion de estos elementos), que
relacione dos 0 mas de sus variables, asi, los modelos matematicos incluyen (o
pueden ser) relaciones matematicas entre las partes que constituyen el problema,
éstas relaciones describen su comportamiento y/o solucién. Las funciones son
relaciones matematicas entre variables, mismas que representan un estado
especifico de un problema y que el cambio en sus valores representa un cambio
de las caracteristicas del problema.
En nuestra vida diaria todos hemos dicho o escuchado frases como:
i. “El costo del pasaje esta en funcion (o depende) de la distancia existente hasta
el destino”.
ii. “El tiempo que una persona puede hablar desde su “celular” depende (es
funcién) del “crédito” que dispone.
iii. “La calificacion final que alguien obtendra en un curso estd en funcion (o
depende) de cuénto tiempo le dedique”.
iv. “Los ingresos que obtenga estan en funcion (o dependen) del tiempo que
trabaje”.
También, en el &mbito académico hemos escuchado:
“El &rea de un circulo depende (es funcién) de la longitud de su radio”,
“El volumen de un gas depende de la temperatura”, efc.
Casos particulares de las relaciones entre dos variables son las funciones.

DEFINICION 1.5 (FUNCION)

Sean A y B dos conjuntos de nimeros reales y f la regla que asigna a cada
numero x del conjunto A un Unico numero en el conjunto B, entonces:

a. Una funcién f es una relacion entre dos variables, tal que para cada
asignacion a la variable independiente se le asocia exactamente un valor de la
variable dependiente

b. El conjunto A se denomina dominio de la funcién y se representa por
A=dom( f ).

¢. El conjunto B se conoce como contradominio o codominio.

d. Si x pertenece al conjunto dom( f ), entonces f( x) es la imagen de x
bajo f .

e. El conjunto de todas las imagenes se denomina rango (recorrido, conjunto o
imagen) y lo representaremos por img ( f ).

15. Debe acotar
sus explicaciones a

situaciones  que
incluyan de forma
especifica,
Unicamente,  dos
variables.
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
xxiii. Sefiale que
en el presente | La figura l.13 muestra un esquema que muestra los elementos antes definidos.
curso solo
trataremos
fungones reales de nimero de entrada namero de salida
variable real. (preimagen ) (imagen )
correspondencia X —a f —> f(X)
dominio contradominio
FIGURA 113
ACTIVIDAD 1.6 (EJEMPLOS DE FUNCIONES)
a.Lafuncion f(x )=x con dom f = IR se denomina funcion identidad.
xxiv. Solicite al | b. La funcion f(x )=ax?+bx+c con a=0 y dom f =IR se denomina
estudiante ~que | funcion cuadratica.
trace una figura | ¢ |4 funcion f(x )=ax® +bx?+cx+d con a=0y dom f = IR se denomina

que muestre los
elementos de una
funcion.

funcién cubica.
VAN

Toda funcion real de variable real, al ser también una relacién, tiene asociada
asociada una curva que puede representarse en el plano cartesiano.

DEFINICION 1.6 (GRAFICA DE UNA FUNCION)
a. La gréfica de la funcion f , es el conjunto

G={(x,y): xedom(f)yy=F(x)}.
b. La representacion del conjunto
Gy={(x,y): xedom(f)yy=f(x)} en el plano cartesiano es “la

representacion grafica de la funcion f .

La figura .14 muestra la representacion gréfica de una funcién, asi como los
elementos que incluye.

rango

dominio
FIGURA .14

Anteriormente sefialamos que las funciones son casos particulares de relaciones,
lo que significa que todas las funciones son relaciones, pero no todas las
relaciones son funciones.
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Observaciones -
- ~ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo soluciones
sugerencias
ACTIVIDAD 1.7 (RELACIONES QUE NO SON FUNCIONES)
a. La relacion entre las variables x y y dada por (y—1) =3(x-2), noesuna
funcién, dado que, si asignamos a la variable x el valor de 3, obtenemos
y =1+ /3 ; es decir, le corresponden dos imagenes.
b. La relacion entre las variables x y y dada por x*+y? =25, no es una
funcion puesto que: si x=3 obtenemos 3% +y?=25, de donde y=—4 y
y =4, es decir le corresponden dos imagenes.
A}
xxv.  Proborcione A partir de la representacion grafica de una relacidén (entre dos variables)
e r.esentacr;ones podemos determinar si una curva pertenece o no pertenece a una funcion. Sien la | 16. En la literatura
rgficas de representacion grafica de una relacién, desplazamos una linea recta vertical sobre | es comdn llamar
?elaciones ara que | &Y del dominio, y esta recta interseca a la curva asociada en un Unico punto, | grafica de la
el eStu diaqnte entonces pertenece a una funcién. Esta caracteristica fundamenta la “prueba de la | funcion a  una
distinga _ aquellas recta vertical’, método de prueba para identificar cuando una curva pertenece a | figura y no al
que pertenecen a una funcion, vea la figura .15. conjunto que

funciones de
aquellas que no lo
son.

xxvi. Induzca al
estudiante a
establecer el

criterio de la recta
vertical para
indentificar si una
curva pertenece 0
no a una funcion.

curva asociada a una relacion A curva asociada a una funcion
y I\\ y n

A A\ 4 TN

P N A

- \\
/ ) 8

—_

= i

/

"i

I

1
i I \ [ \) | [

HE » »

a i i \ 0 b X / a i 0 b X //
I I \5 II I II
P — I L/

- F ol O\ 1
// I II I I I,
7 \/ ool
ly/ |yl
dominio de R dominio de f
FIGURA 115

PROPIEDAD 1.1

Identificacién de la curva asociada a una funcién

“Una curva, en el plano cartesiano, corresponde a una funcién si y sélo si
cualquier recta de ecuacion x=x,, para todo nimero x, en el dominio de la

funcion, interseca a la curva asociada a f en un solo punto”.

ACTIVIDAD 1.8 (IDENTIFICACION DE CURVAS ASOCIADAS A FUNCIONES)
a. En la figura 1.16., si desplazamos la recta vertical de ecuacion x=x, alo largo

del eje de las abscisas solo interseca a la curva asociada a f en un punto; por

tanto, las curvas pertenecen a funciones.

define la gréfica.
Aclare las
diferencias.

17. Una funcién
incluye un dominio,
una regla de
correspondencia y
un rango.

18. Tenga en
cuenta que
funciones con la
misma regla de
correspondencia
pueden no ser
iguales.
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
A
y N\ \\\
4 i \\\ yA i \\
! N f(x) AN
N\ fF(x)
\ / \ b \\ AN
5 /7 >X 5 / > .
e -/
b L/
i // I //
X=X 4 X=X, %
FIGURA 1.16
b. En la figura 1.17., si desplazamos la recta vertical de ecuacién x=x, a lo largo
del eje de las abscisas, interseca a la curva asociada a f en mas de un punto;
por tanto, las curvas no pertenecen a funciones.
VSN
AN
| N\
o N N
S f(x)
b
X=X, v
FIGURA 1.17
JAY
Funciones Polinomiales
xxvii. Sefiale la | Las funciones polinomiales se utilizan frecuentemente en la modelacion y estudio | 19. No confunda

importancia de las
funciones
polinomiales , asi

como algunas
posibles
aplicaciones.

de situaciones relacionadas con nuestro entorno, por ejemplo, en problemas que
involucran volimenes de estructuras (arquitectdnicas, de maquinas, esculturas,
etc.) y problemas de resistencia de materiales, entre otros. También, con base en
ellas pueden ser definidas ofro tipo de funciones (como las racionales, las
exponenciales y las logaritmicas), suelen utilizarse para aproximar valores
(concretamente imagenes) de funciones trigonométricas y de funciones
algebraicas. Las funciones polinomiales reciben este nombre puesto que su regla
de correspondencia es un polinomio.

los términos;
polinomio,
ecuacion
polinomial y
funcion polinomial.
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Observaciones -
- ~ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias ] )

XXviii. Defina | DEFINICION 1.7 (FUNCION POLINOMIAL) 20. No confunda
formamente la | p (x)=a,x"+a, ;x" ! +--+a,x? +a,x" +a, es la regla de correspondencia | los trminos:
funcion polinomial Y| e \1na funcion polinomial en la variable  , y se caracteriza por: polinomio,
el nombre de cada , " . . ecuacion

a. n es un nimero entero positivo, es la mayor de las potencias de la variable x, T
uno de  sus ] . . polinomial y
elementos y ademas determina el grado de la funcion. funcion polinomial.
relevantes. b. a,, a,4,...,83 a, &, 8, donde a,=0 son numeros reales y se

denominan coeficientes.

c. ax", a, X", a®, a,x?, ax y a, son los términos de la funcion

polinomial.

d. a,x" es el término dominante y a, es el término independiente.

€. Su dominio son todos los nimeros reales.

En la practica, en p (x)=a,x"+a, x"* +--+a;x* +a,x? +a,x* +a, se

aplican las simplificaciones:

Se escribe: a, en lugar de a,x°, x yno x*, x" por 1x" y no se escriben los

términos con coeficiente cero. Vea Ja actividad 1.9.

.~ Soicie sl | ACTIVIDAD L9 (FUNCIONES POLINOMIALES Y CARACTERISTICAS) 21, E(; rarge (0
XXix. ~oolcite - a Regla de correspondencia Variable Términos Grado recorr o) ¢ una
estudiante la (x)=x* +x? —10% + 25 . s funcion  polinomial
identificacion ~ de | & P {X/=X +Xx7—lUx+ X X', x%, -loxy 25 4 depende de la
elementos de | 9(z)=4z° -4602% +1200z 47— 46027 V 1200 3 regla de
diversas funciones : 2%, —460z° y 1200 correspondencia, y
polinomiales. ¢ h (w):%wﬁ _13 W %We y -13 6 que por lo gengrgl

no es facil
XXX ”Seﬁale las d i(r)=r‘-Cr r r‘y —Lr 4 determinarlo.
simplificaciones
practicas en la| e k(s)=-5s+9 s 55y 9 1

regla de
correspondencia de
una funcion
polinomial.

JAY

Para obtener la imagen bajo una funcién polinomial, de una asignacion a la
variable independiente, basta con efectuar la sustitucién correspondiente y realizar
las operaciones adecuadas.

ACTIVIDAD 1.10 (IMAGENES BAJO FUNCIONES POLINOMIALES)

a.Laimagen de x =5 bajo lafuncion p (x)=x*-10x—25 es
p(5)=5*-10(5)-25=550.

b. Laimagen de x=0 bajo la funcion p (x)=2x*-10x-2 es p (0)=-2.

c. La imagen de x=0 bajo la funcion p(x)=-x*-6x>+2x+4 es

p(0)=4.
A

22. Las funciones
polinomiales tienen
como dominio a
todos los nimeros
reales

(dom( p)=IR),
lo que garantiza
(junto con ofras de
sus propiedades
que se estudian en
otro tipo de
cursos), que la
curva que tienen
asociada es suave
y no presenta
“saltos” y/o “picos”.
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———___ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propésito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. Identifique posibles variables dependientes e independientes en cada uno de los siguientes casos y establezca posibles
relaciones entre pares de variables.

a. Un envase cilindrico.

b. Una caja de carton.

¢. Un rollo con alambre.

d. Un “tanque de gas”.

e. Un “recibo de la luz”.

f. Una calle en la Ciudad de México.

eescriba los intervalos en términos de las relaciones de orden <y <.
-8,17 |.

—00,12 )

-10, +o ) .

-8,16).

2
a
b
c.
d
e
f.

Al—AAf\'_';U

3. Reescriba en forma de intervalo.
a. x=>12.

b. -3<x<18.
C. 4<x<9.
d. 4<x<13.
e. X<-6.

f. 2<x<5.

4. Establezca un posible dominio en cada una de las siguientes representaciones gréficas.

y“ y“ yA yA

\ 4

»
»

_6/0 \8x P 0/5'x _6) oNg 4 x _2\/0 5 X
c.

a. b.

5. Trace gréficas de relaciones en las que el dominio sea el intervalo que se proporciona.

a. dom(r)=[-4,12 ].
b. dom(r )=(—-o0,+).
c. dom(r)=(-8,+x)
d. dom(r)=(-8,+9)
e. dom(r)=[2,+o )
f. dom(r)=(-4,+o]
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6. Busque en la WEB las distintas cdnicas en el plano cartesiano y establezca los dominios correspondientes.

7. Identifique las curvas que corresponden a funciones, justifique su respuesta

A A A yA
(/ . /\\ . /;

o AN

a b. c d

yA yA yA yA

T\
\ N

e f g. h
8.
i. Identifique las tablas que pueden representar funciones, justifique su respuesta
a. b. c. d. e. f.

x | r(x) x | r(x) x | r(x) x | r(x) x | r(x) x | r(x)
4| 1 4| 3 4| 3 4| 3 4| -8 4| -9
-1 1 —4 7 -1 7 -1 7 -1 7 -1 7

2 1 2 3 -1 7 -3 2 5 2 9
3 1 3 9 -1 7 3 3 3 6 3 9

7 1 7 12 7 12 7 6 7 12 10 12
10 1 10 -3 10 -3 10 -3 10 -8 10 -3

ii. Investigue el concepto de “diagrama sagital” y utilice diagramas sagitales para representar las tablas anteriores y decidir si
pueden o no pueden representar funciones.

9. Determine: la variable, el grado, los coeficientes y los términos de las siguientes funciones.
f(x)=21x*+6x%—x+2.

h(z)=rz%-132°-2.
J(x) 5 -10%°
(

d. p(x)=x"?-26x"-x+a,.

o

10. Desarrolle y describa las caracteristicas de la funcion (variable, grado, coeficiente dominante y coeficiente independiente).
a f(x)=(x-1)x+1)2x-1).

(x) (x2—1Xx2+3x+2).
f(x)= (x2—4x+3sz+8x+7).
(t)=(

)=(3t-1) 2t+1)t-1).

X

11.
a.Si f (x)=a,x*+ax*, verifique que f (x)=—f (—x).



22 UNIDAD | FUNCIONES POLINOMIALES

b.Si f (x)=agx® +agx® +a,x* +a,x? +a,, verifique que f (x)=—f (=x).

12. Construya la regla de correspondencia de una funcion polinomial con las siguientes caracteristicas (existen muchas
soluciones).

a. Grado tres, coeficiente del término dominante —2 y término independiente —1.

b. Grado cuatro, coeficiente del término dominante % y término independiente 0.

¢. Grado dos, coeficiente del término dominante -3y término independiente 1.
d. Grado cinco, coeficiente del término dominante 12 y término independiente —13 .

13. Las siguientes reglas de correspondencias corresponden a funciones polinomiales, determine las imagenes de las
asignaciones indicadas.

o p(x)=(x-1)(2x+1)x-2),si x=1, x=-1 y x=2.

b. p(x)=3x(x+1)(2x-3)-3,si x=0, x=-1y x=2.

c. p(x)=(x+13)(2x+8)2x-2)+3,si x=-13, x=4y x=1.

d p(x)=-2(x+1)(x-1)x+2)-12,si x=-1, x=1y x=-2.

Q

14. ACTIVIDAD (Uso de las funciones polinomiales)
El nimero “e” es uno de los nimeros mas importantes en matematicas y su valor puede aproximarse utilizando funciones
polinomiales.

2
» . ‘. . . X X « . 7
e” por medio de la funcion polinomial f (x)=e* z1+I+7 se llama “aproximacion

“

a. La aproximacién al nimero

cuadratica”. Determinela.

x x2 X8

b. La aproximacion al nimero “e ” por medio de la funcion polinomial f (x)=e* z1+1+7+? se llama “aproximacion
cubica”. Determinela.
2 3 4
L g « w . . . . « X X X X
c. La aproximacion al numero “e” por medio de la funcion polinomial f (x)=e z1+1+7+?+ﬂ se llama

“aproximacién cuartica”. Determinela.

15. ACTIVIDAD (Uso de las funciones polinomiales)
. X XZ X3 X4
Considere que f (x)=e*~l+ -+ +2 4+
1 2 6 24

2

H “« =1 H HIA H H X X “, H e Y ”
a. Aproxime “e~*” por medio de la funcién polinomial f (x )=e* z1+I+7 (“aproximacién cuadrética”).

x x2 x°

b. Aproxime “e " por medio de la funcién polinomial f (x )=e* ~1+ I+ 7+ & (“aproximacion cubica”). Determinela.

X2 X3 4

c. Aproxime “e™*” por medio de la funcion polinomial  f (X):exz1+%+7+?+ﬂ (“aproximacién cuértica”).

Determinela.



, EL ALGEBRA EN LAS
SECOION FUNCIONES
POLINOMIALES

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

CONTENIDOS

SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS

Apr.4 Aplicara la division sintética, el teorema del | Division sintética, teorema del
1.2 residuo, el teorema del factor y su reciproco para | "€siduo, teorema del factor y
: iy Su reciproco.

determinar los ceros de f y su grafica. P

CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
Ceros de funciones, raices de ecuaciones.

Factores.

Multiplicaciones.

Multiplicidad.

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se invierten 8 horas en el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS
Algoritmo de la division.

Division sintética.

Uso del teorema del residuo.

Uso del teorema del factor.

Uso del teorema de las raices racionales.

Uso del teorema de factorizacion lineal.

DESARROLLO
Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos problematicos y
propuestas de solucion.




24 UNIDAD | FUNCIONES POLINOMIALES
Observaciones -

- ~ - . Dificultades y

y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

i. Aunque puede | Con el propésito de relacionar la regla de correspondencia de una funcién | 1. Bajo una funcion
prescindir del | polinomial con su representacién grafica y analizar su comportamiento, es | polinomial p, la
Teorema del valor | necesario conocer y aplicar los elementos que son imprescindibles para este | imagen de un
intemedio, en | proceso. Los puntos en los que la curva asociada a una funcion polinomial cruza a | intervalo  cerrado
particular el | los ejes coordenados presentan gran utilidad en su caracterizacion, 10s | es un intervalo
teorema de los | fundamentos tedricas de la existencia de estos puntos de interseccion con el eje | cerrado.

ceros de Bolzano,
no esta por demas
mencionarlo al ser

una de las
propiedades mas
elegantes e
intuitvas  de las

funciones continuas
(como lo son las
funciones

polinomiales), y es

quiza la  Unica
oportunidad  que
tienen los
estudiantes  para
conocerlo.

ii. Bajo una funcién
polinomial p, la
imagen de un
intervalo cerrado es
un intervalo
cerrado.

iii. Invite al
estudiante a
proporcionar la
definicion de un
cero de una
funcion, apoyelo y
formalicela.

cartesiano horizontal se basa en la propiedad del valor intermedio, de manera
informal esta propiedad afirma:
“Si a la variable x le son asignados todos los nimeros desde a hasta b
(a<b), entonces la funcién f asume todas las im&genes comprendidas entre

f (a)y f (b)”, vealafigura 1.18.

y

f(b)

y

k

f(a)

/

}

v

0

|
|
|
|
|
|
a

X

0

FIGURA 1.18

v

o b———————a1—

Un caso particular de la propiedad del “valor intermedio’, se da cuando
g(x)=k=0, es decir, si la curva asociada a la funcion g (x )=k =0 coincide

coneleje x.Si f esunafuncién polinomial con dominio en el intervalo cerrado
[a,b ], ylasimagenes f (a)y f (b) tienen signos opuestos, entonces
una de las funciones g (x )=k es cero (al revés no es cierto), vea la figura 1.19.
Los nimeros x, , Xo; ¥ Xo; €n (a, b ), mostrados en la figura 1.19 son de
gran utilidad en el trazo de la grafica de una funcién polinomial y se denominan

“ceros”.

y

Y4 f A .

f(b) f(a)fF

|

I

f(%)=0 | L\ b
0f aj X, b X ol a Mm X5 >

f(a) | f(b)
FIGURA 1.19

DEFINICION 1.8 (CEROS Y RAICES)
Sea: la funcion polinomial p (x)=a,x" +a, X" +--+ax+a, y X, un
numero real tal que p (x, )=0, entonces:
a. x, se denomina cero real (o simplemente cero) de p .

b. Si x, al ser sustituido en la ecuacion a,x" +a, x"'+---+a,x+a, =0
genera una identidad, se denomina raiz.

2. S6lo mencione y
explique de
manera geométrica
la  “belleza” vy
utilidad del
teorema de los
ceros de Bolzano,
tenga en cuenta
que una utilidad
practica de esta
propiedad es la de
identificar los
intervalos en que
una funcién es
positiva de
aquellos que no lo
son.

3. Debe tener en
cuenta que la
denominaciéon  de
ceros se refiere a
funciones, y que la
denominacién de
raiz se refiere a
ecuaciones. Cada
vez que utilice
estos  conceptos
haga referencia al
contexto en que los
utiliza.
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

iv. Induzca al | Andamio algebraico que apoya el trazo de la grafica de una

estudiante a | funcion polinomial

identificar el punto | Un primer elemento en el trazo de la grafica de una funcion polinomial es la

Iy (0,a ) determinacion de los puntos en que su curva interseca a los ejes coordenados, el

como el punto de
interseccion de la
curva asociada a la
funcién  polinomial
p(x)yeleje y.

v. Indique al
estudiante la
necesidad de
CONOCEr  procesos
de factorizacién de
polinomios.

vi. Sefiale que el
algoritmo  de la
divisién es de gran
utlidad en el
proceso de
fatorizacion de una
ecuacion

polinomial.

vii. Resalte el
hecho que en el
algoritmo de la
divisién,  cuando
r(x)=0,

entonces d(x) es
un  factor de

p(x).

punto de interseccion con el eje de las ordenadas es el punto 1, (0, p(0) ),
cuyo proceso de calculo no presenta complicaciones.

PROPIEDAD 1.2 (EL PUNTO DE INTERSECCION CON EL EJE y)
Sea p (x) una funcién polinomial con término independiente a,, entonces el
punto de interseccion de la curva asociada a p (x) con el eje y es

Iy ( 0,p (0)=a0 )

La determinacion de los puntos de interseccion de la curva asociada a una funcién
polinomial con el eje x suele resultar bastante complicado (si es que existen) y
requiere de dar solucién a la ecuacién polinomial
a, X" +a, X" +-+a;x+a, =0,

Si rescribimos la ecuacion polinomial a,x" +a, ;x"* +---+a,x+a, =0 en la
forma  (x—x N x—x, \ x—x3 )---(x—x, )=0, entonces sus raices
(soluciones) se obtienen de forma inmediata y éstas son x=x;, x=X,, X=Xg,

-+, x=Xx,, por lo que las intersecciones entre la curva asociadaa p (x)y el
eje de las abscisas son los puntos

le( X, 0 ) Ix2( Xz, 0 ) Lo (X5 ,0), - |x1(X1v0)’

razon por la cual es necesario el uso de herramientas de factorizacién de
polinomios.

ALGORITMO 1.4 (DE LA DIVISION)
Afirma que si p(x)y d (x)=0 son polinomios, entonces existen dos Unicos

polinomios ¢ (x) y r(x) tales que p(x)=d (x)c(x)+r(x), donde el
grado del polinomio r (x) es menor que el grado del polinomio ¢ (x). Los
polinomios p (x)y d (x) son el dividendo y el divisor, respectivamente.

c(x)

d(x) I p(x)

r

X
X

p(x)=c(x)d(x)+r

FIGURA 1.20

ACTIVIDAD 1.11 (|DENT|F|CAC|ON DE LOS ELEMENTOS DE UNA D|V|S|ON)
3 2
a.En X O X-12 a0 qoxiass 1B
X—2 X—2

Dividendo p ( x )=3x® +6x? —9x—12, divisor d( x )=x—2, cociente:

¢ (x )=3x?+12x+15 yresiduo r=18.
b. Observe que
p(x)=c(x)d(x)+r(x ):(SX2 +12x+15 X x—2 )+11=3x%+6x> —9x-19
A

4. Tenga presentes
las diferencias

entre  polinomio,
ecuacion
polinomial y

funcion polinomial.
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Observaciones Dificultades
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo . y
. soluciones
ugerencias

viii. Verifique que
los términos de los
polinomios

involucrados en el
proceso estan en
orden decreciente.

ACTIVIDAD 1.12 (DIVISION DE POLINOMIOS)

Para dividir p(x )=x* +x-66 por d(x )=x—4 se procede como sigue:

se obtuvo de 4_))(( 2: 4x
X* , _ seobtuvode T 7%,
x 1, I X
X + 4x + 17
2
X-4 | x>+ O + x - 66
O+ 4y’ resultado de -x2(x-4)
4x 24 X se obtuvo al simplificar
- 4x2+ 16x resultado de -4x (x-4)
17x - 66 se obtuvo al simplificar
-17x + 68 resultado de -17 (x-4)
2 se obtuvo al simplificar
FIGURA |.21
Lo =B+ x+ X3 . 5 :
La division ——— =" tiene por cociente c(x )=x*+4x+17 y residuo

r =2, note que éste es lineal.

1. Suprimimos “x”

y sus potencias

2. Omitimos los términos que
resultan de multiplicar el
nuevo cociente por “x”

X%+ ax + 17 1+4 17 1+4 17
x-4| x*+ox’+x-66 -4| 1 0o 1 -66 4| 1 0 1 -66
O+ 4x? -1 4 4
4x% + x 4 4
<42+ 16x -4 16 16
17x - 66 17 -66 17
-17x + 68 -17 68 - 68
2 2 2
3. Comprimimos las operaciones 4, E| Gltimo nmero de la tercera fila corresponde
1+ 4 +17 al numerador del residuo, los nimeros anteriores son
los coeficientes del cociente que es un polinomio de
-4 1 0 1 -66 grado dos
4 16 -68 5
c(x)=x+ 4x + 17 r=2
4 17 2

El proceso anterior da origen

en muchos casos reduce (simplifica) la operacién

operaciones aritméticas.

FIGURA 1.22

al “algoritmo de la division sintética”, algoritmo que
p

a unas cuantas

0

JAY
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

ix. Resalte el hecho
de que en el
algoritmo  de la

division, Si
r(x)=0 y
d(x) es una
expresion  lineal,

entonces d(x) es

un factor lineal, y
r(x) es
constante.

X. Muestre al
estudiante la
obtencion del
algoritmo de la
division  sintética
(regla de Ruffini).

xi. Proponga una
divisén, una vez
resuelta, elimine la
‘variable” y luego
reagrupe los
coeficientes
convenientes hasta
obtener la regla de
Ruffini.

ALGORITMO 1.5 (DE LA DIVISION SINTETICA)
Para efectuar la division

X—Xo | a,x" +a, X" Tra, ,x"24+a,x? +axt +a,
1. Ordene los términos del polinomio dividendo p en forma descendente y ponga
en una primera fila los coeficientes, sustituya con un cero el coeficiente del
término que falte.
2. Escriba x,, “el divisor sintético”, en la primera fila y a la izquierda de los

coeficientes.
3. Ponga el coeficiente del término de mayor grado a,, al inicio de la tercera fila.

4. Multiplique a, por x,; escriba el producto a,-x, en la segunda fila,
exactamente debajo de a,_,, sume con a,_, Y escribalasuma a, X, +a,,enla
tercera fila bajo a,,_,.

5. Multiplique la suma del paso cuatro por x, ; escriba el producto en la segunda
fila bajo a,_,,sumeloa a,_, y escriba la suma en la tercera fila debajo de a,,_,.

6. Repita el proceso del paso cinco hasta que haya sumado un producto al
término constante del polinomio a, .

Los primeros n nimeros de la tercera fila son los coeficientes del cociente, que
es un polinomio de grado n—1 , y el dltimo numero r de la tercera fila es el
residuo

La figura 1.23 es un esquema que indica la forma de usar del algoritmo de la
division sintética.

[4
+
+
QO
x
+
Qo

a - LN}
0 n an—l aan an—3 e 1 %

[coe [ ][] | | [ 1]

l 21T 2 1T » 7
L]
I
v

e e e e 7 e

coeficientes | a, | | | L
I
)
]

1 1 ]
v v v v
O O O O

x* r

o r
multiplicar  numerador del

SIGNIFICADO o
términos residuo

colocar 1 sumar
términos términos

FIGURA 1.23

ACTIVIDAD 1.13 (DIVISION SINTETICA)
a. Resolvamos por divisién sintética

x -4 | 5x% 8x% 2x-6
1. Los términos de los polinomios ya estan ordenados de forma decreciente.
2. Listamos los coeficientes.
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Observaciones

y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo D|f|cult-ades y
. soluciones
sugerencias
xii. Proponga al 4] 5 -8 2 -6
estudiante
gjisirscigcrl]os sintétic: 3. Bajamos el primer coeficiente a la fila tres.

para practicar.

i|5—82—6

5

4. Multiplicamos el primer coeficiente de la fila tres por 4, y colocamos el
resultado abajo del siguiente coeficiente, efectuamos la suma.

5. Repetimos el paso anterior utilizando todos los coeficientes.

4] 5 -8 2 -6

20 48 200

5 12 50 194 «€— residuo,
6. Los primeros tres nimeros de la tercera fila son los coeficientes del cociente
c(x), el dltimo término es el residuo. Entonces c(x )=5x*+12x+50 y
3 g2 _
r =194 ; por tanto M:Sﬁ +12x+50+£44.
X— X —

b. Resolvamos por division sintética

x+2 | 2x*-x % 11x %+ 4x + 14
1. Los términos de los polinomios ya estan ordenados de forma decreciente.
2. Listamos los coeficientes.

ﬂz-1-1.1414

3. Bajamos el primer coeficiente a la fila tres.

ﬂ2-1-11414

2
4. Multiplicamos el primer coeficiente de la fila tres por -2, y colocamos el
resultado abajo del siguiente coeficiente, efectuamos la suma.

ﬂ2-1-11414

-4

2 -5
5. Repetimos el paso anterior utilizando todos los coeficientes.
ﬂ 2 1 -1 4 14

-4 10 2 -12

2 5 -1 6 2 <«—residuo

6. Los primeros cuatro nimeros de la tercera fila son los coeficientes del cociente
c(x), el ultimo término es el residuo. Entonces, ¢ (x )=2x*-5x* —x+6 Yy

4 3 1142
2xX7 =x7 =11x +4X+14=2x375x27x+6+ 2
X+2

r = 2; por tanto .
X+2
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

xiii. Proponga
casos particulares
del teorema del
factor para
establecer
conjeturas sobre
esta propiedad.

xiv. Guie al
estudiante para que
“descubra”, que si
X =X, €S una raiz
de la ecuacion
polinomial
ax"+---+a,=0,
p
X=X,
tiene residuo cero.

entonces

EL TEOREMA DEL FACTOR
Tanto el algoritmo de la division como el teorema del factor presentan gran utilidad
para determinar las raices y los factores de una ecuacién polinomial.

ACTIVIDAD 1.14 (ANTECEDENTES DEL TEOREMA DEL FACTOR)
a. El resultado del producto (x+4)x-1) es el polinomio x*+3x—4

(verifiquelo); es decir, x®+3x—4=(x+4)x-1), luego los factores del
polinomio x? +3x—4 son (x+4) y (x-1). Ahora bien, si sustituimos los

nimeros x=—4 y x=1 en el polinomio x? +3x—4 obtenemos 0, por tanto,
x=-4 y x=1 son las raices de la ecuacion polinomial x* +3x—4=0.
b. El resultado del producto (x-3)x-1)x+2) es el

x® —2x? —5x+6 (verifiquelo); es decir,
x® —2x% —5x+6=(x-3)x-1)x+2) por lo que los factores del polinomio

polinomio

x® —2x2 —5x+6 son

(x=3), (x=1)y (x+2).
Observe que si sustituimos los nimeros x=3, x=1y x=-2 en el polinomio
x® —2x2 —5x+6 obtenemos 0; por tanto, x=3, x=1Yy x=-2 son las raices

de la ecuacion polinomial x® —2x2 —5x+6=0.
JAY

Las observaciones hechas en la actividad .14 representas caracteristicas
particulares de la proposicion conocida como teorema del factor, mismo que
enunciamos a continuacion.

PROPIEDAD 1.3 (TEOREMA DEL FACTOR)
La ecuacion polinomial a,x" +a, ;X" +---+a,x+a, =0 tiene un factor x—x,
siy solosi x, es una de sus raices.

n n-1 _
(ax +tax, +..+3)=0

g

(BX+b X+.4D) (X - X)=0

FIGURA 1.24

Estrechamente relacionado con el teorema del factor esta el teorema del residuo.
Por lo general, al efectuar la divisién de un polinomio por un binomio el residuo no
es cero, veamos la actividad 1.15.

ACTIVIDAD 115 (ANTECEDENTES DEL TEOREMA DEL RESIDUQ)

a. ;Es x—1 un factor del polinomio x®—2x? —x—27? Podemos responder esta
pregunta utilizando el teorema del factor. Supongamos que en efecto, x—1 es un
factor del polinomio x®—2x? —x—2, esto implica que x=1 es una raiz de la
ecuacion  x®-2x>—-x—2=0, lo cual es falso puesto que

(1P -2(1)—(1)-2=—4=0.

5. Aclare el
concepto de factor
y evite
confusiones.
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Observaciones

y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo D|f|cult_ades y
. soluciones
sugerencias
XV. Proponga x3 —2x2 _x

casos particulares
del teorema del

residuo para
establecer
conjeturas  sobre

esta propiedad.

xvi. Guie al
estudiante para que
descubra que: si el
polinomio
a,x"+---+a, S€
divide por x-x, ,
entonces tiene
residuo p(x, ).

xvii. Aplique el
teorema del factor.

R -2 . . . .
Por otra parte, la divisién tiene como cociente al polinomio

c(x)=x*>-x-2 yresiduo r=—4.

b. ;Es x—3 un factor del polinomio x®—2x? —x—27? Podemos responder esta
pregunta utilizando el teorema del factor. Supongamos que x-—3 es un factor de
del polinomio x® —2x? —x—2, esto implica que x=3 es una raiz de la ecuacion
x® —2x2 —x—2=0, lo cual es falso puesto que (3)° -2(3)* —(3)-2=4=0.

x3-2x2 —x-2

Por otra parte, la divisién tiene como cociente al polinomio

c(x)=x*-x-2 yresiduo r=4.

JAY
En la actividad /.15, el lector debié notar que la “posible raiz” (obtenida a partir del
“posible factor”) al ser sustituida en el polinomio generé un nimero que coincide
con el residuo de la divisién del polinomio y el “posible factor”.

Estas observaciones son casos particulares del teorema del residuo, mismo que
enunciamos a continuacion.

PROPIEDAD 1.4 (TEOREMA DEL RESIDUO)
Si el polinomio p se divide por x —x, , entonces su residuo es p( x, )

En la figura 1.25 p representa a un polinomio.

p residuo
X=X p(x%)
FIGURA 1.25

Practiquemos con el teorema del residuo.

ACTIVIDAD 116 (USO DEL TEOREMA DEL RESIDUO)
x3 +2x2 -3x-8
X +

a. Obtengamos el residuo de sin dividir. En este caso x=-2,

entonces r=(-2)+2(-2) -3(-2)-8=-2. Utiizando division sintética
podemos verificar el resultado anterior.

-2 «— residuo
Obtenemos r=-2.

4 3 _ 2
b. Si 2x" —x° —8x“ +4x+8

x—1

,entonces r=2(1)" —(1)’ -8(1)* +4(1)+8=5.

6. jUn uso correcto
del teorema del
residuo  requiere
que el numerador
del residuo sea
independiente  de
la variable (en
nuestro caso x )!
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
5 3 2
c.5i XX T8I ntonces r=(-1f +(-1)*-8(-1) +4=-6.

xviii. Guie al
estudiante para que
“descubra” la
relacion entre los
teoremas del
residuo y del factor.

Xix. Presente al
estudiante el
teorema de los
ceros racionales.

xx. Establezca el

algoritmo para
determinar las
posibles raices

racionales de una
ecuacion
polinomial.

xxi. Guie al
estudiante en el
calculo de los
posibles ceros
racionales.

x+1
AN

PROPIEDAD 1.5 (RELACION ENTRE LOS TEOREMAS DEL RESIDUO Y DEL
FACTOR)

Sean p un polinomioy r el residuo de la operacién P

0
a. El residuo r es el nimero que se obtiene al sustituir x, en p.

b. Si r=0, entonces x—x, es un factor de p, y viceversa, si x—Xx, €S un
factor de p, entonces r=0.

¢.Si r=0,entonces x=x, esunaraizde p=0,y viceversa, si x=Xx, €suna
raizde p=0,entonces r=0.

, entonces:

Otra propiedad algebraica que se relaciona con la determinacién de los ceros de
las funciones polinomiales es la propiedad de los “ceros racionales”. Dadas las
caracteristicas de este curso, nos conformaremos con sefialarlo y aplicarlo.

PROPIEDAD 1.6 (TEOREMA DE LOS CEROS RACIONALES)
Sea a,x"+a, x""+---+a,x+a, =0 una ecuacion polinomial con coeficientes
enteros, coeficiente dominante a, =0 y coeficiente independiente a, =0. Si el

numero (irreducible) — es una de las raices de la ecuacién, entonces el nimero
S
r esdivisor de a, yelnimero s es divisor de a, .

Si a, =1 en la propiedad 1.5 , entonces las posibles raices racionales de

X" +a, X" +---+a,x+a, =0 son los divisores del término independiente a, .

ALGORITMO 1.3 (RECONOCIMIENTO DE LAS RAICES RACIONALES)
1. Identifique el coeficiente independiente a, =0 de

a,x" +a, X" +---+a,x+a, =0 y haga una lista de todos sus divisores.
2. Identifique el coeficiente  dominante  (lider)

a,x"+a, X" +---+a,x+a, =0 y enliste todos sus divisores.

a,#0 de

divisores del coeficiente independiente

divisores del coeficiente dominante
4. Sustituya directamente (también puede utilizar una divisién sintética) las
posibles raices racionales en la ecuacién polinomial y determine cuales son
raices.
5. Si el coeficiente del término dominante es 1, los posibles ceros racionales de

x"+a,,x" +---+a;x+a, =0 son los divisores del coeficiente independiente.

3. Forme todas las divisiones:

La actividad I.17 muestra la forma de uso del algoritmo 1.3.

ACTIVIDAD 1.17 (POSIBLES RAICES RACIONALES)

a.En x*+2x?> —x—2=0, a, =-2 tiene como factores (o divisores) -2, -1, 1
y 2. a; =1 tiene como factores (o divisores) a -1 y 1, entonces las posibles
raices son:

7. No se encuentra
al alcance de esta
obra la
demostracion del
teorema de los
ceros racionales,
tampoco es
proposito el
demostrarlo.
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Observaciones -
. . . .o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

a -1 1
8y
-2 X=-2 | x=-2
-1 x=1 x=-1
1 x=-1 x=1
X=-2 X=2
TABLA 11

Por tanto, las posibles raices racionales son: -2, -1, 1 y 2. De estas, las raices
racionales del polinomio: son -2, -1 y 1 puesto que

(-2P+2(-2)P—-(-2)-2=0, (-1 +2(-1)*~(-1)-2=0y
(1) +2(2y-(1)-2=0.
b. En 2x* —5x? + x+2=0, el coeficiente independiente es a, =2 y tiene como
divisoresa —2,-1 , 1 y 2. El coeficiente dominante es a; =2 y tiene como

divisores a —2,-1 , 1 y 2. Los posibles raices racionales son las entradas
mostradas en la tabla |.2.

a3
-2 -1 1 2
8y
-2 x=1 X=2 X=-2 x=-1
-1 x:E x=1 Xx=-1 x:—3
2 2
1
1 X:_E x=-1 x=1 X:%
2 x=-1 X=-2 X=2 x=1
TABLA 1.2

Por tanto; las posibles raices racionales son: -2, -1, , 1y 2.De éstas,

N |-

_1
27

. . 1
las raices racionales son — > 1y 2, puesto que

2[—;]3—5[—;]2{—;) 2=0, 2(1)-5(1y +(1)+2=0y

2(2)-5(2)+(2)+2=0.

c. En 5x3 —10x? -17x+3=0, a; =5 y sus divisores son -1, -5, 1 y 5. Por
otra parte, a, =3 tiene como divisores -1, -3, 1 y 3. Los posibles ceros
racionales son las entradas mostradas en la tabla I.3.

a
-5 -1 1 5
2
3 1 3
- X=—= X== = X=—>
3 5 5 | x=73 5
1
-1 X=— x=1 x=-1 x:—l
5 5
1
1 X=—— 1] x=-1 x=1 X=E
5 5
3 3
3 X=—— | x=-3 x=3 X=—
5 5

TABLA 1.3

8. Evite presentar
ecuaciones

polinomiales en las
que sea excesivo
el  numero de
posibles raices
racionales.

9. Aclare que no
necesariamente
todos las posibles
raices racionales
son raices.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

xxii. Aborde el
concepto de
multiplicidad de
raices.

XXiii. Proponga
ecuaciones
polinomiales cuya
factorizacion
incluya  factores
repetidos.

Por tanto, las posibles raices racionales son -3, -1, — , 1y 3.De éstas,

Ul w
Ul w

raices racionales ninguna lo es, verifiquelo.
[AY

Existen ecuaciones polinomiales en las que una o mas raices se repiten, por
ejemplo, la ecuacion x% +6x2 +12x+8=0 equivale a
(x+2 X x+2 Y x+2)=0. Por tanto; tiene raiz x=-2 de ‘multiplicidad tres”.

DEFINICION 1.9 (MULTIPLICIDAD DE UNA RAIZ)
Si x=x, es unaraizde a,x" +a, X" +--+ax+a,=0y (x—x, ) esuno
fde sus factores, se dice que la raiz x =x, tiene multiplicidad k .

ACTIVIDAD 1.18 (MULTIPLICIDAD)

a. Si (x+1)(x+2)=0, las raices son Xy =-1 Yy Xp=-2 cON
multiplicidades 3 y 2 respectivamente (note que las multiplicidades coinciden
con las potencias de los factores).

b. En x? (x+3)*(x-9)=0, las multiplicidades de las raices xy, =0, xg, =-3
Y Xe3 =9 80N 2, 3y 1, respectivamente.
A

El nmero de raices de a,x" +a, ;x"*+---+a,x+a, =0 esta relacionado con
el grado n, asi la ecuacion a,x" +a, ;x"* +---+a;x+a, =0 tiene alo mas n

raices reales (algunas se pueden repetir), esta propiedad es un caso particular del
teorema Fundamental del Algebra mismo que enunciamos (en términos de
ecuaciones polinomiales) a continuacion.

PROPIEDAD 1.7 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA)
La ecuacion a,x" +a, ;x"* +---+a;x+a, =0 tiene al menos una raiz.

ACTIVIDAD 1.19 (RAICES Y GRADO DE UNA ECUACION POLINOMIAL)
a. La ecuacion x—8=0 tiene exactamente unaraiz, éstaes x=8.

b. La funcion p( x )=x®-6x? —27x=x(x+3 ) x-9) tiene exactamente tres
ceros, estos son x=0, x=-3 y x=9.

¢. La fecuacion x* +1=0 no tiene raices reales.
JAY

La combinacion de los teoremas: fundamental del algebra, del residuo y del factor,
garantizan que la ecuacion polinomial a,x" +a, ;x"™* +---+a;x+a, =0 pueda
rescribirse como el producto de n factores lineales (algunos de ellos pueden
estar repetidos, otros pueden no incluir nimeros reales y por tanto carecer de
interés en este curso), es decir en la forma
a,(x=x N x=x, \x=x3 )---(x=x, )=0, siendo x,, X;, X, ---, X, las raices
de la ecuacion. Esta propiedad se conoce como “Teorema de factorizacion lineal’.

PROPIEDAD 1.8 (TEOREMA DE LA FACTORIZACION LINEAL)
La ecuacion a,x" +a, ;x"* +---+a,x+a, =0 tiene n factores lineales.
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ACTIVIDAD 1.20 (USO DEL TEOREMA DE FACTORIZACION LINEAL)
Para “factorizar linealmente” la ecuacion 2x® —x®> —8x+4=0, note que uno de
] o 23 —x2—8x+4 .

sus raices es x,=2, y que la division — 5 tiene cociente

c(x)=2x*+3x~-2.Laecuacion 2x?+3x—2=0 tiene raices x=-2 y x= %

(verifiquelo), en consecuencia 2x* +3x—2=( x+2 { x—% J =0.

En la ecuacion 9x* +3x?—2x=0 una de las raices es x,=0, por tanto,

3 2
wzgxz +3x—2.Pero 9x%+3x—2=0 tiene como raices x :%
X i
xxiv. Proponga al 2 o 2 1) .
estudiante que | Y X=-73 (iverifiquelo!), entonces 9x* +3x—2= x( X+ I X=3 j , finalmente
aplique el teorema
de la factorizacidon | gx3 +3x2 —2x = x( x+3 j( x_l j =0.
lineal. 3 3
A

———____ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propdsito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. Determine las raices. Verifique sus resultados utilizando el teorema del residuo.

a f(x)=2%(x+2)x-3). b. f (x)=(2x+2)4x-8). c. f(x)=x*(6x-12)x-1).
d. f(x)=(x+1)x+2)x-6). e. f(x)=(4-2x)2x+6)2x-1). f f (x)=2x>-3x*-5x-12.
g f (x)=2x"+3x? -8x+3.

2. Utilice division sintética y exprese el polinomio dividendo en la forma p(x )=c(x)-d(x)+r.

2
a. x+2| 3 x2 ax-4 b. x-2 | 8x 3+ x°- 10x -4 c. x+3| x* 3¢+ 2x%Tx -4
d x+ 1| X% ax* X3+ x%+ 2x -4 e. x-1 x- 9 f.ox+2| 28+ 32

4 3 2 5 3 2
Iis X +X°+x°-14x-4 . 4x> —8x° +x“ —-10x—4
. X=-2 4x7- 64 . .
9 . h X+4 ] ! x-1 .
N K x* =33 +2x2 +17x—4 | x5 —ax* —x®+x% +2x—4
) x—1 ) X+2 _ ) x—1

3. Obtenga el residuo sin efectuar la division.

2
a. x+2| xor X% 4x-4 b. x-2 | 8x+ x% 10x-4 c. x+3| x% 33+ 2x%7x -4
d x+ 1| X2 ax*s 33 X%+ 2x -4 e. x-1 X8- 9 f. x+2 8+ 32

4 3 2 5 3 2
-14x-4 4x° — -10x-4
g x-2 |74x5- o4 h. X"+ X% +X X i X> —8X° +X 0x

X+4 ] x-1
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4. Utilice el algoritmo de la division sintética y luego aplique el teorema del residuo para verificar que f (x, )=r .

a. x3+3x% —14x+2=0,si x, =1. b. x® —5x% —11x+10=0, si x, =-2.
C. 15x* +10x® —6x2 +14=0,si x,=3. d. x* —x?-14x+12=0, si x, =4.
e. 2x* —3x* —4x+8=0, si x, =1. f. 6x* +10x> —6x° +4x+14=0,8 x,=-2.

5. Utilice la division sintética y el teorema del residuo para verificar que el (los) nimero(s) indicado(s) es (son) raiz de la ecuacién
polinomial, posteriormente factoricela.

a. 2x° —14x+12=0, x, =2. b. 2x® +6x* ~96x-288=0, X, =-3.
c. x*-14x+13=0, x,=1. d. x* —4x® -15x? +58x—40=0, X =5 Y Xg =—4.
e. 8x* —14x3 —71x* —10x+24=0, X, =2 Y Xp, =4.

6. Determine las posibles raices racionales, seleccione aquellos que lo son..

a. x®—2x% -11x+12=0. b. x> —6x% +2x+3=0.

c. x*—2x* —6x+12=0. d. —2x* —9x® —3x+4=0.
3 2 3

e. 1x’-Ix*-2x4+9=0. f. £x°-3x-4=0.

g. 2x* +7x3 —6x2 —=7x% +4=0. h. —2x* —7x3 +12x% +28x-16 =0.
i —3x* —4x3 +3x+4=0. jo —x* +8x% —22x2 +24x—-9=0.
4 32 _ 4 3 2,74 —
ko 2x*—2x° —x*+4x+4=0. lox* =2 —1Ix*+2x-8=0.

m. x*+3x%-4x?_2yx_2-0.

4

7. Construya ecuacones polinomiales con las siguientes condiciones.
a. Grado tres, raices: x, =-1, x, =-2 Yy X5 =4, con coeficiente del término dominante a, =1.

b. Grado tres, raices: x, =—4 y x, =—2 de multiplicidad dos, con coeficiente del término dominante a, =1.
c. Grado tres, raices: x, =5 y x, = + de multiplicidad dos, con coeficiente del término dominante a, =1.
d. Grado tres, raices: x, =+ de multipicidad dos y x, =+, con coeficiente del término dominante a, =4.

e. Grado tres, raices: x, =-1, x,

-+ ¥ X3 =4, con coeficiente del término dominante a; =2.

f. Grado tres, raices: x, =5y x, =2 de multiplicidad dos, con coeficiente del término dominante a; =—4.

g. Grado cuatro, raices: x, =—1, x, =-2, X; =4 Yy x, =1, con coeficiente del término dominante a, =1.

h. Grado cuatro, raices: x, =—4 y x, =—2, ambas con multiplicidad dos, con coeficiente del término dominante a, =—1.
i. Grado cuatro, raices: x, =5 y x, =+ ambas con multiplicidad dos, con coeficiente del término dominante a; =2.

j- Grado cuatro, raices: x, =2 de multipicidad tres y x, = %, con coeficiente del término dominante a; =-2.

k. Grado cuatro, raices: x, =—%y x, =—% con multiplidad tres y coeficiente del término dominante a, =1.

. Grado cuatro, raices: x, =5 y x, =2 ambas de multiplicidad dos, con coeficiente del término dominante a; =1 .
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APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

CONTENIDOS

SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS

Apr.5 Construira una funcion polinomial a partir de las | Ceros de multiplicidad impar o
raices reales de su ecuacion y bosquejara su grafica. A | P&l para  observar el

1.3 partir de una funcion polinomial calcularg los ceros y comportgmento graﬂco.l
o e Graficacion de  funciones.
realizara su grafica.

Calculo de ceros y graficacion
de funciones.

CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
Puntos en los que la curva asociada a una funcidn interseca alos ejes coordenados.
Comportamiento alrededor de un punto.

Comportamiento extremo.

Bosquejo de la grafica de una funcién.

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se invierten 7 horas en el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS

Construccion de la grafica de una funcion.

DESARROLLO
(Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos problematicos y
propuestas de solucion.
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i. Sefale la | Las propiedades algebraicas de las ecuaciones polinomiales antes mencionadas, | 1. Las funciones

importancia de los
conceptos tratados
en la  seccion
anterior, para el
bosquejo de la
grafica de una
funcién polinomial.

ii. Indique el
significado de
‘bosquejo de la
grafica de una

funcién polinomial”.

iii. No pierda de
vista que al tratar
con funciones
ahora lo correcto es
hablar de ceros de
una funcién (jy no
de raices de una
funcion!).

iv. Presente figuras
que muestren
funciones positivas
y funciones
negativas.

y otras que trataremos a continuacion, constituyen parte del proceso a seguir para
construir un “bosquejo” (aproximacion a la forma real de la curva asociada) de la
gréafica de una funcién polinomial.

Para la construccion del “bosquejo de la curva asociada a una funcién polinomial”,
es conveniente rescribir la regla de correspondencia apropiadamente, y para esto,
las propiedades que estableceremos a continuacién son de gran apoyo. Asi, para
trazar la curva correspondiente a una funcion debemos tener en cuenta que:

1. Los puntos donde la curva asociada a una funcion polinomial interseca al eje de
las abscisas tienen como primera coordanada a los ceros de la funcién polinomial,
y la segunda coordenada del punto donde interseca al eje de las ordenadas es el
término independiente de la regla de correspondencia.

y Xo1+ %20 %03Y %oa

A
son los ceros de f

AVR

X01\‘/)%2 %S X4
(0,a,) Ppunto de interseccion

con el eje de las
ordenadas

FIGURA 1.26

2. Una funcién f es positiva sobre un intervalo si y sélo si todas las imagenes de
los puntos del intervalo son positivas, similarmente, entenderemos que una
funcion polinomial f es negativa sobre un intervalo si y solo si todas las
imégenes de los puntos del intervalo son negativas. Las funciones polinomiales
positivas (0 negativas), no tienen ceros, su curva asociada no interseca al eje “x ”.
Por otra parte, una funcion polinomial no positiva (0 no negativa) interseca al eje
xpor lo menos en un punto de la forma 1, (x,,0 ), donde x, es un cero de la

funcién y alrededor de estos puntos el signo de f puede no cambiar.

f es negativa sobre
(-e,a)u(b,c) v (d +=)

f es positiva sobre IR f es negativa sobre IR

'y yT f es positiva sobre (a,b) u (c,d
0 » . y“
ﬂ IRV
0 =X

FIGURA .27

polinomiales  son
continuas en su
dominio de
definicion.
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3. Alrededor de los ceros de una funcién, la curva asociada a ella cambia de signo
0 es tangente al eje cartesiano horizontal. Alrededor de los ceros de multiplicidad
par de una funcién, la curva asociada a la funcién es concava hacia arriba cuando
a, es positiva y es concava hacia abajo cuando a, es negativa.

YA X ¥ X5, SON ceros de
multiplicidad par

es cero de
multiplicidad impar

%2
0 Xo1 >%3V\ X

FIGURA 1.28

4, El comportamiento “extremo” (asignaciones a la variable x de valores
extremadamente grandes, ya sea positivas, negativas 0 ambas) de la funcién
polinomial p(x )=a,x"+a, ;x"*+---+a, depende de la combinacion del
signo de a,, (coeficiente del término dominante) y de la paridad del grado n (par
o impar) de la funcién polinomial.

Si a la variable x le asignamos valores extremadamente grandes (ya sean
positivos 0 negativos), entonces la curva correspondiente presenta uno de los
comportamientos mostrados en la figura .29. Tal comportamiento se conoce
como “comportamiento extremo”.

y y
A T A
a, positivo, . a, negativo,
n impar erece i
P indefinidamente : f crece n impar
p indefinidamente
e(r)]si tc;\r/ga en forma
P positiva
| .
» >
f crece X 0 f crece X
indefinidamente indefinidamente
en forma en forma
negativa negativa
a yﬂ
, a, negativo,
f crece f crece n par
indefinidamente |indefinidamente
en forma en forma
positiva positiva
| - »
L »
0 X f crece 0 f crece
— indefinidamente indefinidamente
a, positivo, en forma en forma
n par negativa negativa

FIGURA 1.29

2. En esta parte no
se pretende incluir
el concepto de
“tender a infinito”,
consideramos que
debe estudiarse en
un curso de
calculo, por lo que
en la medida de lo
posible no
utilizamos el
simbolo
correspondiente.
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v. Rescate los
procesos vistos en
la seccion anterior
y formule un
algoritmo para el
bosquejo de la
curva asociada a
una funcién
polinomial.

vi. Proponga al
estudiante que
bosqueje la curva
asociada de
diversas funciones
polinomiales.

Todos los elementos antes estudiados se utilizan en el bosquejo (trazo
aproximado) de la curva asociada a una funcién polinomial, en el algoritmo 1.4
resumimos estas propiedades.

ALGORITMO 1.4 (BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCION
POLINOMIAL)

i. Determinar la interseccién de p coneleje“y”.

ii. Determinar los ceros reales de p y luego los puntos de interseccion con el eje
“x

iii. Verificar el comportamiento de p alrededor de los ceros.

iv. A partir del término dominante determinar el comportamiento extremode p.
v. Unir los puntos de la forma ( x, p( x ) ), obtenidos en los pasos anteriores por

medio de una curva “suave y continua”.

ACTIVIDAD 1.21 (BOSQUEJO DE CURVAS POLINOMIALES)

a. Bosquejo de la curva asociadaa p( x )= %( x® —2x% —3x )

i. a, =0 y el punto de interseccion con el eje “y "es 1, (0,0).

ii. Puesto que p( x):%(x3 —2x% —3x ):%x( x? —2x-3 ):%x( x—3 ) x+1)
los ceros son x=-1, x=0y x=3, por tanto, los puntos de interseccion con el
gje“x”son 1,(-1,0), 1,,(0,0)y 1,5(3,0).

iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | x, | p(x,) p
(—o0,-1) -2 -25 Negativa
(-1,0) | —05 | 0.21875 | Positiva
(0,3) 1 -1 Negativa
(3,+0) 4 5 Positiva

iv. En p, a; =1 (coeficiente del término dominante) y n=3 (potencia del
término dominante) es impar, entonces:
Si a x le asignamos “nimeros positivos extremadamente grandes’, p asume
“nimeros positivos extremadamente grandes”. Si a x le asignamos “nimeros
negativos extremadamente grandes’, p asume “nUmeros negativos
extremadamente grandes”. Vea la figura 1.30.

YA

4

FIGURA 1.30

3. Conviene que
seleccione
adecuadamente
las funciones cuya
gréfica se va a
eshozar  puesto
que si no lo hace

adecuadamente,
con las
herramientas
desarrolladas le
puede resultar
imposible.

4. Tenga en cuenta
que los elementos
antes tratados
estan bastante
limitados por lo que
el trazo de la curva
asociada a una
funcion  polinomial
puede ser un tanto
burdo y en
ocasiones

imposible.
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b. Bosquejo de la curva asociada a p( x )=2x* —x* -19x2 +9x+9.

i. a, =9 y el punto de interseccion con el eje “y "es 1, (0,9).

ii. a,=2 Yy a, =9, entonces los posibles ceros racionales de p se encuentran
entre +1, 3, £9, 1, +3 y +3 de los cuales solo son ceros de p( x )
x=3 (jverifiquelo!); por tanto, los puntos de

son le(_3'o)’ IXZ(_%’O)’ |X3(l,0) y

X=-3,

—__1 —
X=-5, x=11Y
IIXH

interseccion con el eje

| x4 ( 3 ’ 0 )
iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | X, | P(x,) | p
(-0,-3) | 4 265 Positiva
(-3.-2)| 2| —45 | Negativa
( -3.1 ) | o 9 Positiva
(1,3) 2 -45 | Negativa
(3,+0) | 4 189 Positiva

iv. En p, a,=2 (coeficiente del término dominante) y n=4 (grado de la
funcion) es par.
Sia x le asignamos “nimeros positivos extremadamente grandes”, entonces p
asume “numeros positivos extremadamente grandes”.
Sia x le asignamos “nlimeros negativos extremadamente grandes”, entonces p
asume “numeros positivos extremadamente grandes”. Vea la figura .31 (note la
diferencia de escalas en los ejes coordenados).

YA

20

LA

4

FIGURA 1.31

c. Bosquejo de la curva asociada a p( x )=—x* —4x® +2x* +12x-9.

i. a, =9, entonces el punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0,-9).

ii. a,=-1y a,=-9, entonces los posibles ceros racionales de p se
encuentran enfre  +1 y +3, de los cuales sélo son ceros de p x=-3, con
multiplicidad 2 y x=1 con multiplicidad 2 (jverifiquelo!); por tanto, los puntos de
interseccion con el eje “x "son 1,, (-3,0), 1,, (1,0).

ili. Comportamiento alrededor de los ceros.
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vii. Guie al 5. Las
estudiante para que INTERVALO | X, | P (X" ) P concavidades de la
descubra que la (—oo,—3) 4 144 Negativa curva asociada a
paridlad de Ia (23,1 ) ) una funcion
multiplicidad de los 2 0 -9 Negativa polinomial  estan
ceros define parte (1,+0) 2 25 Negativa relacionadas con la
del comportamiento “paridad” de la

de la curva
asociadaa f .
viii. Guie al

estudiante para que
descubra, que el
comportamiento

‘extremo” de |la
curva asociada a
f depende del

término dominante.

iv. En p, a, =-1 (coeficiente del término dominante) y n=4 (grado de la
funcién) es par.

Sia x le asignamos “nimeros positivos extremadamente grandes”, entonces p
asume “numeros negativos extremadamente grandes”.

Sia x le asignamos “niimeros negativos extremadamente grandes”, entonces p

asume “nimeros negativos extremadamente grandes’. Vea la figura 1.32 (note la
diferencia de escalas en los ejes coordenados).

4

FIGURA 1.32

d. Bosquejo de la curva asociada a p( x )= x> —5x +3x+9.

i. a; =9, entonces el punto de interseccion con el eje “y "es 1, (0,9).

ii. a;=1Yy a, =9, entonces los posibles ceros racionales de p se encuentran
entre +1, +3 y 19, de ellos, sélo son ceros de p: x=-1, con multiplicidad 1 y
x=3 con multiplicidad 2 (jverifiquelo!); por tanto, los puntos de interseccion con
eleje“x”"son 1, (-1,0), 1,,(3,0).

iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | %, | p(x,) |
(—0,-1) | —4 | -147 | Negativa
(-1,3) | o 9 Positiva
(3,+c) 2 3 Positiva
iv.En p, a; =1 (coeficiente del término dominante) y n=3 (grado de la funcién)

es impar.

Sia x le asignamos “nimeros positivos extremadamente grandes”, entonces p
asume “numeros positivos extremadamente grandes”.

Sia x le asignamos “niimeros negativos extremadamente grandes”, entonces p
asume “nimeros negativos extremadamente grandes”, vea la figura 1.33.

multiplicidad de un
cero, sin embargo,
con los métodos
algebraicos
desarrollados  al
momento, en la
mayoria de los
casos no  es
posible  obtener
completamente los
intervalos en los
que éstas
concavidades se
dan.

6. Se requiere una
condicién mas que
el grado  del
término dominante.
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ix. Proponga que el
estudiante
construya
funciones
polinomiales
satisfagan
condiciones
especificas.

que

y
A

10 3 a

FIGURA 1.33

TAY

Con base en el andamiaje algebraico antes tratado (teorema del factor, teorema
del residuo, raices, etc.) y las caracteristicas geométricas, ya es posible construir
funciones polinomiales.

ACTIVIDAD 1.22 (CONSTRUCCION DE FUNCIONES POLINOMIALES)
a. La funcion polinomial de grado tres, con ceros X, =-2, Xg =1, X3 =3 Y

que interseque al eje de las ordenadas en I, (0,2 se construye como sigue:

i. Dado que xo; =—2, Xg =1, Xgg =3 SON SUS ceros, entonces sus tres factores
son (x+2), (x-1)y (x-3).

ii. Puesto que interseca al eje de las ordenadas en 1, (0,2 ), entonces a, =2.
iii. En el producto (x+2)x-1)x-3) el término sin la variable x es

(+2)-1)~-3)=86, por tanto, el término dominante debe ser % (de otra forma

no se cumple que que 1, (0,2 ) seael punto de interseccion con el eje y).
La funcién polinomial que cumple con las caracteristicas sefialadas es
p (x):l(x+2)(x—1)(x—3)=£x3 _2,2_ 54412 veala figura 1.34.
3 3 3 3
y

A
4
| \ /
) 0 \2/ 4> X
FIGURA 1.34

b. La funcidn polinomial de grado cuatro, con ceros x, =-3, Xy, =1, ambos de

multiplicidad dos y con coeficiente —2 en el término dominante.
i. Si los ceros x5, =—3 ¥ Xg, =1 tienen multiplicidad dos, entonces la regla de

correspondencia contiene los factores: (x+3)* y (x—1).
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ii. El coeficiente del término dominante es -2, por lo que la regla de
correspondencia es p (x)=-2(x+3 ) (x-1) =-2x* —8x® +4x? +24x-18,
vea la figura 1.35 (observe las distintas escalas en los ejes coordenados).

FIGURA 1.35

c. La funcién polinomial de grado tres, tangente al eje horizontal en 1, (2,0 ),
positiva alrededor de x =2 y cruza al eje horizontalen 1, (4,0).
i. El cero x,, =2 tiene multiplicidad dos (por la condicion de tangencia); por tanto,

la regla de correspondencia incluye al factor (x—2 )*. Por otra parte x,, =4 es
otro cero de la funcién, por lo que la regla de correspondencia también incluye el

factor (x—4).

ii. La posicidn de los ceros y el hecho de que la funcién es positiva alrededor del
primero de ellos indica que a, es positivo, concretamente a, =16; por tanto
1,(0,16).

iii. La regla de correspondencia es
p(x)=—(x=2)(x-4)=-x*+8x*+20x+16, vea la figura .36 (observe las
distintas escalas en los ejes coordenados).

Y A
10
>
0 2 4 X
-10
FIGURA 1.36

d. La funcion polinomial de grado tres, tangente al eje horizontal en 1,, (1,0) y

negativa alrededor de x =1, y cruza al eje horizontal en el punto 1,, (-4,0).




44 UNIDAD | FUNCIONES POLINOMIALES

Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

i. La condicion de tangencia indica que el cero x,, =1 tiene multiplicidad dos, asi

la regla de correspondencia incluye al factor (x—1)?, el cero x,, =—4 indica
que la regla de correspondencia también incluye al factor (x+4 ).

ii. La posicion de los ceros y el hecho de que la funcion sea negativa alrededor de
x=1 indica, que a, es negaitivo, concretamente, a,=-4; por tanto

1,(0,-4).
iii. La regla de correspondencia es
p(x)=—~x-1)(x+4)=—x*~-2x*+7x~4, vea la figura .37.

‘o

20

-20

FIGURA 1.37

e. En la construccién de una funcién polinomial f con ceros en: xy, =0,
Xp =2 Y Xg3 =4, de grado cuatro.
Construimos los factores lineales xo; —0=0, Xy —2=0 Y Xo3 —4=0, uno de

ellos debe ser de grado dos, por tanto f (x)=—%(x—0)z(x—2)(x—4), al

1

desarrollar se obtiene f(x)=—§x4+2x3—§x2

(existen més funciones

polinomiales con estas caracteristicas). Para trazar su curva asociada
procedemos como sigue:

i. a, =0, el punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0,0).

. 1

ii. Los ceros de f(x):—g(x—o)z(x—z)(x—4) SON Xg =0, Xgp =2,

Xg3 =4 . Los puntos de interseccion con el eje “x "son 1,,(0,0), 1,,(2,0)y

ls(4,0).
iii. Si x=1, f (1)=-1;si x=3,entonces f (3)=3.

iv.En f(x): a, :—% y n=4 es par, asi:

Si a x le asignamos “nimeros positivos extremadamente grandes’, f asume
“nlimeros negativos extremadamente grandes”.

Sia x le asignamos “nimeros negativos extremadamente grandes”, f asume
“niimeros negativos extremadamente grandes”.

f. Deseamos conocer la regla de correspondencia de una funcién polinomial con
las siguientes caracteristicas: grado 3, cerosen x,; =2, Xp, =—1 Y Xg3 =3, €
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interseque al eje y en f(0)=4.
La funcion polinomial, una vez que ha sido factorizada tiene la forma
f (x)=a(x-2)x+1)x-3). Puesto que se cumple f(0)=4, entonces

4=2a(0-2)0+1)0-3); es decr 4=6a o a=2. Lla regla de
correspondencia de la funcién es
f(x)=2(x—2)x+1)x-3)=2x>-8x*+2x+4.

g. Deseamos conocer la regla de correspondencia de una funcién polinomial f
con las siguientes caracteristicas: grado 3, ceros en x,, =-3 con multiplicidad
2 Y xg =4, ademas, que contenga al punto A( 0, 72 ). La funcion polinomial
tiene factores (x+3)* y (x—4); por tanto su regla de correspondencia es
f (x)=a(x+3)*(x—4). Para determinar el valor de a utilizamos el hecho de
que contiene al punto  A(0,72); es decir, f(0)=72. Entonces
72=a(0+3)*(0—4)=-36a; por tanto a=-2. La regla de correspondencia de

lafuncion es f (x)=-2(x+3 ) (x—4)=-2x> —4x> +30x+72.

[AY

———____ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propésito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. Haga un bosquejo de la representacion gréfica.
a. f(x)=(2-x)x-2)x-1). b. f(x)=x(2x-1)3x+3). ¢ f(x)=—1x(4x-3)2x+4).

d. f(x)=2(x+1)*(x-3). e. f(x)=—2x*(x-1).

2. Bosqueje la grafica (Determine: las intersecciones con los ejes coordenados, el comportamiento para valores extremos y los
intervalos donde es positiva e intervalos donde es negativa).

a. f(x)=x*-x2-6x. I f(x)=2x*"+7x%-6x* -7x* +4.

b. f (x)=-4x®+12x* -12x. m. f (x)=-2x*-7x*+12x? +28x-16.

c. f(x)=x* ~11x+12. n f(x)=3x" -2 x%-46x" - B x+3.

d. f(x)=x®-6x*+2x+3. 0. p(x)=-3x*—-4x®+3x+4.

e. f(x)=x®-2x2-6x+12. p. p(x)=—x*+8x*-22x*+24x-9.

f.f(x)=x®+2x*-11x-12. Q. f (x)=2x"-1x3+3x* —20x+12.

g f (x)=x*+12x*+21x+10. of(x)=2ix"-2x3—x*+4x+4.

h. £ (x)=- " -3x+4. s. p(x)=2x* —11x* —6x® + 64x +32.
3_ 1,2

i f(x) %X %X —AX+9. tof(x)=x*-0x>-1x>+%x-8.

o (x)=x —3x-4. u f(x)=x*+3x3-4x? 2y 2,

ko f(x)=3x3+8x* -Bx+2.
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3. Construya una funcion polinomial que satisfaga las condiciones (hay muchas respuestas correctas).
a. Grado tres y Unico cero x=-1.
b. Cerosen x=1y x=1% con multiplicidades uno y tres, respectivamente.

c.Cerosen x=1,

d. Cerosen x=-1, x=1y x=-3 con multiplicidades uno, dos y dos, respectivamente.

x=0 Yy x=2 con multiplicidades uno, uno y dos, respectivamente.

4. Construya una funcion polinomial que satisfaga las condiciones (hay muchas respuestas correctas)

a. Grado tres, con cerosen x=-2, x=0y x=2, que interseque al eje de las ordenadas en y=-2.

b. Grado tres, con cerosen x=5, x=8 y x=2, que interseque al eje de las ordenadasen y=4.

c. Grado cuatro, con cerosen x=-4, x=6 y x=2, que interseque al eje de las ordenadas en y=-1.

d. Grado cuatro, con cerosen x=-8, x=-3, x=0 y x=2, que interseque al eje de las ordenadas en A( 0,3 )

e. Grado cuatro, con ceros en x=-2, x=1, que interseque al eje de las ordenadas en A( 0,1 ) .

5. Determine la regla de correspondencia de una funcién polinomial con las siguientes caracteristicas:

a. Grado tres, interseque al eje “y " en -4, tenga cerosen -2, 1y 5.

b. Grado tres, interseque al ejeen “y”en 3, tengacerosen -3, 1y 2.

c. Grado cuatro, interseque al eje “y "en 8, tenga ceros en —1 (de multiplicidad 2) y 2 (de multiplicidad 2).

6. Determine la regla de correspondencia de una funcién polinomial con las siguientes caracteristicas:
a. Grado tres, contenga al punto A( 2 ,—1), tenga cerosen -1,1Yy 6.

b. Grado tres, contenga al punto A( 1,3 ) tenga cerosen -2, 2y 4.
¢. Grado cuatro, contenga al punto A( 1,3 ), tenga ceros en 2 (de multiplicidad 2) y 4 (de multiplicidad 2).

7. Utilice la informacion contenida en la tabla y responda las preguntas. Explique su respuesta.

INTERVALO f

( —o0,—2 ) Positiva
(-2,1) Negativa
(1,2) Negativa

( 2, +o ) Positiva

a. ;Cuales son los ceros de f ?

b. ;Cual es el menor grado posible de f ?

¢. ¢ Qué puede decir del comportamiento de la curva asociadaa f en x, =17
d. ;Puede serimpar el gradode f ?

e. ;Cual es el signo del término dominante?
f. Trace una curva que satisfaga las condiciones de la tabla.

8. Utilice la informacion contenida en la tabla y responda las preguntas.

INTERVALO f
(-0,-5) Positiva
( -5,-1 ) Negativa
(-1,1) Positiva
(1,2) Negativo
(2, +o) Positiva

a. ;Cuales son los ceros de f ?
b. ;Cual es el menor grado posible de f ? Explique su respuesta.

c. ;Cuél es el signo del término dominante? Explique su respuesta.
d. Trace una curva que satisfaga las condiciones de la tabla.
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9. Utilice la informacion contenida en la tabla y responda las preguntas.

INTERVALO f(x)
( —o0,—4 ) Negativa
( -4,1 ) Positiva

(1,3) Negativa
(3, +0) Positiva

a. ;Cuales son los ceros de f ?
b. ;Cual es el menor grado posible de f ? Explique su respuesta.

c. ;Cudl es el signo del término dominante? Explique su respuesta.
d. Trace una curva que satisfaga las condiciones de la tabla y que interseque al eje y en I, (0,3).

10. Una funcién polinomial de tercer grado interseca al eje de las abscisas en 1, (-4,0), 1, (1,0)y 1,5(6,0), interseca
al eje de las ordenadas en 1, (0,8),y el signo del término dominante es positivo. ; Cul es su regla de correspondencia?

11. Una funcion polinomial de cuarto grado interseca al eje de las abscisas en 1,, (2,0) y 1, (5,0 ), interseca al eje de las
ordenadas en I, (0,-3), y el signo del término dominante es negativo. ¢ Cuél es una posible regla de correspondencia?

12. ¢ Cudl debe ser el valor de k para que la funcion p (x )=2x®+6x —k , tenga un cero de multiplicidad dos en x, =-2,
un cero de multiplicidad uno en x, =1, e interseque al eje de las ordenadas en I, (0,-8).

13. ;Cual debe ser el valor de a, para que la funcion p (x )=asx® — 4x? —20x —12, tenga un cero de multiplicidad uno en
Xo1 =3, un cero de multiplicidad dos en x,, =—1 e interseque al eje de las ordenadas en 1, (0,-12).

14. Trace la gréfica de una funcion polinomial de grado 3, tal que:
a. No tenga ceros.

b. Tenga un solo cero.

c. Tenga s6lo dos ceros.

d. Tenga tres ceros.

15. Trace la gréafica de una funcion polinomial de grado 4, que satisfaga la condicion:
a. No tenga ceros.

b. Tenga un sélo cero.

c. Tenga s6lo dos ceros.

d. Tenga tres ceros.

e. Tenga cuatro ceros.
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APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

. CONTENIDOS
SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS
Apr.6 Conocera a las funciones como modelos de | Problemas de aplicacion de
1.4 variacion de fendmenos naturales, econémicos y | 128 funciones polinomiales.
sociales.
CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
Problema de aplicacion.

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se invierten 3 horas en el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS

No aplica.

DESARROLLO

Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos probleméticos y
propuestas de solucion.
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Las funciones polinomiales pueden utilizarse en la descripcion del comportamiento | 1. Dada la
del volumen de cuerpos y de sélidos geométricos en términos de alguna de sus | difilcultad que
dimensiones. Las actividades propuestas incluyen sélidos geométricos en los que | presenta la
el volumen ha sido expresado en términos de una funcién polinomial de grado | localizacion de
tres. aplicaciones

ACTIVIDAD 1.24 (FUNCIONES POLINOMIALES Y SOLIDOS GEOMETRICOS)

a. La funcién polinomial V(r)=g;rr3 (donde r>0) describe el

comportamiento del volumen de una esfera en funcién de la longitud de su radio,
vea la figura 1.38.

FIGURA 1.38

b. La funcion polinomial V (x)=x* (siempre que x>0) describe el

comportamiento del volumen de un cubo en funcién de la longitud de sus lados,
vea la figura 1.39.

FIGURA 1.39

c. La funcion polinomial V ( x):gx3
comportamiento del volumen de un tetraedro en funcién de la longitud de sus

lados, vea la figura 1.40.

(donde x>0) describe el

X
FIGURA 1.40

donde describe el

=20

d. La funcion polinomial V ( x)=""x x>0)

comportamiento del volumen de un octaedro en funcion de la longitud de sus
lados, vea la figura 1.41.

polinomiales  de
grado superior a
dos, debemos
concentrarnos  en
tratar  situaciones
relacionadas  con
volumenes.
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FIGURA .41

e. La funcion polinomial V ( x )= %x3 (donde x>0) describe el comportamiento

del volumen de una piramide cuadrangular de altura con longitud igual a la
longitud de lado de la base, vea la figura 1.42.

X
FIGURA 1.42
A

Las combinaciones de los sdlidos geométricos descritos en la actividad 1.23
presentan gran utilidad en la fabricacién de diversos componentes en la industria y
en el disefio y posterior construccion de estructuras arquitectonicas.

ACTIVIDAD 1.25 (FUNCIONES POLINOMIALES Y ESTRUCTURAS)
a. Algunas estructuras arquitectdnicas (torres, almacenes, diques, etc.) estan
formadas por un cubo y una pirdmide. La funcién polinomial que describe el

volumen de este tipo de estructuras es V ( x )=x* + %axz, donde a y x son

ndmeros positivos, vea la figura 1.43.

FIGURA 1.43

b. Ciertas estructuras (torres, columnas, |&mparas, adornos, almacenes, etc.)
estan formadas por un cubo y una semiesfera, vea la figura 1.44. La funcién
polinomial que describe el volumen de este tipo de estructuras es:

2
V(x)=x* +§7r[ g j ,donde x representa un nimeros positivo.
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e

I

I

|

) I,
e

X
FIGURA 1.44

c¢. Estructuras como, remaches, envases para desodorantes, etc., se disefian
tomando como base un cilindro y una semiesfera, vea la figura 1.45. La funcién
polinomial que describe el volumen de este tipo de estructuras es:

i)
V( I’):ﬂr h+=n — | .
3 2

FIGURA 1.45

d. Cajas, cofres, atalides, envases, etc., estan formadas por un prisma rectangular
coronado por un semicilindro, vea la figura 1.46. La funcién polinomial que

2
describe el volumen de estas estructuras es: V (x )= %ﬂ'[ gj h+x*, donde h

y X son nimeros positivos.
r

//'__ %

JTE

X

7

FIGURA 1.46

e. Torres, almacenes, proyectiles, adornos, etc., incluyen en su disefio un prisma

triangular y un tetraedro, vea la figura 1.47. La funcion polinomial que describe el
volumen de estos elementos es: V ( x )= §X3 +%x3 , donde x es un ndmero

positivo.

FIGURA 1.47
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f. Casas, torres, cajas, etc., tienen la forma de prisma rectangular con
dimensiones de medidas: x, ax y bx, coronado por un prisma triangular que

tiene como base un triangulo equilatero, vea la figura 1.48. La funcién polinomial

\/g 3

que describe el volumen de estos objetos es: V ( x )=abx® + 7

L --

ax
FIGURA 1.48
g. Implementos en los que se da de comer al ganado, han sido disefiados
construyendo un paralelepipedo con una concavidad en forma de prisma
triangular, vea la figura 1.49. La funcion polinomial que describe el volumen de

B

estos elementos es: V ( x )=abx® _Tax

~
N

e ——— —— — —

ax
FIGURA 1.49
VA

ACTIVIDAD 1.26 (APROXIMACIONES)
Las funciones polinomiales se utilizan en diversas ramas de las matematicas
como método de aproximacion a otras funciones.

a. Aproximacion de f ( x ):% en el intervalo (-1, 1) por medio de una
—X

Ly . . o 1
funcion  polinomial. Al efectuar la  operacién T obtenemos
-X

1 1
S =1 x+x2+x3 4+ por tanto, f(x)=-"—=1+x+x>+x>+---, en
1-x 1-x
otros cursos de matematicas se demuestra que ésta expresion es valida cuando
x pertenece al intervalo (-1, 1).

b. La funcién “exponencial natural’, que estudiaremos mas adelante, cuya regla
de correspondencia es f (x )=e*, también puede ser escrita en términos de un

x2 x® x4

funcion polinomial, asi f (x)=e* =1+x+ "+ "+ 4.,

2 6 24
El nimero representado por “e” es uno de los numeros mas importantes en
matematicas y se denomina “numero de Euler” o constante de Napier.

i. Aproximacion del nimero “e ” por medio de una funcién polinomial de tercer

26.

2 3
grado: f (1)=¢! :1+1+17+1€

ii. Aproximacién del nimero “e " por medio de una funcién polinomial de cuarto
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2 3 4
grado f(1)=e' ~1r1e i B 270833,
2 6 24

VA

ACTIVIDAD 1.27 (REPOSTERIA)

a. Se pretende elaborar galletas con forma de prisma de base cuadrada. Las
galletas deben tener un volumen de 9 centimetros cubicos y su altura debe ser la
tercera parte de la longitud de la base. ;Cuéles deben ser las dimensiones del
molde de la galleta?

i. La figura .50 muestra la forma del molde.

FIGURA 1.50

ii. Representemos por x la longitud de la base.
iii. Para determinar las dimensiones del molde, debemos tomar en cuenta que el

. oy 1
volumen del prisma se calcula con la relacién V =B-h; esto es 9= xz[ gx j ,

esta ecuacion es equivalente a x* —27=0. La ecuacion x* —27=0 tiene como
Unica raiz real x=3. Por tanto, el molde debe tener las siguientes dimensiones:

base x =3 centimetros, altura h = %( 3)=1 centimetros.

b. Se construira un molde (en forma de piramide, con base cuadrada) para
fabricar caramelos que contengan un volumen de 25 centimetros clbicos. La
altura h de los caramelos debe medir 2 centimetros menos que la longitud de
los lados de la base.

i. La figura 1.49 muestra la forma del molde.

ii. Representemos por x la longitud de la base, x—2 representa la longitud de la
altura.

iii. Para determinar las dimensiones del molde, debemos tomar en cuenta que el

C . 1
volumen de la piramide se calcula con la relacion V=§B~h; esto es,

25= %xz( x—2), donde obtenemos x®-2x*-75=0. La ecuacion

x®—2x2-75=0 tiene como Unica raiz real x=5. Por tanto, el molde debe

tener dimensiones: base x =5 unidades, altura x — 2 =3 unidades.
A

ACTIVIDAD 1.28 (SALCHICHAS)

La compariia alimenticia desea elaborar salchichas. Deben tener forma de cilindro
circular recto de 12 centimetros de largo con una semiesfera en cada extremo. La
compafiia desea controlar los volimenes de las salchichas asignando valores al
radio. i. La figura .51 muestra un esquema de la salchicha.

ii. El volumen de la parte cilindrica de la salchicha es el producto del largo del

Observaciones

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
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cilindro (que es de doce centimetros) y el area (zr?) de la base, entonces
Ve =127zr? centimetros clbicos. Los dos extremos semiesféricos forman una

. 4 .
esfera de radio r cuyo volumen es V¢ =37 r®. Asi, el volumen Vg de la

salchicha, en funcion del radio, es V( r):%ﬁr3+1271 r2 con r>0

centimetros cubicos.

\ \
1 |
] I
\. Vi / yi
FIGURA 1.51

TAY

ACTIVIDAD 1.29 (ENGORDA)

Se pretende “engordar” cierta especie de jabalies para posteriormente liberarlos y
repoblar cierto lugar. El peso de los jabalis depende de la dieta que se utilice. Se
han implementado dos dietas: una en base al alimento que encuentran
normalmente en su habitat y la segunda ha sido preparada en el laboratorio. Se
ha encontrado que con la dieta preparada en el laboratorio, el aumento de peso

en funcion del tiempo esta dado por p(x )=-2x* +8x* + 4 Kilogramos, donde
x esta en afos. Si el jabali sigue la dieta natural, su aumento de peso esta dada
por q( x )=-2x*+12x* +4.

Comentarios:

a. Note que inicialmente (cuando x=0), ambos modelos indican que el jabali
tiene el mismo peso:

p(0)=-2(0)" +8(0 )" +4=4 Kilogramos.
q(0)=-2(0)*+10(0 )* + 4=4Kilogramos.
b. Los ceros de p(x)=-2x*+8x*+4 y q(x)=-2x*+12x>+4 son las
raices de las ecuaciones: —2x* +8x* +4=0y —2x* +12x* +4=0.
Para p(x)=-2x*+8x*+4, -2x*+8x°+4=0 < x'-4x*-2=0,

(=) (-4)-41)-2
( )+J( 2) (1X ),dedonde x> =2+./6,asi:
X =246 Y X, =—[2+4/6 .
Para q(x)=-2x*+12x*+4, —2x*+12x* +4=0 < x*-6x*-2=0,
2
entonces X2:—(—6)iJ(—62) ~41X-2)

por tanto, x, =+/3+-11 y X, =—/3++/11 .

Los ceros de las funciones “aumento de peso”, indican que el “aumento de peso”
€s Ccero para esos tiempos.

entonces x? =

,de donde x%=3+/11

c. Las curvas correspondientes se muestran en la figura 1.52. La parte punteada
de las curvas carece de significado (puesto que la variable x representa tiempo.

Por otra parte, la dieta q( x )=-2x* +12x* + 4 es mas eficiente para engordar a
los jabalis (las imagenes de x son mayores bajo q(x) que bajo p(x) en el
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intervalo de tiempo ( 0, +/3+11 ) afos.
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———____ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propésito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. Se desea construir un tanque de acero para almacenar gas. El tanque tiene forma de cilindro circular recto de 12 metros de
largo con una semiesfera en cada extremo. Exprese el volumen del tanque en términos del radio.

2. Se desea construir un tanque de acero para almacenar gas. El tanque tiene forma de cilindro circular recto con una
semiesfera en cada extremo. La longitud de la parte cilindrica debe ser cinco veces la longitud del radio. Exprese el volumen del

tanque en términos del radio.

3. A partir de una lamina rectangular de ancho a y largo b se quiere construir un canal de seccidn transversal rectangular, para
transportar aceite. Las paredes del canal se construiran doblando la lamina perpendicularmente a sus lados. Determine la
funcion que describe el volumen de un tramo del canal de longitud igual a diez veces la base, en términos de la altura x del

canal.
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4. Se desea construir un silo (almacén) con forma de cilindro circular recto de 20 metros de largo, y coronado con un cono en la
parte superior, la altura del cono mide el triple que su radio. Exprese el volumen del silo en términos de la longitud del radio.

5. Determine la funcién que describe el volumen de la figura que se obtiene conforme se perfora un cubo de lado de longitud de
4 centimetros. Suponga que la perforacién tiene forma de prisma cuadrangular y la longitud de la altura es el doble que la
longitud de la base.

6. Se construye una caja sin tapa recortando un pequefio cuadrado de cada esquina de una hoja rectangular (de aluminio) y
luego doblando hacia arriba los lados. La hoja tiene dimensiones 90 por 180 centimetros. Cual es la funcién que describe el
volumen de la caja?

7. Los paquetes que acepta cierta compafiia de mensajeria, deben tener forma de ortoedro, sus caras cuadradas deben tener
longitud x y los costados rectangulares deben tener de longitud y . También, el perimetro maximo permitido debe cumplir que

la suma de su longitud y su seccion transversal debe ser 300 centimetros. ;,Cudl es la funcién que describe el volumen del
paquete?

8. Exprese el volumen de un cono circular recto en funcion de su altura, si tiene base de longitud r y se encuentra inscrito en en
una esfera de radio de longitud R =1.

9. Un cilindro circular recto se ha inscrito en una esfera de longitud de radio R =1. Exprese el volumen del cilindro en funcion de
su radio.

10. La utilidad de cierta compaiiia se determina por la relacién U =1-G , en donde | representa el ingreso total que generd la
compaiiia y G los gastos totales de operacion del negocio. Si I(x)=0.0125x? +412x modela el ingreso total y

G(x)=0.00135x* +12.225 modela el costo total, donde x es el numero de clientes.

a. ;,Cual es la funcién que describe el comportamiento de las utilidades?
b. ; Cuantos clientes debe tener la compaiiia para tener utilidades?

11. Se ha encontrado que la poblacién de cierta especie de roedores, puede modelarse por medio de la funcién
f (t)=-0.00001t* + 0.002t? + 1.5t +100 . Utilice un software graficador y:
a. Trace la curva correspondiente.

b. ; Cudl es la poblacion méaxima de roedores y cuando ocurre?
c. De acuerdo a este modelo, ¢ cuando se extinguira la poblacién de roedores?

12. Suponga que la altura de cierta clase de pino se modela mediante la funcion h(t)=-0.001t* +0.044t —0.152t +0.26 ,

donde t es su edad en afios. Utilice un software graficador y:
a. Trace la curva correspondiente.
b. Estime la edad del arbol en la que el crecimiento es mas rapido.

13. Suponga que el ingreso total I (en millones de pesos) estd relacionado con el gasto en publicidad por medio de
I (t)=-0.000001t* +0.006t?, 0<t<400, donde t representa la cantidad (en miles de pesos). Utilice un software graficador
y:
a. Trace la curva correspondiente.

b. Estime el punto en que el crecimiento de la funcién es mas rapido.



SD 1. ELEMENTOS DE UNA FUNCION

APRENDIZAJES

Apr.1 Explorara diferentes relaciones, reconociendo las condiciones necesarias para determinar si una relacién es funcion, la
simbolizara y distinguira el dominio y el rango.

Apr.3 Comprendera el significado de la notacion funcional y lo utilizara para representar y evaluar funciones polinomiales.
CONTENIDOS TEMATICOS

Relacion, relacién entre dos variables, regla de correspondencia, dominio y rango.

APERTURA

Presentacién del video:

Matematicas profe Alex. (2018, abril 11). Dominio y rango de una funcién [Video]. Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=H40lcwlgPMk

DESARROLLO

1. La siguiente figura muestra un cubo, sus aristas tienen longitud x .

X

¢, Cuadles de sus caracteristicas puedes medir?

2. Qué ocurre si la dimensién de las aristas del cubo cambia?

a. El perimetro

b. El area

c. El volumen

3. Representa por P el perimetro, por A el area y por V el volumen. Escribe la forma (férmulas) en que las caracteristicas
antes sefialadas (perimetro, &rea y volumen) se relacionan con la longitud de las aristas.

a. Perimetro

b. Area

c. Volumen

4. Los simbolos p(x ), A(x )y V (x) indican que el perimetro P, el area A y el volumen V' son funcion (respectivamente)

de la longitud de las aristas del cubo (longitud a la que tl le asignas los valores). Rescribe las “formulas” de la pregunta 3. En
términos de los simbolos:
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El nombre formal de las relaciones (“formulas”) anteriores es el de regla de correspondencia o regla de asociacién.

5. En las relaciones obtenidas en el inciso 3., s a cudl de las variables x, p, A y V le asignas asignas los valores (nimeros)?

6. Investiga: En una relacién entre dos variables, a la variable que le asignas valores (los numeros) se llama variable
; por tanto, en las relaciones p(x )= , A(x)=

yV(x)= , la variable x es la

7. En las relaciones entre las variables x, p, A y V tu asignas valores a la variable x por lo que se llama variable
, las restantes variables p, A y V se conocen como

8. Todos los niimeros que es posible asignarle una la variable independiente (en un contexto dado) x y para los que p( x ),
A(x)y V(x) (tienen sentido) se conce como y se representa
por dom( P ), dom( A)y dom(V ).

9. Investiga; Por otra parte, una vez que asignas un niimero (valor) a x obtienes un ntimero para p(x ) (o para A( x) y
V (x)) que se conoce como “imagen de x bajo p (o bajo A o V), el conjunto de todas las imagenes es el “conjunto

CIERRE
Formalizacion de conceptos

1. Una variable es una caracteristica medible de un
2. Una variable se denomina independiente cuando
3. En una relacion entre dos variables, recibe el nombre de variable independiente

4. La forma en que se relacionan dos variables se conoce como 0

5. El conjunto de todos los numeros que se asignan a una variable independiente se llama de la relacion.
6. El conjunto de todos los nUumeros que asume la variable dependiente (o relacién) se llama
de la relacion.
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SD 2. IDENTIFICACION DE RELACIONES Y FUNCIONES

APRENDIZAJES

Apr.1 Explorara diferentes relaciones, reconociendo las condiciones necesarias para determinar si una relacién es funcion, la
simbolizara y distinguira el dominio y el rango.

Apr.3 Comprendera el significado de la notacion funcional y lo utilizara para representar y evaluar funciones polinomiales.

CONTENIDOS TEMATICOS
Relacion, relacién entre dos variables, regla de correspondencia, dominio y rango.

APERTURA

Proyeccion de los videos (puede proponerse como actividad extra clase):

a. Cogollo, J. (2014, mayo 26). Criterio de la recta vertical [Video].

Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=hw1xFechhHM

b. Matematicatuya (2014, mayo 26). Dominio y rango graficamente. Prueba de la recta vertical [Video].
Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=4HyLpT9TNBM

DESARROLLO

1. Complete la definicion de funcion.

Una funcién es una entre dos variables, de manera que a cada numero asignado
a la primera variable le corresponde un Unico dela

2. La siguiente figura es la representacion grafica de una funcion cuyo dominio es el intervalo [ a,b ] .

curvaasociadaala Y o f y

funcion f 4

/N /7
é\/o f)xa\/o L

En el mismo plano cartesiano ha sido trazada una linea recta vertical, supon que esta recta se puede desplazar (verticalmente),
¢en cuantos puntos corta a la curva asociada a la funcién?

3. Esto significa que a cada nimero del dominio le corresponde imagen (o un Unico ndmero de
rango).

4. La siguiente figura es la representacion grafica de una relacion con dominio en el intervalo [a , b ].

i N
curva asoc_l{:\daala y A y A
relacion r
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Si se tiene una recta vertical, imagina esta se puede desplazar (horizontallmente), sen cuantos puntos interseca a la curva
asociada a la relacion?

5. ; Por qué la curva mostrada en la figura anterior no corresponde a una funcién? Explica.

6. ; Qué condicion debe cumplir la curva asociada a una relacién para que esta relacién pueda considerse como una funcién?

CIERRE

Establece un criterio grafico para definir cudndo una curva en el plano cartesiano pertenece a una funcion.
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SD 3. INTERVALOS

APRENDIZAJES
Apr.2 Usara la notacion de intervalos para representar el dominio y rango de una funcién.

CONTENIDOS TEMATICOS
Intervalos.

APERTURA

Proyeccion de los videos (puede proponerse como actividad extra clase):

a. Salvamate (2016, octubre 18) Desigualdades e intervalos parte 1 - relacién de orden e intervalos [Video]. Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=x0CzZ4W89is

b. MateMovil (2017, junio 26) Intervalos - Abiertos / Cerrados / Semiabiertos - Ejercicios Resueltos [Video]. Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=mkig6alHPXc

c. Salvamate (2017, marzo 19) Hallar el DOMINIO y RANGO de una Funcién a partir de su Gréfica [Video]. Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=2CYya8dJovg

d. Miguematicas (2016, octubre 7) Intervalos: Definicion y ejemplos [Video]. Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=jdOKAIEM46Q

DESARROLLO
Guie a los estudiantes para que respondan el siguiente cuestionario:
1. ¢ Qué es un intervalo de numeros reales?

2. Sefiale los tres tipos de intervalos existentes sobre la recta real. ; Como se representan?

3. Proporcione ejemplos de intervalos de los diferentes tipos de intervalos que sefial6 en la pregunta anterior.

4, ; Qué caracteristicas los distinguen?

5. ; Como se representan los intervalos en términos de las relaciénes de orden?

6. ¢ Como se determna el dominio de una funcion a partir de su representacion grafica?

7. ;Como se determina el rango (recorrido o conjunto imagen) de una funcion a partir de su representacion grafica? Explica.
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8. Generalizacion. Suponga que a y b son nlemeros reales, utilice relaciones de orden y defina las siguientes clases de
intervalos.
a[a,b]=

b.(a,b)=
c.[a,b)=
d (a,b]=

9. Practicando.

En cada caso, utilice intervalos y establezca un posible dominio y el rango (recorrido o conjunto imagen).

Y A Y a A "4

9 10
10

_6/ 0 \SVX ) Q-/ 5'x j ol \V/ 4 X ) \/0 5 X
-3
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SD 4. EL TEOREMA DEL RESIDUO

APRENDIZAJES

Apr.4 Aplicara la division sintética, el teorema del residuo, el teorema del factor y su reciproco para determinar los ceros de f y
su grafica.

CONTENIDOS TEMATICOS

Teorema del residuo.

APERTURA

Proyeccion previa de los videos.

a. MateMovilAcademia (26 junio 2017) Teorema del Factor, Teorema del Residuo [Video]. Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=8-cKktg2-FI

b. julioprofe (14 junio 2010) Aplicacion del teorema del residuo [Video]. Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=Pv-
HtVEHoSI

DESARROLLO
Guie a los estudiantes para que respondan el siguiente cuestionario.

c(x)
En la operacion x—a)p(x) , p(x)y c(x) representan funciones polinomiales (c( x ) tiene menor grado que p(x )),
r
X —a es un polinomio de primer grado y r es un nimero real.

c(x)
1. Proporciona los nombres de los elementos contenidos en la operacion (divisién) x—a )p(x)
r

p(x) c(x)

X—a r

c(x)
2. Sirescribes x—a)p(x) en términos del algoritmo de la divisién obtienes:
r

3. En la expresion que obtuviste en el inciso 2., calcula p(a ) (es decir, calcula la imagen del nmero a ), asi:

p(a)=

c(x)
4. Compara el resultado que obtuviste en 3., con la operacion x—a )p(x) , ¢,qué observas?
r

5. Completa:
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La imagen de la funcion polinomial p(x ) cuando coincide con el
de la operacion (division). x—a )p(x).

CIERRE
Formalizacion de las observaciones anteriores.

Teorema del residuo
Si se divide el polinomio p( x ) entre , hasta obtener un residuo independiente de x , entonces el

esigual a
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SD 5. EL TEOREMA DEL FACTOR Y SU RECIPROCO

APRENDIZAJES

Apr.4 Aplicara la division sintética, el teorema del residuo, el teorema del factor y su reciproco para determinar los ceros de f y

su grafica.

CONTENIDOS TEMATICOS
Teorema del factor y su reciproco.

APERTURA
Discusion sobre:
1. El enunciado del teorema del residuo.

Teorema del residuo:
Si se divide el polinomio p( x ) entre x—a, hasta obtener un residuo independiente de x, entonces el residuo de

iguala p(a),esdecir p(a)=r.
2. La definicién de cero de una funcién polinomial.

DESARROLLO
Guie a los estudiantes para que respondan las preguntas.
a.Si a esunaraizde p(x)=0,entonces p(a)=

De acuerdo con el teorema del residuo r = . Por consiguiente; p(x) =c(x)y

p(x)= ; por tanto, x—a es un factorde p( x).

b. (Reciproco)

Por otra parte, si x—a es un factorde p( x )=0, entonces el residuo de p(x) es

p(x) _

Si el residuo de es cero, entonces esraiz de

CIERRE
Formalizacion de las observaciones anteriores.

Teorema del factor

p(x)

es

“Si a es una raiz del polinomio p( x ), entonces ", reciprocamente, “si

x—a es un factorde p(x)=0, entonces
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SD 6. COMPORTAMIENTO EXTREMO DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES

APRENDIZAJES
Apr.5 Construira una funcion polinomial a partir de las raices reales de su ecuacion y bosquejara su grafica. A partir de una
funcién polinomial calculara los ceros y realizara su gréfica.

CONTENIDOS TEMATICOS
Grafica de una funcién polinomial, comportamiento extremo.

APERTURA

1. ldentificacion de las caracteristicas de la funcion polinomial p (x )=a, +a,x+a,x? +---+a,x" tales como: grado, término
lider (dominante) y coeficiente del término lider.

2. Significado de las frases: “asigancién de valores positivos extremadamente grandes a la variable x ”y “asigancién de valores
negativos extremadamente grandes a la variable x ”,en p(x )=a, +a,x+a,x? +---+a,x".

3. Revision de los videos (puede propoponerse como actividad extra clase):

a. KhanAcademyEspafiol (2014, 26 enero). El comportamiento en los extremos de un polinomio [Video].

Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=KK8eBXVVd8U

b. Academatica (2012, 15 diciembre). Funciones polinomiales - Comportamiento en el infinito [Video]. Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=cvL5w3lJXoU

DESARROLLO
a. Identifique el término lider (dominante) y el coeficiente de dicho término de la funcién polinomial
p(x)=ag +ax+a,x?+---+a,x".

b. Establezca el signo de a,x", suponga que a, y x" representan nimeros reales, ;qué signo tiene el producto a,x"
cuando:
i. a, espositivoy x" es positivo?

ii. a, espositivoy x" es negativo?

iii. a, esnegativoy x" es positivo?

iv. a, esnegativoy x" es negativo?

¢. Suponga que en la expresion x" la potencia es entera, responda:

i. Sien x", n esun nUmero positivo, es pary a x le son asignados nimeros positivos extremadamente grandes, entonces
x" tiene signo .
ii. Sien x", n esunnumero positivo, es par, ya x le son asignados nimeros negativos extremadamente grandes, entonces
x" tiene signo .

iii. Sien x", n esun ndmero positivo, es impar, ya x le son asignados nimeros positivos extremadamente grandes,
entonces x" tiene signo .
iv. Sien x", n es un nimero positivo, es impar, y a x le son asignados nimeros negativos extremadamente grandes,
entonces x" tiene signo

Considere que en una funcion polinomial p(x )=a, +a,x+a,x*+---+a,x", el término dominante a,x" define el
comportamiento extremo (asignaciones extremadamente grandes ya sea positivas 0 negativas).

d. Suponga que a, es positivo (a, >0) y complete la siguiente tabla:
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Sia x se le asignan nimeros
extremadamente grandes
y positivos.

A x se le asignan niimeros
extremadamente grandes
y negativos.

Lapotencia | p(x)=a, +ax+a,x*+--+a,x" | p(x)=a,+ax+a,x?+---+a,x"
n €s par tiene signo tiene signo

Lapotencia | p(x)=a, +ax+a,x*+--+a,x" | p(x)=a,+ax+a,x?+---+a,x"
n es impar

tiene signo

tiene signo

e. Suponga que a, es negativo (a, <0) y complete la siguiente tabla:

Sia x se le asignan niimeros
extremadamente grandes
y positivos.

A x se le asignan niimeros
extremadamente grandes
y negativos.

Lapotencia | p(x)=a,+ax+a,x? +---+a,x" | p(x)=a,+ax+ayx2 +---+a,x"
n €s par tiene signo tiene signo

Lapotencia | p(x)=a,+ax+a,x? +---+a,x" | p(x)=a,+ax+ayx2+---+a,x"
n es impar

tiene signo

tiene signo

a, >0, a x se le asignan numeros
extremadamente grandes

a, >0, a x se le asignan numeros
extremadamente grandes

y positivos. y negativos.
La potencia YA YA
n es par
0 >y 0 >y
La potencia YA YA
n es impar
0 >y 0 >y

67

f. Tome como base las observaciones antes hechas y complete la siguiente tabla haciendo un bosquejo del comportamiento
extremode p(x)=a, +ax+a,x* +---+a,x".
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a, >0, a x se le asignan nimeros | a, >0, a x se le asignan numeros
extremadamente grandes extremadamente grandes
y positivos. y negativos.
La potencia YA YA
n es par
0 »x 0 »x
La potencia YA YA
n es impar
0 > 0 »x

CIERRE
Dibuje en la siguiente los cuatro comportamientos extremos posibles de la funcién polionomial
p(x)=a, +ax+a,x* +--+a,x", incluya sus caracteristicas.

YA YA

> >
0 X 0 X
YA YA

> D>
0 X 0 X
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SD 7. BOSQUEJO DE LA GRAFICA DE p ( x )=a, +ax+a,x’ +a.x’.

APRENDIZAJES
Apr.5 Construira una funcion polinomial a partir de las raices reales de su ecuacion y bosquejara su grafica. A partir de una
funcién polinomial calculara los ceros y realizara su gréfica.

CONTENIDOS TEMATICOS
Bosquejo de la grafica de la funcion p ( x )= ag + ax + a,x* + apx® .

APERTURA
1. Discusion sobre:

a. El nimero de ceros (reales) de la funcion polinomial p ( x )= a, +ax +a,x* + a;x*.

b. Multiplicidad de un cero.
c. El teorema de la factorizacion lineal.

DESARROLLO
1. Suponga que la funcion polinomial p ( x )=a, +ax+a,x* +a,x* tiene Unicamente un cero real siendo este x =x, de

multiplicidad tres.
a. Entonces al aplicar el teroema de factorizacion lineal, la funcién puede rescribirse como:

i. Suponga que a, >0 (el coeficiente dominante es positivo) en la expresion que obtuvo antes, y complete la siguiente tabla:

X Signode p(x)

Negativa y extremadamente grande.

Positiva y extremadamente grande.

ii. Suponga que la curva asociada a p( x )=a,(x—x, )°* (con a; >0) es suave y continua (sobre todo su dominio), haga un
bosquejo de su representacion en el plano cartesiano.

YA

b. Suponga que a, <0 (el coeficiente dominante es negativo) en la expresion que obtuvo en el inciso a.
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i. Complete la tabla:

X

Signode p(x)

Negativa y extremadamente grande.

Iy
20

Xo

3y
20

Positiva y extremadamente grande.

ii. Suponga que la curva asociada a p( x )=as( x—x, )* (con a, <0) es suave y continua (sobre todo su dominio), haga un

bosquejo de su representacion en el plano cartesiano.

2. Suponga que la funcion polinomial p (x )= a, +ax+a,x* +a,x* tiene dos ceros reales siendo x=x, uno de ellos de
multiplicidad dos, y el otro x = x, con multiplicidad uno, entonces al aplicar el teroema de factorizacion lineal, la funcién, puede

rescribirse como:

YA

a. Suponga que a, <0 (el coeficiente dominante es negativo) en la expresion que obtuvo en el 2.
i. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x, < x,. Complete la siguiente tabla:

X

Signode p(x)

Negativa y extremadamentegrande.

Iy
20

3x
21

Positiva y extremadamente grande.
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ii. Suponga que la curva asociada @ p( x )=a,( x—x, J*( x—% ) (con a, <0) es suave y continua sobre todo su dominio,
haga un bosquejo de su representacion en el plano cartesiano.

YA

b. Suponga que a; >0 (el coeficiente dominante es positivo) en la expresion que obtuvo en el nimero 2.
i. Sin pérdida de generalidad supongamos que x, < x;, complete la siguiente tabla:

X Signode p(x)

Negativa y extremadamentegrande.

3x
21

Positiva y extremadamente grande.

ii. Suponga que la curva asociada a p( x )=az( x—x, )J*( x—x_ ) (con a; >0) es suave y continua (sobre todo su dominio),
haga un bosquejo de su representacion en el plano cartesiano.

YA

3. Suponga que la funcion polinomial p ( x )= a, +ax +a,x? + a;x* tiene tres ceros reales y éstos son: x=x,, X=X, Yy
X = X5, entonces al aplicar el teroema de factorizacion lineal, la funcion, puede rescribirse como:
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a. Suponga que a, <0 (el coeficiente dominante es negativo) en la expresion que obtuvo en el inciso 2.
i. Sin pérdida de generalidad supongamos que x, < x, < x, . Complete la siguiente tabla:

X

Signode p(x)

Negativa y extremadamentegrande.

cero

cero

cero

Positiva y extremadamente grande.

ii. Suponga que la curva asociada a p( x )=az(x—x, N x—x X x—x, ) (con a; <0) es suave y continua (sobre todo su
dominio), haga un bosquejo de su representacidn en el plano cartesiano.

YA

b. Suponga que a, >0 (el coeficiente dominante es positivo) en la expresion que obtuvo en el inciso 2.
i. Sin pérdida de generalidad supongamos que x, < x; < X, . Complete la siguiente tabla:




1.5 SECUENCIAS DIDACTICAS

X

Signode p(x)

Negativa y extremadamentegrande.

Iy
20

cero

cero

cero

Positiva y extremadamente grande.

ii. Suponga que la curva asociada a p( x )=az(x—x, N x—x X x—x, ) (con a; >0) es suave y continua (sobre todo su
dominio), haga un bosquejo de su representacion en el plano cartesiano.

1. Senfale las caracteristicas basicas de la curva asociada a la funcion polinomial.

73



UNIDAD

FUNCIONES RACIONALES
Y
FUNCIONES CON RADICALES

PROPOSITOS:

Al finalizar la unidad el alumno:

Modelara algunas situaciones que dan lugar a funciones racionales y con
radicales, analizara una grafica para identificar su dominio, rango, asintotas y
relacionar estas caracteristicas con la situacion problematica planteada.
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INTRODUCCION

Ahora nos referiremos a la clase de funciones definidas en términos de la division de polinomios, es decir, las
funciones racionales.Las funciones racionales han sido utilizadas en la descripcion de una gran variedad de
situaciones, por ejemplo, en aquellas que involucran tasas, tiempos y trabajo. Una de las funciones racionales mas
comunes aquella que describe la relacién de variacion inversa, esta funcion se utiliza en numerosos fenémenos
fisicos, técnicos y sociales. Algunas situaciones ilustrativas que se modelan por este tipo de funciones destacan: la
relacidn entre el caudal de un grifo y el tiempo que tarda en llenar un depésito de una capacidad determinada; la
relacidn entre el numero de pacientes que asiste a una consulta médica de horario limitado y el tiempo que puede
dedicar el médico a cada paciente, etc.; las funciones racionales también se utilizan para dar respueta a preguntas
sobre la combinacion de trabajadores o méaquinas para completar un trabajo a tiempo determinado. En la fisica
clasica, gran variedad de leyes y fendmenos tienen como modelos funciones racionales, por ejemplo, la relacion
entre la presién y el volumen en un gas ideal sometido a una temperatura constante k, sigue el principio conocido
como ley de Boyle - Mariotte: P x V = k. En mecanica, la ley de gravitacién universal de Newton, que afirma, “todo
cuerpo en el universo atrae a cualquier otro con una fuerza que es inversamente proporcional al cuadrado de la

m,m,
2

distancia entre ellos” en términos de una funcion racional F =k . En electrostatica, la fuerza que ejerce una

%%  funcién en donde
.

carga sobre otra depende de la distancia entre ellas y esta dada por la ley de Coulomb F =k

I es la distancia entre las cargas. En circuitos eléctricos se desarrolla toda una teoria fundamentada en funciones
racionales (conocida como transformada de Laplace) con el propdsito de facilitar el estudio del comportamiento de la
combinacién de los elementos que dan lugar a ellos. En optica, la iluminacién sobre una superficie a una distancia r

de una fuente isotropica de luz de intensidad 1 es E = kLz' Las funciones racionales también tienen diversas
r

aplicaciones en otros campos de la matematica, por ejemplo, en el campo del analisis numérico, se utilizan para
interpolar o aproximar los resultados obtenidos en otras funciones mas complejas, debido a que las funciones
racionles presentan menor dificultad en su uso.

Respecto a las funciones que involucran radicales de indice dos, el nimero de aplicaciones es basto, por ejemplo,
en geometria analitica se relacionan con el calculo de distancias recorridas y longitudes; en geometria del plana y del
espacio relaconan las dimensiones de sélidos y superficies geométricas, etc.; en fisica suelen ser Utiles en la
modelacion de tiempos, de velocidades angulares, en la modelacién de periodos de movimientos arménicos, en el
calculo de velocidades de descenso de la superficie de fluidos; en circuitos eléctricos en la modelacién de
impedancias, en la construccion de modelos relativistas, etc.
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PRESENTACION

Esta unidad toma por titulo “Funciones racionales y funciones con radicales”, se divide en dos secciones que llevan
los titulos de 1.1 “Funciones Racionales” y 1.2 “Funciones con radicales”.

La Seccidn 1.1 presenta los aprendizajes que sefialan los Planes y Progamas de estudios correspondientes, mismos
que se refieren a las funciones racionales con polinomios numerador y denominador de hasta grado dos. Inicia con la
presentacion de situaciones cuyo estudio involucra la construccién de funciones racionales como modelos que se
relacionan con las dimensiones de cuerpos y sélidos geométricos, modelos que son aprovechados para definir
formalmente “funcién racional’. Continta con la clasificacion de las funciones racionales en propias e impropias,
después trata el comportamiento asintético de las curvas asociadas a este tipo de funciones. También relaciona la
division de los términos lideres o dominantes con el “comportamiento extremo” de la curva asociada a la funcion
racional, asi como con las posibles asintotas horizontales. Posteriormente incluye el andlisis de aquellas funciones
racionales que son reducibles y que incluyen uno (0 mas) huecos en su curva asociada. El desarrollo de la seccion
continua con el desarrollo de la sistematizacion de los elementos tratados en la seccion para dar paso a la
construccién del proceso a seguir para el bosquejo (trazo aproximado) de la curva que tiene asociada una funcion
racional. La seccién concluye con la presentacion de algunos problemas en los que se aplican las funciones
racionales.

Al inicio de la Seccion 1.2 se exploran situaciones cuyo estudio incluye la construccion de modelos de las formas

f(x)=+axtb y f(x)=+/ax®+bx+c, es decir funciones que incluyen radicales en el contexto de &reas y
dimensiones lineales de superficies geométricas. Continla sustentando un proceso para determinar las
caracteristicas la funcion f (x)=-/ax+b (dominio, ceros, y rango), el trazo de la curva asociada a este tipo de
funciones se relaciona con una semiparabola.

En la segunda parte de la seccion 11.2 se analiza la funcién con regla de correspondencia f (x )=+/ax? +bx+c €n

términos del nimero de ceros del polinomio del radical: radicando positivo, radicando negativo, radicando con un
cero de multiplicidad 2 y cuando el radicando tiene dos ceros. Se concluye la seccion con la inclusion de problemas
de aplicacién de este tipo de funciones.
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POSIBLES DIFICULTADES (PROGRAMA)

Con base en nuestra experiencia, en relacion al
desarrollo de los aprendizajes y tematica incluidos en el
programa de la asignatura de Matematicas IV, en la
unidad correspondiente a Funciones racionales y con
radicales, nos hemos percatado de:

I. En relacién a la congruencia entre aprendizajes y
tematica.

Fila 1.

Las (escasas a este nivel) situaciones que se modelan
con “funciones racionales” presentan el detalle de tener
variable independiente limitada a asignaciones positivas.
Aspecto que no sefiala el plan de estudios
correspondiente.

Fila 2.

a. Respecto al rango, no se indica el tipo de funciones
racionales en las que éste debe obtenerse.

b. No se mencionan los tipos de funciones racionales,
debe reconocer los diversos tipos de funciones como
son las propias, las impropias y las que son reducibles.
c. La tematica de la unidad no aclara el significado de
huecos y no sefala a qué discontinuidades se refiere, si
de la funcién o de la curva que tiene asociada, ya que
ésas discontinuidades no son equivalentes.

d. La temética de la unidad no menciona el andlisis del
comportamiento de una funcién alrededor de las
asintotas, tampoco sefiala el estudio  del
comportamiento para “asignaciones muy grandes’,
positivas 0 negativas a la variable independiente, como
la relacion de los comportamientos sefialados con
relacion al coeficiente de los polinomios que componen
a las funciones.

Fila 3.

Las mismas que se sefialan en la fila 2.

Fila 4.

En esta parte no se sefiala el comportamiento extremo,
ademas no todas las funciones racionales poseen
asintotas verticales.

Con base a nuestra experiencia. en relaciénal desarrollo
de los aprendizajes y tematica incluidos en el programa
de la asignatura de Matematicas IV en el tema
correspondiente a Funciones con radicales, nos hemos
percatado de que los alumnos:

Fila 5.
a. A nivel bachillerato son practicamente inexistentes las

SUGERENCIAS DE APOYO

1. Aclare que lo descrito antes conlleva al empleo de
funciones definidas por intervalos y no son funciones
racionales especificamente.

2.

a. Es relativamente sencillo obtener el rango de
funciones racionales en las que éste es estrictamente
positivo (o estrictamente negativo).

b. Haga una estricta clasificacion de las funciones
racionales en propias e impropias, alguna de las
caracteristicas previas con el caracter de reducibles o
irreducibles.

c. Tenga en cuenta que una funcidén continua puede
tener asociada una curva con huecos o con saltos, es
decir una curva que no es continua. Explique que el
proceso de simplificacion de una funcién racional
impropia puede inducir a la existencia de huecos en la
curva que tiene asociada. No olvide tratar el
comportamiento para asignaciones extremas (positivas y
negativas) a la variable independiente.

3.
Las mismas que se sefialan en la fila 2.

4. Debe proponer el trazo de la curva asociada a todo
tipo de funciones racionales, inclusive de aquellas que
no posean asintotas verticales.

5.
a. Proponga problemas relacionados con célculo de
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aplicaciones de funciones racionales, o0 en su caso,
requieren de una mayor especializacién en otras ramas
del conocimiento.

b. Esta fila es una muestra de la incongruencia entre
aprendizajes y contenidos. En relacidéna con problemas
secillos que se modelan con funciones con radicales de

la forma f(x)=+/ax? +bx+c (que engloba a las

anteriores), probablemente, so6lo sea posible el
presentar “problemas sencillos” relacionados con
longitudes de lados de ciertas superficies.

Fila 6.

Los elementos de trazo de la grafica sefialados en este
aprendizaje estan incompletos. No recurra a la
“tabulacion”.

Fila7.
La existencia de problemas de este tipo de funciones es
escaso y requiere de un nivel de conocimiento mayor.

dimensiones de estructuras  arquitecténicas o
relacionadas con superficies. Seleccione algunas de las
aplicaciones sefialadas en la bibliografia de apoyo.

b. Proponga problemas que se modelan mediante
funciones que relacionen longitudes y areas.

6. Incluya los elementos relacionados con el
comportamiento extremo del tipo de funciones sefialado.
Utilice los conocimientos relacionados con las conicas
que el alumno reviso en el curso previo.

7. Refiérase a problemas relacionados con longitudes de
superficies.

DIFICULTADES (ALUMNOS)

Con base aen nuestra experiencia, en relacién al
desarrollo de los aprendizajes y tematica incluidos en el
programa de la asignatura de Matematicas IV en la
unidad correspondiente a Funciones con radicales, es
probable que los alumnos prensenten dificultades como:

Filas 1., 3., Fila4., Fila 5. y Fila 7.
Construccion de modelos.

Filas 2.y Fila 6.

En la parte operativa (habilidades en procesos
algebraicos) los estudiantes suelen presentar
dificultades.

SUGERENCIAS DE APOYO

1.,4.,5.y7.

No es facil superar esta dificultad, pero el “ordenar” el
pensamiento del estudiante puede incrementar los
logros, utilice los modelos didactico pedagogicos
relacionados con la resolucion de problemas.

2. y 3. Enfatice los detalles existentes en los procesos
algebraicos que utilice (division de polinomios,
resolucion de ecuaciones, efc.), seleccione casos
ilustrativos.

6. Enfatice los detalles existentes en los procesos
algebraicos que utilice (division de polinomios,
resolucion de ecuaciones etc.), seleccione casos
ilustrativos.

TIEMPO REQUERIDO
15 Horas
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ESTRUCTURA TEMATICA: UNIDAD 1.1 FUNCIONES RACIONALES

»| DISCONTINUIDADES
REMOVIBLES
> REDUCIBLES
» IMPROPIAS
MODELOS Y v
FUNCIONES
RACIONALES CEROS COMPORTAMIENTO:
> IRREDUCIBLES » ASINTOTAS VERTICALES [ ALREDEDOR DE LOS CEROS
ASINTOTAS OBLICUAS EXTREMO
A
A 4
FUNCIONES -
RACIONALES GRAFICAS DE FUNCIONES
RACIONALES
> IRREDUCIBLES > PROBLEMAS DE
APLICACION
»  PROPIAS
N DISCONTINUIDADES
> REDUCIBLES REMOVIBLES
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ESTRUCTURA TEMATICA: UNIDAD .2 FUNCIONES CON RADICALES

PROBLEMAS QUE

SE MODELAN CON

FUNCIONES CON
RADICALES

3| FUNCIONES CON

RADICALES

A 4

SEMI PARABOLA

Y

»  POSITIVA »  APERTURAA
LA DERECHA
RADICANDO .
LINEAL »| PENDIENTE
SEMI PARABOLA
»  NEGATIVA > APERTURA A
LA IZQUIERDA
»| SIN CEROS » RAMA DE HIPERBOLA
»  UNPUNTO
RADICANDO ,| NUMERODE > |
CUADRATICO "l CEROS UN CERO
» LINEA RECTA
»  SEMIELIPSE
» SIN CEROS

SEMI HIPERBOLA




SECCION
1.1

FUNCIONES
RACIONALES BASICAS

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

SECCION

APRENDIZAJES

CONTENIDOS
TEMATICOS

.1

Apr.A  Exploraréa situaciones que se modelan con
funciones racionales.

Apr.2 Identificara los elementos de una funcion racional:
ceros, asintotas verticales y huecos, dominio y rango
para graficarla.

Apr.3 Graficara funciones que tengan asintota horizontal
diferente al eje de las x, asintotas verticales, ceros,
huecos, dominio y rango.

Apr.4 Resolvera problemas de aplicacion.

1. Funciones de la forma:
f(x)zz((:)), q(x)=0 con
p(x) Y q(x), polinomios de
coeficientes reales, de grado
menor o igual a dos.

2. Elementos de las funciones:
dominio, rango, asintotas
verticales, puntos de
discontinuidad y ceros de la
funcion.

3. Gréafica de funciones
racionales con  asintotas
verticales y horizontales.

CONCEPTOS CLAVE
Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
i. Funcion racional, términos dominantes, asintotas (horizontales, verticales), huecos (discontinuidades removibles).

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se sugieren 10 horas para el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS
Bosquejo de la grafica de una funcién racional.

DESARROLLO

Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos probleméticos y
propuestas de solucion.




1 FUNCIONES RACIONALES BASICAS 83

Observaciones -

- ~ o . Dificultades y

y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

i. Proponga el | Elestudio y modelacion de las siguientes situaciones involuucran la construccion | 1. Debe tener en
estudio y | de funciones racionales. cuenta que, por lo
modelacion de general, en
situaciones ACTIVIDAD 1.1 (FUNCIONES RACIONALES) situaciones de la
relacionadas con la | a. Afirmar que dos variables x y f cambian en relacion inversa significa que | vida cotidiana las
“relacion de | conforme una de ellas aumenta la otra disminuye y viceversa. El modelo que | Variables
variacion  directa. o o K . involucradas  son
Pudes ser de | representa una situacion de variacion inversa es f (x)= " siempre que k=0 | negativas 0
ultlllda_d las y x#0. positivas.
situaciones

presentes en las
actividades 111 y
1.2,

b. Suponga que una placa rectangular tiene area A=10 metros cuadrados, que
su base mide x metros y su altura mide f metros. Por tanto, 10=xf . Sila

altura depende de la base, entonces f ( x )= %, siempre que x>0, es decir,

la altura disminuye conforme se incrementa la longitud de la base, vea la figura
1.

<Y

FIGURA 111

¢. En una region triangular de area 20 unidades cuadradas, en donde su base
. . . . f
mide x (x> 0)unidades y su alturamide f unidades se cumple que 20 = XT ,

por tanto la longitud de la altura en funcién de la base esta dada por f ( x )= %

(siempre que x > 0). Asimismo la longitud de la base puede escribirse en funcién

de la longitud de la altura como x( f )= 470 (siempre que f >0), vea la figura

I.2.

FIGURA 1.2
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Observaciones

y
Sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

ii. En la vida diaria
el prisma y el cilidro

son de gran
utilidad, en
particular  puede

referirse a  ellos
como envases o
estructuras
arquitectonicas.

iii. Conviene que
incluya  funciones
racionales propias
en el estudio de
situaciones
cercanas a la
realidad.

ACTIVIDAD 1.2 (FUNCIONES RACIONALES COMO MODELOS)

a. Un envase tiene forma de prisma rectangular y encierra un volumen de 20
unidades cubicas, su base es cuadrada de lado de longitud x (x > 0) unidades y
su altura es variable, que representamos por h, entonces se concluye que

20=x?-h y si expresamos la longitud de la altura en términos de la longitud de

la base obtenemos h(x):@. Vea la figura 1.3. que muestra el
X

comportamiento grafico de la funcion anterior (las lineas punteadas carecen de
significado).

X X X
X X X
FIGURA 1.3

b. El volumen de un cilindro (circular recto), su radio y su altura se relacionan por
medio de la expresion V =zr2h. Si el cilindro contiene un volumen de 30
unidades culbicas, entonces la altura del cilindro en funcién del radio es

h(r)= 3702, donde r>0. Vea la figura Il.4 que muestra el comportamiento de
r

S

la altura, la parte punteada carece de significado.

— >

A

FIGURA 1.4
VA

ACTIVIDAD 1.3 (MODELANDO CON UNA FUNCION RACIONAL)

a. Se planea construir una superficie de descanso para automovilistas a un lado
de una carretera. La superficie de descanso debe ser rectangular y contener un
area de 5000 metros cuadrados. Deben cercarse: la parte contigua y los lados
perpendiculares a la carretera, no asi el lado opuesto a la carretera. Para construir
la funcion que relaciona el nimero de metros de cerca requeridos en funcién de la
longitud del lado no cercado observemos la figura I1.5, la superficie es rectangular
y las longitudes de sus lados estan representadas por x y y . Por tanto, el

perimetro p de la cerca tiene una longitud de p = x+2y metros, el area de la
superficie a cercar es 5000 metros cuadrados, es decir, xy =5000 m? .

2. Tenga en cuenta
que en la practica
el uso de la

expresion x>0
puede resultar
inexacto  puesto

que en la realidad
las  dimensiones

estdn  acotadas,
esto tiene que
explicarlo al
alumno.
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Observaciones -
- ~ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

lado no cercado
X

superficie de recreo y

carretera

FIGURA 1.5

Para expresar el perimetro p como una funcién de la longitud del lado no
cercado (que hemos representado por x), despejamos y de xy=5000 y

obtenemos y:@, que al sustiturla en p=x+2y se obtiene
X

5000 10000 . x? +10000 .
p=Xx+ ZT =X+ — 0 simplemente, p=———"""—" Esta relacién
X

x? +10000
p(x)= =

Unicamente depende de la variable x, es decir, , Siempre

que x>0. En la presente seccién se desarrollan los elementos para construir
este tipo de curvas).

b. Se desea construir un envase cilindrico que encierre un volumen igual a un litro
(mil centimetros cubicos). Se debe relacionar el area de su superficie (cantidad de
material requerido) con el radio del cilindro. La descomposicién del cilindro se
muestra en la figura 1.6., donde cada una de las bases tiene area zx°. La

superficie lateral del cilindro es un rectangulo de dimensiones 2z x por h .

X
(Y

2nx

2nx
FIGURA 11.6
El area del envase esta dada por la suma de las areas de las superficies que lo
componen, es decir, la suma de las &reas de las bases y el area de la parte

lateral, entonces A=27zx*+27xh= 27;( x%+xh )
En la expresion anterior, el area depende de las variables x y h, sin embargo,
estas dos variables se encuentran ligadas por el hecho de que V =z x? h=1000.

Para rescribir la expresion del area en términos de una sola variable, digamos el

1000
X2’

radio x, utlizamos la condicion de ligadura h= por tanto,

1000 27 x* +2000

7 x? X

A=27x?+27x . Por Ultimo, para indicar que el éarea

_ 27x%+2000

depende de la variable x escribimos A( x ) , siempre que x>0.

JAY
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias ]
iv. DEFINICION 1.1 (FUNCION RACIONAL) 3. Tenga en cuenta
Fundamentandose a X" +a, X" .+ax+a que en la definicion
La funcion r(x )= n-1 127 % e

en los modelos que X b X" 44 bx+by de funcion racional,

, m-1 1 0
construyé  antes, ; tanto el numerador
formalice la donde a,, a, -, a,4,a,, by, bl, <++,by1 Yy b, son nimeros reales y como el
definicion de | b,x™ +b, ;x™* +---+bx+b, =0, se denomina funcion racional en la variable | denominador son

funcién racional.

v. Solicite al
estudiante que
proponga y que
clasifique funciones
racionales.

v. Clasifique las
funciones

racionales en
irreducibles y
reducibles.

X.

a. Si n<m (el grado del polinomio numerador es menor que el grado del
polinomio del denominador) se denomina propia.

b. n>m (el grado del polinomio numerador es mayor o igual que el grado del
polinomio denominador) se denomina impropia.

ACTIVIDAD 1.4 (FUNCIONES RACIONALES)
a.Enr(x)= ); —AX g polinomio del denominador es q (x )=x*+x+1 y
X“+x+1

tiene grado m=2, el polinomio del numerador es p (x )=x?—4x y su grado es

x% —4x o .
n=2,portanto, r(x)=—; es una funcion racional impropia.

X +x+1

5_ 2 _
b. En r(x):w el polinomio del denominador es
X +10x+24
g (x)=x*+10x+24 y tiene grado m=2, el polinomio del numerador es
p (x)=4x°-10x*-8 ysugradoes n=5, portanto r(x )= w es
x% +10x+ 24

una funcion racional impropia.

3_
c. En r(x)=— 35 el polinomio del denominador es

x*—2x3+x*+x-4
q (x)=x*-2x*+x? +x—4 ytiene grado m=4, el polinomio del numerador es
3x* -5

es una
x*—2x3+x2 +x—4

p (x)=3x*-5 de grado n=3, por tanto, r(x )=

funcion racional propia.
JAY

Otra clasificacion que admiten las funciones racionales es la de ser reducibles o
irreducibles.

DEFINICION 11.2 (CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES RACIONALES)
Sea la  funcion  racional con regla de  correspondencia

n n-1
f(x)= E Cax"+a X"+ ax+a

a. r(x)=
comunes.

b. r(x)=

X

m m-1 '
X bx + D X e+ by X+ by
Y

~—

es irreducible si y solo si p(x) y g(x) no tienen ceros

q(

p(x)
(

es reducible siy sdlosi p(x)y q(x) tienen ceros comunes.
gi(x

——

polinomios y que la
literal comun en los
términos se
interpreta como la
variable
independiente.

3. La definicion 11.2
indica que en las

funciones
racionales
ireducibles,  las
funciones
polinomiales que la
componen no
tienen ceros
comunes, en
consecuencia, la
regla de
correspondencia
no se puede
simplificar.
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Observaciones -

. . _ o . Dificultades y

y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo soluciones
sugerencias
vi. Insista en las (x) n 1. 4. El programa no
. . p(x a, X" +a, 41X 4+ X+,
o Si la regla de correspondencia r(x )= =" n ;

e B p D400 o, oo, |0
iualdad de dos puede simplificarse (es decir, r es reducible), debe tenerse en cuenta que al relacionados con la
funciones. Plantee | ‘Simplificarla” ha modificado su dominio, es decir, al cancelar el factor x—x, igualdad de
actividades  para | tanto en p como en q, en realidad ha construido una nueva funcion, digamos | funciones, sin
establecer el por rl(x) que es igual a r(x) excepto en el punto x=x,, por tanto, | embargo, resulta
qué del tener rl(x):r(x) siempre que x # X, prudente que haga
cuidado al referencia a este
fjmgf:r ACTIVIDAD IL.5 (REDUCCION DE FUNCIONES RACIONALES) ‘;’Sfﬁ&to le evitara

v.ii No olvide guiar
al estudiante para
que “descubra” que
los ceros de una
funcion racional
irreducible
coinciden con los
ceros de su
polinomo
numerador.

ar(x)= x242x+1  (x+1)
' X2 +5x+6  (x+3)x+2)

x2 +2x
b7 (x)- X2 +6x

es irreducible.

es reducible puesto que

(%)= x2+2x  X(x+2) x+2

x3+6x x(x+6) x+6

sin embargo, el dominio de r se obtiene a partir de regla de correspondencia
original.

2
. r(X): X +5;(+6

3 es reducible, puesto que
X +5X° +6x

x2+5x+6  (x+2)x+3)
r(x)=—f > = :
X® +5x° +6x x(x+2)(x+3)

2
por tanto, r (x):;(“L;ZH(S:l siempre que x#0, x#-2 Y x#-3.
X7 +5x°+6x X

VA

Los ceros de una funcién racional irreducible (si es que existen) son los ceros de
la funcién polinomial que define su numerador, por tanto, todas las propiedades
tratadas en la unidad previa (respecto a los ceros de una funcion polinomial) son
validas en la determinacion de los ceros de una funcidn racional irreducible.

ACTIVIDAD 1.6 (DOMINIO DE FUNCIONES RACIONALES)

X2 — 4x
X2

a. En r(x)= , el dominio lo constituyen todos los nimeros reales

diferentes a los ceros del polinomio denominador, es  decir
dom(r )=(—o0,-2)u(-2,2)u(2,+x ), puesto que q (x)=x>-4%0 si

x2 — 4x

5 son los ceros
X

x#-2 Yy x=2, vea la figura I.7. Los ceros de r (x )=

de p (x)=x*—4x,esdecir, x=0y x=4.

<4+—0 o—» +—0—o0 >
-2 0 2 6 -4 0
FIGURAIL.7 FIGURA 1.8
—6X

b. El dominio de r(x )=

= contiene a todos los nimeros reales
X +10x + 24

problemas.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

v.iii Insista en que
para de analisis del
comportamiento
grafico de una
funcién racional se
facilita si los
polinomios que la
componen  estan
factorizados.

ix La determinacion
de los ceros del
polinomio

denominador  es
fundamental en el
trazo de la curva
asociada a ella,
éstos ceros se
relacionan con las
asintotas.

x. Utilice tablas en
casos particulares
para mostrar los
distintos
comportamientos
de las funciones
polinomiales
alrededor de los
ceros.  Traduzca
estas
observaciones en
el comportamiento
grafico de la
funcion.

distintos a los ceros de q(x)=x*+10x+24 =(x+4)(x+6), mismos que son
x#=—6 y xz—4, asi dom(r)=(-w0,-6)u(-6,-4)u(-4,+x), vea la
—6x

figura 11.8. El Gnico cero de r(x)=——
X“+10x+24

(que coincide con el cero de

p(x)=—6x)es x=0.

22X+ 7

c. En r(x)=23 . el polinomio denominador es q (x)=x?+1 y no tiene
x? +

ceros reales, por tanto, el dominio de r(x) es el conjunto
dom(r )=(—-o0,+e0 )=IR. El polinomio numerador es p (x)=2x+7 y su

. 7 g -
nico cero es x =~ -, por tanto, también es el tnico cero de r( x ).

x? +5
x? —x-20
x=-4 y x=5, asi el dominio de
dom(r)=(-c0,-4)u(-4,5)U(5,+x).

p (x)=x2+5 no tiene ceros reales, entonces r (x ) no tiene ceros.

d. En r(x)= , el polinomio q (x)=x*-x-20 tiene dos ceros

r(x) es el
Por otra parte,

conjunto
como

TAY

Avanzando en el desarrollo del proceso de construccion de la curva asociada a
una funcién racional irreducible, veamos cual es su comportamiento alrededor de
un punto en el que no esta definida (es decir, alrededor de un cero del polinomio
denominador).

Sea r(x)= p(x)

a(x)
m , entonces puede ser rescrita en la forma
p(x)
(0= P
(x=x5)"s(x)
en donde q(x)=(x—-x,)2s(x) y s(x) es una funcién polinomial de grado
m-a. El comportamiento de r(x ) alrededor de x, lo describen, tanto el factor

una funcién polinomial irreducible en donde q tiene grado

g(x)= ot como el signo de p(x ) . Para analizar el comportamiento
(x=x)°® s(x, )
p(x)_  p(x)

asignaremos a la variable x

de la funcion r(x)=

a(x) (x=x )*s(x)
numeros cada vez mas proximos a x, , primero menores que x, Yy luego mayores
que x,, vea lafigura Il.9 y las tablas 1.1y I1.2..

asignacion de numeros a la
variable x menores que X,

asignacion de ndmeros a
la variable x mayores que X,

\ 4

+- o
\ ¥ 7 Tx

0
FIGURAIL9

5. La notacion (en
términos de |la
simbologia de la

teoria de
conjuntos)

adecuada para
representar el

dominio de una
funcién racional no
se contempla en
los cursos previos,
introduzcala de
manera un tanto
informal.

6. Es muy comun
que el estudiante
confunda el rol de
los ceros de las
funciones

polinomiales  que
componen a la
funcién  raciondl,
Usted debe
especificar a qué
se refiere cada uno
de ellos.
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Dificultades y
soluciones

1.11.

1
X 9(x)=-——"— | Signode g
(x=xq )
(0.9 )x, (-10x, )® positivo
(0.999 )x, (-1000x, )2 positivo
(0.99999 )x, | (-100000x, )2 positivo
Xo indefinido
(1.00001 )x, (100000x, )2 positivo
(1.001 )x, (1000x, )? positivo
(1.1)x, (10%, )® positivo
TABLA 1.2
El comportamiento de r(x )= L):) se muestra en las figuras 11.10. 'y
(x=%)*s(x)
a impar a impar
YA X=X a X=X,
A A
I I
I I
I I
I I
I I
I g I
0 % X 0 %o
I I
I I
I I
¥ v
p(x) - P (X,) :
ositivo negativo
s(Xx,) P s (x,) 9

PRIMER CASO, a ES UN NUMERO IMPAR

X 9(X)=¥a Signo de g
(x=x, )
(0.9 )x, (-10x, )? negativo
(0.999 )x, (-1000x, ) negativo
(0.99999 )x, | (-100000x, )2 negativo
Xo indefinido
(1.00001 )x, (100000x, )*? positivo
(1.001 )x, (1000x, )*® positivo
(1.1)x, (10%, )? positivo
TABLA 1.1

SEGUNDO CASO, a ES UN NUMERO PAR

FIGURA 1110
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y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

xi. Utilice las

observaciones
anteriores y
proponga al
estudiante que
defina lo qué es
una asintota
vertical.

xii. Establezca una

estrategia para
determinar

asintotas verticales
y el

comportamiento de
la curva asociada a

una funcién
racional propia e
irreducible.

Xii. Proponga

actividades en las
que se utilice la
estrategia 1.1
incluya casos
diversos.

a par a par

X=X

v
v

0

?
[
[
[
[
[
I
X | X
[
[
[
v

o
(—————C?<———————)

X

o

x
I
Be

P (%)
s (X,)
FIGURA I1.11

negativo

positivo

Los comportamientos mostrados en las figuras 11.10. y I.11. se llaman
“asintoticos” y la recta de ecuacion x =x, se denomina “asintota vertical”.

DEFINICION 11.3 (ASINTOTAS VERTICALES)

Sea r una funcion racional propia e irreducible, entonces:

Si r crece indefinidamente en forma positiva, o crece indefinidamente en forma
negativa, o crece indefinidamente en ambas formas, conforme las asignaciones a
X son cada vez mas proximas a x, , entonces la recta de ecuacion x=x, €s

“asintota vertical” de la curva asociada a r .

ESTRATEGIA 111 (TRAZO DE ASINTOTAS VERTICALES Y
COMPORTAMIENTO A SU ALREDEDOR)

Para determinar las asintotas verticales de una funcion racional propia e
irreducible r :

i. Factorice (si es posible) p (x)y q (x).

ii. Determine los ceros de g (x )=b,x™ +by, ;x™* +---+b;x+b;.

ii. Si x, es uno de los ceros, una de las asintotas verticales tiene ecuacion
X=Xg-

iv. Asigne valores x tan proximos, como le sea posible a x, (tanto mayores
€OMO menores que x, ) Y luego determine las imégenes correspondientes.

v. Los puntos obtenidos indicaran el comportamiento de r(x ) en la proximidad
de la asintota.

ACTIVIDAD 1.7 (USO DE LA ESTRATEGIA I1.1, ASINTOTAS VERTICALES DE
UNA FUNCION RACIONAL)

a. Asintotas verticales de r(x )=
2X 2X

ir(x)= 20" (xa)x 5)

ii. Los ceros del polinomio denominador son x=-4 y x=5.

iii. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=—4 y x=5.

iv. Comportamiento de r alrededorde x=-4 y x=5, veala figura Il.12.

2X
X2 —x-20

7. Indique que las
asintotas verticales
no forman parte de
la curva asociada a
una funcion
racional, si éste
fuera el caso se
violaria la
definicion de
funcién  (recuerde
la regla de la recta
vertical.
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X r ( X ) signo
4.1 -9.01098 negativo
asintota 4 indefinida
-39 8.76404 positivo

49 | -11.011236 | negativo
asintota 5 indefinida
5.1 11.20879 positivo

X=-4 y X=5
A *
' I
' I
' I
I La
: -2 0 2 ;X
V \w
FIGURA 1112
4

b. Asintotas verticales de r(x )= CE A
x=1)"(x+

i r(x)= SR S
(x=1)(x+2)
ii. Los ceros del polinomio denominador son x=-2 y x=1.
iii. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-2 y x=1.
iv. Comportamiento de r alrededorde x=-2y x=1, veala figura Il.13.

X r(x) signo
2.1 41.62 positivo
asintota -2 indefinida
-1.9 47.56 positivo
0.9 137.93 positivo
asintota indefinida
11 41.62 positivo
X=-2 Xx=1
Y
7' I T
I I
I I
| | >
21 of 1 2 X
I I
I I
I I
v v

FIGURA 1113
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Observaciones

- _ - . Dificultades
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo . y
. soluciones
sugerencias
¢. Asintotas verticales de r(x )= 21 .
X° -4
. 1 1
L. r{xj)= = .
(x) x2-4 (x+2)x-2)
ii. Los ceros del polinomio denominador son x=-2 y x=2.
iii. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-2 y x=2.
iv. Comportamiento de r alrededorde x=-2 y x=2,veala figura Il.14.
X r(x) signo
-2.1 2.4390 positivo
asintota -2 indefinida
-19 -2.5641 negativo
1.9 -2.5641 negativo
asintota 2 indefinida
2.1 2.4390 positivo
X=-2 =2
A yAk X A
| |1
| |
| |
| |
+ —>
-2 I 0 I 2 X
| |
| |
| l 1 I
V ¥
FIGURA 1114
TAY
xiii. Analice el
comportamiento Para asignaciones extremadamente grandes a la variable x (asignaciones que
extremo de wuna p(x)
funcién racional en | pueden ser positivas o negativas) de la funcion racional r(x )= ( ) la
. X
términos del q
i R - . ax" a ) .
cociente  de  10S | giision de los términos dominantes 27X — & y*m define el comportamiento
términos X" by
dominantes. extremo de su curva asociada.
i. Si n<m, la curva asociada a r tiene a la recta de ecuacion y=0 (eje x)
como asintota horizontal.
. . . ., a
ii. Si n=m, la curva asociada a r tiene a la recta de ecuacion y = b—” como
n
asintota horizontal.
iii. Si n>m, la curva asociada a r no tiene asintota horizontal.
Xiv. Guie al

estudiante en la
construccion de la

definicion de
asintota horizontal
(puede hacerlo

intuitivamente).

DEFINICION 11.4 (ASINTOTA HORIZONTAL)

Sea r una funcidn racional irreducible.

Si r se aproxima a la recta de ecuacion y=y, conforme se le asignan a x
numeros cada vez mayores —positivos o negativos o en ambas formas, entonces
la recta de ecuacion y =y, se denomina “asintota horizontal” de la curva de r .
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XV. Proponga | ACTIVIDAD 1.8 (ASINTOTAS DE UNA FUNCION RACIONAL) 8. Tenga en cuenta
actividades en las a S r(x)= x-1 x—1 entonces (x)=x-1 que: jla curva
que se determinen | - x2-5x+6 (x-2)x-3)’ PIX)=x= Y| asociada a una

las asintotas de
funciones
racionales.

q(x)=x*-5x+6 no tienen factores comunes (r es irreducible). Las asintotas

n
a, X X
n —=— donde
X X

verticales tienen ecuaciones x=2 y x=3. Por otra parte,

m

n<m. Por tanto, la linea recta y=0 es asintota horizontal de la curva asociada
a r,veala figurall.15.

yA
A M
1]
1
1]
L1 ¢
T4 o 1 14 x y=0
I
I
I
-4
Vol
XxX=2 x=3
FIGU .15

22X —4x-6 _ 2(x-3)x+1)

b. Puesto que r(X)—4X2+4X_8_4(x+2)(X—1)

, entonces las asintotas

. . . oa X"
verticales tienen ecuaciones x=-2 y x=1. También, —

m

2
:Zizzl, donde
X" 4xc 2

. o 1 . .
n=m, por tanto, la linea recta de ecuacion y = > es la asintota horizontal de la

curva asociadaa r , veala figura Il.16.

y
A 4
I 2 I
I I
| 1 y:zl
—pF—-————+—=4->
o 1
I I
I I
¥ -2 ¥
X =2 x=1
FIGURA 1116
— 2 —
c.Enr (x):w, a,x"=-7x* y b,x™ =x?, por tanto, la recta de
X —5x+2
ecuacion y=-7 es la asintota horizontal.
2x° -6 N ) n
d. En r(x)= L X =2x* y b,x"=-x, donde n>m, por tanto
—X+

r (x) no tiene asintotas horizontales.
[A)

funcién racional r,
puede intersecar a
una asintota
horizontal!
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. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
Xvi. Proponga SIMPLIFICACION DE LA REGLA DE CORRESPONDENCIA 8. Tenga en cuenta
funciones ) que aunque
racionales  cuya | ACTIVIDAD 1.9 (SIMPLIFICACION DE LA REGLA DE CORRESPONDENCIA) | algebraicamente
regla el s (x)=", entonces dom(r)=(-o,0)(0,+). Puesto que las funciones sean
correspondencia X equivalentes, esto
sea reducible, X . X ) no implica que las
muestre el efecto | T (X )=;=1, es decir, r (x)=1, se cumple que r (x )=  esequivalente a | fnciones  sean
de esta reduccion. | (x)=1, siempre que dom (s )=(—o,0)u(0,+e0). iguales. Fortalezca
, 9I concepto de
b.Sea r (x)=—> X —2X_ entonces igualdad de
X° +2x-8 funciones.
dom(r)=(-o0,-4)u(-4,2)u(2,+x).
2 p—
Como XT-2x x(x-2) =X , podemos  afirmar  que
x2+2x-8 (x-2)x+4) x+4
x% - 2x : X . i
r(x)=————— esiguala s (x )=—— bajo la condicion de que
(x)=— - 5 51 (x)=—— baj q
dom (s )=(—c0,-4)u(-4,2)u(2,+x).
c.Sir(x)=- X*3__entonces
X°+4X+3
dom(r )=(—-o0,-3)u(-3,-1)u(-1,+x ). Observe que
X+3 _ 1
(x+3)x+1) x+1°
Podemos afirmar que r (x )= ﬁ , bajo la condicion
dom( s )=(-o0,-3)u(-3,-1)u(-1,+x).
O

Xvii. Guie  al
estudiante para que
descubra el efecto
en la curva
asociada a una
funcion al “eliminar”
uno 0 mas nimeros
del dominio.

El hecho de que las reglas de correspondencia de dos funciones sean iguales, es
decir, r(x)=s(x), pero que sus dominios no coincidan en un ntmero finito de

asignaciones a la variable x se manifiesta gréaficamente en que las curvas
asociadas a r y s no coinciden en un numero finito de los puntos, vea figura

11.17.

y

y =
X=X A

A 01*
1
|
|
1
|
|
|
T

v

v

0 X %o1 0 %2 X

I
I
I
v
FIGURA 11.17

Si la funcion racional r admite como factor a x —x, tanto en el numerador como

el denominador, entonces la regla de correspondencia puede simplificarse, este
hecho se manifiesta como un hueco en la curva asociada a r puesto que el
numero x = x, no pertenece al dominio de r .
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xviii. Proponga al | ACTIVIDAD 1110 (HUECOS DE UNA CURVA) 9.7
estudiante la , N x2_4 (x—2)(x+2)
][Sr\:i;i::es de | @ Si r(x)= "y entonces r (x)= ox6 " (xr2)x3)

reducibles en las
que identifique los
‘huecos” y que
trace las curvas
correspondientes.

x2—4 )(x+2) x-2

Puesto que r (x)= N Ex+2)(x 3) = x 3 siempre que x=#-2,
)=

coincide con la curva asociada a

entonces la curva asociada a r ( x

s (x)=

Veala figura I1.18.
y

x2-x—6

% excepto en el punto [— , %j en donde presenta un hueco.

A “a
| |
i ° |
| | r
| i
—~_! . ~_ ! .
2 0 \i X .2 0 \Li "X
| |
| |
| |
v V FI
GURA 11.18
2 2
b. Si r(x)=4x4+4x, entonces r(x):4x Tax_ 4x(x+1)
X+ x xt4x x(x+1)x% +x+1)
dom (r)=(-c0, -1)u(-1,0)u(0, +x)
4x% +4x 4x(x+1) .
Puesto que r (x = = siempre que
a (x)= x* +x x+1Xx2+x+1) X2 +x+1 pre 4
4x2 +4x

x#0y x=-1, asi, la curva asociada a r (x )= coincide con la curva

x* +x

asociada a s (x)= , excepto cuando s (0)=4 y s(-1)=4, es

X2 +x+1
decir, en los puntos (0,4) y (~1,4) en loa que tiene huecos, vea la figura
11.19.

; ,

v

[
»

X -1 0 X
FIGURA 11.19
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xix. Sintetice todos | La sistematizacién de los aprendizajes tratados en la presente seccion,
los aspectos | constituyen la estrategia a seguir para bosquejar (trazo aproximado) la curva

relacionados con el
trazo de la curva
asociada a una
funcién racional y
asi de origen a una
estrategia para el
trazo de ésta.

xx. Solicite al

estudiante la
aplicacion de la
estrategia  antes
construida.

asociada a una funcion racional y se encuentran agrupados en la siguiente
estrategia I1.2.

ESTRATEGIA 112 (BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCION
RACIONAL)

1. Si es posible factorice los polinomios numerador y denominador de r .

i. Si r es reducible cancele los factores comunes de p y q, y obtenga

s (x)= P (x) _
q, ( X )
ii. Si x—x, es un factor comdn, entonces en el punto h( x, ,s(x, )) marque
un hueco en el plano cartesiano.
2. Determine los ceros de p, (en caso de que existan) y marquelos en el eje x .
Determine el dominio de r .
3. Determine el punto de interseccién de la curva asociadaa s con el eje y.
4. Determine las asintotas (verticales, horizontales) de s, asi como el
comportamiento alrededor de ellas.
5. Calcule el “signo de s ” en cada intervalo generado por sus ceros.
6. Utilice segmentos suaves y continuos para trazar la curva asociada a s .

ACTIVIDAD 1111 (BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCION
RACIONAL)
2
a. Bosquejo de la curva asociada a r(x )= >2<+7x—6
X +9x+18

2
1. Observe que r(x )=~ +x-6 =(X+3XX_2)=X_2,p0rtant0, r(-3)
x2+9x+18 (x+3)x+6) x+6

no existe y la curva asociada a r (x ) tiene un hueco en h [ -3, —g j .

2. El Gnico cero de s es x =2, por tanto, su curva asociada interseca al eje x
enelpunto 1, (2, 0).

3. Como r(O):—%, la curva asociada a r(x) interseca al eje y en
|y[ 0, —%J.Ademés dom(r)=(-c0,-6)u(-6,-3)u(-3,+x).

4. La funcidén s tiene una asintota vertical de ecuacién x =-6. Puesto que

%: X _1, entonces la curva asociada a r (x) tiene como asintota
X X
horizontal |a recta de ecuacion y =1.
5.
INTERVALOS | x, | r(x,) | SIGNODE r(x)
(—o,-6) | -7 9 positivo
1 ,
(-6,2) 0 3 negativo
1 i
(2, +) 3 9 positivo




II1 FUNCIONES RACIONALES BASICAS 97

Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

6. La figura I1.20. muestra un bosquejo de la curva asociadaa r .

FIGURA 11.20
. . 3Xx-6
b. Bosquejo de la curva asociada a r(x )= - 3

1. p(x)=-3x+6y q(x)=x+3 no tienen factores comunes.
2.ElUnicoceroes x=2y 1,(2,0).
3.r(0)=2,lacurvaasociada a r intersecaaleje y en 1, (0, 2).
dom(r)=(-o0,-3)u(-3,+).
4. La funcién r tiene asociada una asintota vertical de ecuacion x=-3. Dado
ax"  —3x

que N :T:_S’ por tanto, la funcién r tiene asociada una asintota
m X
horizontal de ecuacién y =-3.
5.
INTERVALOS | x, | r(x,) | SIGNODE r(x)
(-0,-3) | 4 5 negativo
(-3.,2) 1 % positivo
1 .
(2 , +00) 3 ) negativo

6. La figura I.21. muestra un bosquejo de la curva asociadaa r .

yA
x=-3
A
|
I 3
RN ,
-8 41 0] 2 X
I ‘\\\“—9
€ —————— ——t—————— >
| -4 y=-3
|
I
-8
¥

FIGURA 11.21
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X
x2 —5Xx—6
1. p(x)=-xy a(x)=x? —5x -6 no tienen factores comunes.
2. El tnico ceroes x=0y 1,(0,0).También 1,(0,0)
dom(r ):(—oo,—l)u(—l,G)u(G,+oo).
3. Lafuncion r tiene dos asintotas verticales de ecuaciones x=-1y x=6.
a,x" X 1

4. Por otra parte, puesto que —" == 7=y entonces r

bmxm 2

asintota horizontal de ecuacion y =0.
5.

c. Bosquejo de la curva asociada a r(x )=—

tiene una

INTERVALOS | X,

SIGNODE r(x)

(=0, -1)

negativo

(-1,0) |-

positivo

(0,6) | 4

negativo

(6,+oo) 8

positivo

6. La figura 1.22. presenta un bosquejo de la curva asociada a r .

d. Bosquejo de la curva asociada a r (x)=

1.r(x)=

P N P ——.
o

x
1
'

[N

-8

><V

e e e e e e e e e s e s e e e w3
(o0

x
I
(2]

FIGURA 11.22

x2 -4 (x-2)x+2)
x2-16 (x—4)x+4)

X2 —4

X216

2. Los ceros de r(x)son x=-2 y x=2.Ademas
dom(r)=(-o0,-2)u(-2,2)u(2,+x).

3. Puesto que r (0)=% ,entonces r (x ) interseca al eje y en Iy( 0 'Z]'

1

4. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-4 y x = 4. Por otra parte,

Observaciones

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
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ax"  x?
como "~ =
X" X

>-=1,entonces y =1 es la ecuacion de la asintota horizontal.

5.

INTERVALOS | X,

(-0, -4) | -6
(-4, -2)

(-2,2) 0

SIGNO DE r(x)

positivo

negativo

positivo

(2,4) 3 —g negativo

(4,+oo) 6 =

positivo

6. La figura I1.23. corresponde a un bosquejo de la curva asociada a r .

)
A

—— —— — —
[o0)

201 2

'
[ee]

x
1
ESN

-8

- !
! [
» [
L
|
[
|
1
[
[
e e — —:———————-)
[
[
!
<
1
y —

P N ——

FIGURA 11.23

_ x2+2x+14
CxP42x+24

1. p(x)=x%+2x+14 y q(x)=x*+2x+24 no son factorizables.
2. r(x) no tiene ceros, por tanto, dom (r )=IR.

e. Bosquejo de la curva asociada a r(x )

3. Puesto que r(0)= é , la curva asociada a r interseca al eje y en el punto

7
| 0o, —|.
y[ 12)
ax" X2

4. r no tiene asintotas verticales, por otra parte, como b" =", =1, entonces
X X

y =1 es la ecuacion de la asintota horizontal.

5. La siguiente tabla apoya en trazo del bosquejo de la curva correspondiente a
r.

Observaciones

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
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x | r(x)
N
16
, | L
B 12
, | U
16
6. La figura 11.24 corresponde a un bosquejo de la curva asociada a r .
Ya
7112 y= 1
8 0 8 "X
FIGURA 11.24
JAY
Terminemos la presente seccion sefialando algunas aplicaciones de las funciones
racionales.
ACTIVIDAD 1112 (APLICACIONES DE LAS FUNCIONES RACIONALES)
a. (INCREMENTO DE LA CONCENTRACION DE ALCOHOL).
¢ Qué cantidad de alcohol debe agregarse a 100 ml., de una mezcla con una
concentracién del 35% de alcohol, para producir otra mezcla de alcohol con una
concentracion del x%?
Inicialmente, la cantidad de alcohol en la mezcla es de 35 ml., puesto que:
M(mom de mezcla )=35ml. de alcohol .
100ml. de mezcla
Sea la variable x =mililitros de alcohol agregados a la mezcla, entonces:
x + 35 es la cantidad de alcohol en la mezcla resultante y x+100 es el volumen
de la mezcla, por tanto: ;:13(')% es la concentracién de alcohol en funcién del
alcohol agregado. Asi, ¢ (x )= XX:f(’)SO representa la concentracion de alcohol en
funcién del alcohol agregado, evidentemente x>0.
b. (PERIMETRO DE UN RECTANGULO DE AREA FIJA)
Una regién rectangular contiene un &rea de 1000 metros cuadrados, ¢cémo varia
el perimetro en funcién de su ancho?
Representemos por x el ancho del rectangulo y por y su largo, entonces
1000=x-y y 2x+2y=p. De la primera ecuacién obtenemos yzg, su
— . 2000 2x?+2000
sustitucion en la segunda ecuacion da p =2x+ . siempre que
x>0.
Observaciones | Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo | Dificultadesy




II1 FUNCIONES RACIONALES BASICAS 101

y soluciones
sugerencias
Por tanto, la funcién que describe el perimetro del rectangulo en funcion de su
2
anchoes p(x ):w, donde x>0.
X

c. (POBLACION DE MAMIFEROS)
El numero de cierto tipo de mamiferos en funcion del tiempo, en una region
): 250 +150t

5+0.25t
i. Por tanto, la poblacion de esos mamiferos a los 10 afios es
0(10 )= 250+150( 10 )

especifica, se modela por medio de la funcion p ( t

~233.
5+0.25(10)
ii. La poblacion de mamiferos a los 20 afios es p( 20 )= %0(20) ~325.
5+0.25(20)
iii. La poblacion de mamiferos a los 40 afios es p( 40 )= 250+150(40) ~416.
5+0.25( 40 )

d. (PRODUCCION DE OBJETOS)
El costo total de producir x unidades esta dado por p( x )=3x*+ x+48 pesos.

El costo promedio por unidad producida, es el costo total dividido por la cantidad
de unidades producidas.

i. La funcion Cp(x )= representa el costo promedio por

p(x) 3x*+x+48
x X

producir x unidades.
ii. El costo promedio (por unidad) al producir  x=10 unidades es

2
Cp(20)= 3(10 ) +(10 )+48 =35.8 por unidad.
10

e. (OSCILACION DE UNA PARTICULA)
En fisica se demuestra que la oscilacion de una particula que se fuerza para
oscilar en un medio resistente tiene amplitud A(r ) dada por la funcion

1
A( r ): - @
(l— r2 )2 +kr?
a la frecuencia natural de oscilacién y k es una constante positiva que mide el
efecto de amortiguacion del medio resistente.

donde r es el radio de la frecuencia de la fuerza frente

i.Si k=1,entonces A(r ):%.
(1—r2 ) +r?
i. A(r)= ;2 no tiene asintotas verticales puesto que
(1—r2 ) +r?
(1—r2 )2 +r2 %0 ¢porque?
ii. A(r ):(21)2 tiene como asintota horizontal la recta de ecuacion
1-r +r

f. (COSTO DE UN ENVASE CILINDRICO)
Se construira un envase cilindrico que contendra un volumen fijo de 1000

Observaciones | Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo | Dificultadesy
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centimetros clbicos de cierto liquido. El costo del material para fabricar las “tapas
circulares” del cilindro es 3 pesos por centimetro cuadrado y el costo del material
utilizado para construir la parte lateral es 2 pesos por centimetro cuadrado.

i. Sea: C el costo total del envase, ct el costo de las tapas y cl el costo de la
parte lateral, entonces C =ct +cl .

ii. Si h representa la longitud de la altura, r la longitud del radio de las bases
(superior e inferior), entonces el costo del envase en términos del costo de los
materiales es C =3zr? +3zr2+2(2zrh)=6zr?+4zrh.

iii. Puesto que el volumen del envase cilindrico es V =1000=zr?h, para
escribir el costo del envase en términos de la longitud del radio, despejamos la
altura y la sustituimos en la ecuacion del costo, asi V =1000=~zr?h, entonces

1000

ho oY
zr?

y al sustituirla en la ecuacién del costo obtenemos

C(r)=6zr? +4Orﬂ pesos.

iv. Si el radio es r=10 centimetros, entonces el costo del envase es
4000

(10)

c(10)=6z(10 )’ + = 6007 + 400 pesos.

g. (DEPRECIACION)
Como resultado de los avances tecnoldgicos en la produccion de teléfonos
celulares, que son cada vez mas compactos y potentes, disminuye el precio de los
que existen en el mercado actualmente. Supongamos que dentro de t meses, €l
precio de cierto modelo se rige por p (t )= 4000+ % pesos.

+

i. EL precio actual de un teléfono celular es p (0 )=4000+— 220 _ _ 4600

10( 0 )+5
pesos.

ii. EL precio de un teléfono celular, a los cinco meses serd de

3000
p(5 ):4000+710(5 145
iii. EL precio de un teléfono celular, a los cinco meses bajo
p(0)-p(5)=4600-405454=54546 pesos.
iv. EL precio de un teléfono celular sera de 4200 pesos cuando:

= 405454 pesos.

, entonces 200( 10t +5 )=3000 0 10t +5=15, pasado un

4200 = 4000+ 3000
10t +5

t=1 mes.
v. EL precio de un teléfono celular a largo plazo sera de 4000 pesos.

h. (RECOLECCION DE FONDOS)
Una secta religiosa ha lanzado una campafia para reunir fondos. Los

administradores de la secta estiman que tardaran f (x )= 100x

=————— Semanas
1500 —10x

en conseguir el x% de sus objetivos.

i. Entonces, en f (50)= 100(50) _ 5000

= = =5 semanas alcanzaran el
1500-10(50 ) 1000

50% de sus objetivos.
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=20 semanas alcanzaran el 100% de

i, En (100 )= 100(100) 10000
1500-10(100 ) 500
sus objetivos.
iii. Para determinar el porcentaje que alcanzaran en 2 semanas, resolvemos la
ecuacion 2=&, por tanto 3000—20x =100x 0 3000 =120x , entonces
1500 —10x

en dos semanas alcanzaran el x =25 por ciento.

[AY

———____ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propdsito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. Suponga que el volumen V de un bloque de hielo, cuando se pone a temperatura ambiente (20 °C ), es inversamente
proporcional al tiempo t transcurrido. Si un bloque de hielo con un volumen de 0.2
metros clbicos tarda 60 minutos en reducir su volumen a la décima parte, determine V (t ).

2. Un resistor R, =90 Ohms est4 conectado en paralelo con otro resistor de resistencia variable x, tal como lo muestra la

figura. Determine la funcién que relaciona la resistencia en los bornes A y B.
A

) = x

B |
3. Una caja de carton, con base cuadrada y con tapa, contiene un volumen de 100 centimetros cubicos. Determine una funcién
que describa el area total de la caja en términos de la longitud de los lados de la base.

4. Una caja de cartdn, con base cuadrada y sin tapa tiene volumen de 100 centimetros cubicos. Determine la funcion que
relaciona el area total de la caja y la longitud de los lados de la base.

5. a. Se desea construir una caja que debe tener base cuadrada y sin tapa, su volumen debe ser de 100 centimetros cubicos. Si
el precio del material que se utiliza en la base es el doble del que se utiliza en los lados, determine una funcién que relacione el
costo total de la caja y la longitud de los lados de la base.

b. En el inciso a. suponga que el largo de la base es el doble del ancho. Determine una funcion que relacione el costo total de la
caja y la longitud del ancho de la base.

c. En el inciso b. suponga que la caja tiene tapa, determine una funcion que relacione el costo total de la caja y la longitud del
ancho de la base.

6. Se desea construir un tanque en forma de cilindro coronado por una semiesfera, el tanque debe tener capacidad de 6z
metros cubicos.

a. Determine la funcion que describe la altura en términos de su radio.

b. Determine la funcién que describe el area del tanque en funcién de su radio.

¢. Suponga que el precio del material para construir la base es 200 pesos por metro cuadrado, que el precio del material para
construir la parte esférica es 100 pesos por metro cuadrado, y que el precio del material de la parte cilindrica es 150 pesos por
metro cuadrado. Determine la funcién que describe el precio del tanque en funcion de su radio.
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7. Se desea construir una ventana rectangular coronada por un semicirculo con radio de longitud x y que tenga un area de 4
metros cuadrados.

a. Determine la funcién que describe la altura de la parte rectangular, en términos de la longitud del radio.

b. Determine la funcién que describe la altura total de la ventana, en términos de la longitud del radio.

c. Suponga que el precio del material para construir la parte rectangular es 400 pesos por metro cuadrado y que el precio del
material para construir la parte circular es 800 pesos por metro cuadrado, determine la funcién que describe el precio de la
ventana en funcion de la longitud del radio de la parte circular.

8. Se desea construir un almacén en forma de cilindro coronado por un cono circular recto, con capacidad de 300z metros
cubicos.

a. Determine la funcién que describe la altura de la parte cilindrica, en términos de la longitud del radio.

b. Si la altura del cilindro es la misma que la altura de la parte conica, el precio del material para construir la parte circular es
400 pesos por metro cuadrado y el precio del material para construir la parte conica es 600 pesos por metro cuadrado,
determine la funcién que describe el precio del almacén en funcion de la longitud del radio.

9. La péagina (con forma de rectangulo) de un libro tiene x centimetros de anchoy y centimetros de largo, la superficie impresa
es de 30 centimetros cuadrados y se encuentra entre los margenes que tienen longitudes de 1 centimetro (en el ancho) y 2
centimetros (a lo largo). Determine la funcion que describe el area total de la pagina.

10. Determine el dominio, los ceros, el punto de interseccion con el eje y y las ecuaciones de las asintotas verticales.

2
a f(x)=—" b. f(x)=-X*5 c. f(x)=_X=9 d. f(x)=_ X *5%

ax2 4+ 2% Taxi25 T ax?-36 x% +6x2 +8X
_ 2 2
e f(x): 210x 5 O f(X):Zx +10x +12.
X +9x+18 4x“ —36

11. Determine el dominio, los ceros, el punto de interseccion con el eje y, las ecuaciones de las asintotas verticales y las
ecuaciones de las asintotas horizontales.

4x-2 2x%-18 2x2 —2x—4 2x3 +x% —x
a. X )= . b. X)=" c. X)=" = d f(x)="——"—~_ =,
Q(x) 2x+4 Q(x) 3x2+6 Q(x) x2 —2x-8 (x) 2x% —3x2 +x
x-3 x—1 4% —9x+6 NG
e.rix)=——=-_, f f =~ = . X)=_"" " h. f(x)=—"—.
(x) (x-3) (x) X% +x-2 - Qx) x? -4 (x) x? +2x-8
. x? . X2 +4x-14 x2 —2x+3
i f(x)=—"——. . X)="r—"""" k. X)="—-—""=
(x) x% +3x-10 - Q(x) x% +4x-10 Qlx) x? —2x-1

12. |dentifique las diferencias entre los pares de funciones, justifique su respuesta.

a. f(x):X:_‘ll yg(x)=xs1. b, r(x):X:+_11 yo(x)=x-1. r(x):ﬁ yolx)=-1.

d. f(x):ﬁy g(x):xi—z. e. f(x)=%y g(x)=x+2.

13. Determine el comportamiento alrededor de los ceros y de las asintotas verticales.

a. f(x):xi—z. b. f(x):%. c. f(x):ﬁ. d. f(x):%.
e. f(x):%. fo(x)=, 2 g 1(x)= Z 00 - hr()= A

14. Construya una funcién racional con las siguientes caracteristicas:
a. Dos ceros.

b. Asintotas verticalesen x=1y x=3.

c. Asintota horizontal y =2.
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d. Interseque al eje de las ordenadasen y=-2.

15. Construya una funcién racional con las siguientes caracteristicas:
a. Sin ceros.

b. Asintotas verticalesen x=-1y x=5.

c. Asintota horizontal y=-4.

d. Interseque al eje de las ordenadas en y=-2.

16. Construya una funcién racional con las siguientes caracteristicas:
a. Asintotas verticalesen x=2 y x=—4.
b. Asintota horizontal y = 2.

17. Construya una funcién racional con las siguientes caracteristicas:
a. Asintotas verticalesen x=-3 y x=5.

b. Asintota horizontal y=-2.

¢. Huecoen x=1.

18. Haga un bosquejo de la curva correspondiente.

4 2x—4 X 4

a. f(x)=——. b, f(x)=—"——. c. f(x)=—">—. d f(x)=——.
(x) X+4 (x) x2 +5X+6 (x) X2 —x—2 (x) x2 —x-12

2x—2 x-1 3x—6 5x-10

e f = . f. f = - . X))z ———— h. f = .
(x) x% —Xx (x) 2x% —6x+4 9. f(x) (x—2)x+4) (x) x% —2x—15

. X . X2 +4x+3 X2 x? —11x + 28

L f = = . == = '° k. = . . = - =,

1 (x) x3 —5x+3 i Q(x) x? +4x —10 Q(x) x? —49 Qlx) X2 —4x—21

19. Determine los ceros reales, la interseccion con el eje y , las asintotas y luego trace la curva asociada.

x? —10x+ 25 3x-8 —X X+5
a p(x)="———""—-=7, b. g(x)=—"———. c. f(x)= : d. f(x)= .
p(x) x-3 a(x) x% +3x+3 (x) x% —24 (x) x* 25
X2 +2x-3 _x2-16 _x®—x _ x?+2x-3
e. f(x)_?. f. f(x)—X3_64. g. f(x)= = h. f(x)—m.
. x? +5 . x3 + x2
i. f = .  f = .
(x) X2 +6 i £ (x X% +2X

20. Describa la curva asociada, sugerencia: simplifique.

a.s(x)=X+b. b.s(x):aXer Si c=0.
x+d cx+d

21. Trace la curva asociada, ¢Qué semejanzas existen? ; Cuéles son las diferencias?

2 4 6 8
X X X X
a. Q(x)=——. b. r(x)="—. C. s(x)=——. d. Q(x)="—.
Q(x)= X (x)= X (x)= X Qlx)= 1
x% +1 . , .
22, ;Porqué w (x )= A no tiene asintotas verticales? ¢ Por qué no tiene ceros?
X"+
23. Qué condiciones debe cumplir la funcién para que:
i. No tenga ceros.
ii. La curva correspondiente no interseque al eje x .
iii. La curva correspondiente no presente “huecos”.
iv. No tenga asintotas verticales.
2 2
as(x)= X*E bt (x)=—— 2% ¢t (x)= DX FEXTF
Ax“ +Bx+C Ax“+Bx+C Ax“ +Bx+C
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24, Utilice un graficador, por ejemplo “Geogebra”, y haga las graficas de g, (x )=, q, (x)=
X

8
X
ds ( X )= .
x> -9
a. ; Qué semejanzas observa?
b. ; Qué diferencias observa?

25. (CANTIDAD DE DROGA EN LA SANGRE)
La concentracion de una droga en la sangre, después de haber sido consumida por una persona estd dada por

d (t )— 0.80t miligramos después de t horas.

t2 +0.81
a. 4 Qué concentracion de droga hay después de 2 horas?
b. ; Qué concentracién de droga hay después de 8 horas?
¢. ¢, Cuanto tiempo transcurrié cuando la concentracion de droga era del 20% ?

26. (INCREMENTO DE LA CONCENTRACION DE ALCOHOL)
Establezca la funcion que describe la concentracion de alcohol en 100 ml. de una mezcla al 40% de alcohol para producir una

mezcla de alcohol al x%.

27. (DEPRECIACION)

Resultado de los avances tecnoldgicos en la producciéon de computadoras, cada vez mas versatiles y potentes, disminuye el
precio de las que existen en el mercado hoy en dia. Supongamos que dentro de t meses, el precio de cierto modelo sera
2000

8t+4

a. ;Cual es el precio actual de una computadora?

b. ; Cual sera el precio de una computadora dentro de cinco meses?

c. ¢, Cuanto bajo el precio de una computadora a los diez meses?

d. ;En qué tiempo el precio de una computadora sera de 8010 pesos?

e. ;A largo plazo, cuél sera el precio de una computadora?

p(t)=8000+ pesos.

28. (DEPRECIACION)
Los precios de los automoviles disminuyen a consecuencia de su uso. Supongamos que dentro de t afios, el precio de cierto
300000

0.5t% +1

a. ;,Cual es el precio actual de un automévil?

b. ;Cual sera el precio de un automdvil dentro de un afio?

¢. ;Cuanto bajo el precio de un automovil a los tres afios?

d. ¢ En qué tiempo el precio del automavil sera de 141000 pesos?
e. ;A largo plazo, cuél sera el precio de un automovil?

modelo de automévil sera p(t )= pesos.

29. (COSTO DE UN ENVASE)

Se construira un envase en forma de prisma con base cuadrada, mismo que contendra un volumen fijo de 2000 cc de liquido. El
costo del material para fabricar las “bases cuadradas” es de 3 pesos por centimetro cuadrado y el costo del material utilizado
para la parte lateral es de 2 pesos por centimetro cuadrado.

a. Si y es lalongitud de la altura del envase y x es la longitud de lado de la base cuadrada, escriba el costo del envase en
términos de estas dos variables.

b. Utilice la condicién de que el envase contendra un volumen fijo de 2000 centimetros cubicos y obtenga la funcién que
describe el costo del envase en términos de la longitud del lado de las bases.

c. Determine el costo del envase si un lado de su base mide 4 centimetros de longitud.

30. (PRODUCCION DE GOLOSINAS)
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El costo total de producir x kilogramos de golosinas esta dado por p( x )=2x? + x+50 pesos. El costo promedio por unidad

producida, es el costo total dividido por la cantidad de unidades producidas.

a. Determine el costo de producir un kilogramo de golosinas.

b. Determine la funcién “costo promedio” por producir x kilogramos de la golosina.

c. Determine el costo promedio (por kilogramo) al producir x =120 kilogramos de golosinas.

31. (ESTIMACION DE LA POBLACION)
10000

Se estima que dentro de t meses la poblacion en cierta “ciudad “de paso” sera de P (t )=10000 + 10t 10 habitantes.
+

a. ;Cual es el nimero actual de habitantes?
b. ; Cuantos habitantes habra en 10 meses?
c. ; Cuantos habitantes habra en 20 meses?
d. Después de un largo tiempo, ¢ cuantos habitantes se espera que haya?

32. (RECOLECCION DE FONDOS)

Un club privado ha lanzado una campafia para reunir fondos. Los dirigentes estiman que tardaran f (x )= 8x

120 -x

semanas en

conseguir el x% de sus objetivos.

a. Trace la parte relevante de la grafica correspondiente.
b. ; En cuantas semanas alcanzaran el 25% de sus objetivos?

c. ¢ En cuantas semanas alcanzaran el 90% de sus objetivos?
d. ;Qué porcentaje de objetivos alcanzaran en 3 semanas?
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INDICE DOS

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

CONTENIDOS

SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS

1. Funciones de la forma:
f (X ): A axthb y
Apr.5 Explorara problemas que se modelen con

, , f(x)=+/ax? +bx+c CON a, b
funciones con radicales.

“.2 Apr.6 Identificara los elementos de la funcién: dominio, ye <IR. . .
o 2. Elementos de las funciones:
rango, ceros Y traza su grafica. Dominio
Apr.7 Problemas de aplicacion. Rango.
Ceros.

CONCEPTOS CLAVE
Los siguientes conceptos son fundamentales en un buen desarrollo del curso:
i. Funcion con radical, semi parabola, semi hipérbola y semi elipse.

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se invierten 5 horas en el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS

Bosquejo de la grafica de una funcién racional.

DESARROLLO

(estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos probleméticos y
propuestas de solucién).
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

i. Proponga objetos
geomeétricos en los
que sea posible
relacionar
longitudes y areas,
0 volimenes con
areas.

Los problemas que relacionan las dimensiones de objetos o estructuras con sus
areas suelen involucrar la construccion de funciones con regla de correspondencia

de las formas: f (x)=-/axtb y f(x)=+/ax® +bx+c, veamos algunas de

ellos.
ACTIVIDAD II.13 (AREAS Y DIMENSIONES)
a. Los envases con forma cilindrica (concretamente con forma de cilindro

truncado), tienen bases circulares de area A=zr?con la condicion de que el
radio sea no negativo (r>0). Para expresar el radio r de cada base de un
cilindro en funcion del area A despejamos r de A=xzr? y obtenemos

r:+JE 6r(A)= /E,siempreque A>0.
T \ﬂ

b. Objetos esféricos (como globos, canicas, balines). Considerando que el area de
una esfera se calcula utilizando la “formula” A=4zr? siempre que r>0, al

despejar r obtenemos r = % , asi, el radio de un objeto esférico en funcion
T

del area de la esfera dado por la funcion r ( A )= \/? , siempre que A>0.
T

c. El volumen Vv de un cono circular recto (formas que presentan objetos como:
lamparas, pirinolas, almacenes, pijas, herramientas, etc.) con altura de dimensién
fija, digamos 3 wunidades, y radio r estd relacionado por la funcion

V:%ﬂ'rz(S). Si despejamos el radio de la férmula anterior obtenemos

r= \r , asi, el radio del cono en funcion de su volumen esta dado por la funcién
T

r(v ):\/\Z,siempre que V >0 .

d. La longitud I de los lados de un cubo (forman que presentan diversos objetos
como: dados, envases, cajas, almacenes, bancos, lampatras etc.) y su area se

relacionan por A=41?, entonces la funcion que relaciona la longitud | del lado

\F siempre que A>0.

e. El radio r de un sector circular (figura con la que se pueden modelar
fracciones de alimentos circulares, fracciones de materiales circulares, etc.) en

delcuboy su dreaes | = \F 0 bien 1 (

funcién de su area A del sector se obtiene a partir de la “formula A= %rze”

(donde el angulo & estd medido en radianes), entonces, al despejar r

obtenemos r = % , explicitamenter r ( \F siempre que 6 >0.

g. El teorema de Pitagoras afirma: En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la
longitud de la hipotenusa es igual a la suma de las longitudes de los cuadrados de
los catetos y viceversa, si la suma de cuadrados de las longitudes de los catetos
es igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa, entonces el triangulo es
rectangulo”. Si en un tridngulo rectadngulo, h representa la longitud de la

hipotenusa, a la longitud de un cateto (constante), entonces h( x )=+/a +x? ,

siempre que x>0.
[AY
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Observaciones e
- ~ L . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

ACTIVIDAD II.14 (TENDIDO DE UN CABLE)

Se pretende tender un cable desde una central eléctrica (que se encuentra en la
ribera de un rio cuyo ancho uniforme mide 900 metros), hasta una fabrica que se
encuentra en la otra ribera del rio y a 3000 metros agua abajo. El costo de tender
el cable por bajo del agua es $50.00 por metro, mientras que tenderlo sobre la

tierra tiene un costo de $40.00 por metro. Asi, el costo total C de tendido del
cable depende del costo C, de tenderlo bajo el agua y del costo C, de tenderlo

sobre tierra. Ambos costos dependen del punto P sobre una de las riberas del rio
que pertenece a la trayectoria a seguir por el cable, la figura I.25 muestra dos
posibles trayectorias del cable.

Notacion: E Central eléctrica.
F Fabrica a la que es necesario proveer la electricidad.
——>—> Trayectoria a seguir al tender el cable.
P Punto de cambio de la trayectoria.
E E
| ) |
| ro 90 | rio
| |
N . 4 ') 4l reddddssss I
oXx P 3000- F 0 X P 3000-x F
FIGURA I1.25

En la trayectoria EPF , x representa la longitud del segmento de recta OP, si
OF =3000 metros, la trayectoria PF tiene longitud de 3000—x metros. En el
tridangulo rectangulo EOP la hipotenusa EP es la trayectoria del cable bajo el
agua (a determinar). Si aplicamos el teorema de Pitagoras obtenemos

(900 ¥ +x?=(EP ), entonces EP =-/x*+900% . La figura .26 muestra que
la trayectoria del cable tiene una longitud de +/x? + 9002 metros bajo el agua y
de 3000-x metros sobre tierra, la suma de ambas trayectorias es la longitud
total del cable, esto es EP + PF =+/x? +900? +3000—x. Pero
Costo total =costo bajo el agua +costo sobre tierra, es decir

C(x)=50EP+40PF 0 C(x)=50/x%+900% +40(3000-x ), si
0<x<3000.

p M

rio

EP =+/x2+900%

I
|
900 1
I
h Addddsssss
o X p 3000-x F
FIGURA 11.26
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Observaciones

y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo D|f|cult-ades y
. soluciones
sugerencias
ii. Desarrolle el 1. El programa

analisis grafico de
f(x)=+/ax+b
bajo la suposicion
de que el radicando
es no negativo,
razon por la que el
Unico cero de la
funcién, mismo
quedefine el umbral
que define el
dominio de la
funcién.

ii. Induzca al
estudiante a que
construya una tabla
como la de la
derecha.

iii. Sefiale que la
curva asocida a

- " b , , b
El Gnico cero de la funcion f (x)=-/ax+b es x=-_asl, el nimero ==

. b b
genera los intervalos ( —o , —7} y [—7 , +oo] en la recta real, vea la
a a

figura 11.27. Por tanto, uno de estos dos intervalos es el dominio de la funcién
f (x)=+/ax+c y la curva asociada a ella interseca al eje de las abscisas en el

b
I,| =——,0[).
punto X( . j)

v

C
)
FIGURA 11.27

ESTRATEGIA [I.3 (DOMINIO DE LA FUNCION f (x)=-/ax+b )
1. Determine la solucién de la ecuacion ax+b=0 y construya los intervalos

(=] laee)
-0, —-—— Y| ——, +00 |.
a a
2. Elija un numero de prueba x, en cada uno de los intervalos anteriores y

sustituya x, en bx+c.
i. Si obtiene un nimero positivo en el radicando, el intervalo del que eligid x, es

el dominio de la funcién f (x )=-/ax+b .
ii. Si obtiene un nimero negativo en el radicando, el intervalo del que eligid x, no

es el dominio de la funcion f (x )=-/ax+b .

Por otra parte, el comportamiento extremo de f (x )=-/ax+b lo define el signo

del pardmetro a (también define el dominio). Supongamos que a es positivo,
para asignaciones extremadamente grandes a la variable x, la funcion

f (x)=+/ax+b crece indefinidamente en forma positiva.

Cuando el nimero a es negativo, para asignaciones extremadamente grandes y
negativas a la variable x, la funcion f (x)=-/ax+b crece indefinidamente en
forma positiva. La tabla /l.1 resume estas observaciones.

SIGNO DE a x ACEPTA COMPORTAMIENTO EXTREMO
POSITIVO Asignaciones positivas Positivo extremo
NEGATIVO Asignaciones negativas Positivo extremo

f(x)=1/ax+b
recibe el nombre de
semi parabola.

TABLA 111

La tabla /.1 fundamenta la estrategia 1.3, que se aplica en el trazo de la curva
asociada a la funcién de regla de correspondencia f (x )=-/ax+b , vea la figura
11.28. Por ofra parte, la proyeccion perpendicular de la curva asociada a
f(x)=-/ax+c sobre el eje de las ordenadas es el intervalo
img( f )=[0, +c0), intervalo que corresponde a la imagen de f .

indicativo propone
el esudio de Ila
funcién

f (X ):)\ axthb ,
observe que el
doble signo + no
€s necesario.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

iv. Proponga al
estudiante que
analice y trace las
curvas asociadas a
diversas funciones
racionales.

y \yI\

Ol _b > X 0 77b » X
a

a. b.

FIGURA 11.28

ACTIVIDAD I1.15 (TRAZO DE SEMI PARABOLAS)
a. Trazo de la curva asociada a la funcion f(x )=./2x+6 .

1. Su Unico cero es la solucion de la ecuacion 2x+6=0, es decir, es x=-3.
2.

INTERVALOS | X, f X, ) SIGNO DEL RADICANDO
(-o,-3] | 4| J=2 negativo
[-3,+0) | 0 6 positivo

Por tanto, dom ( f )=[ -3, +o0 ), la semi parabola correspondiente se muestra

en la figura I1.29.
y

-3 0 | X
FIGURA 11.29
b. Trazo de la curva asociada a la funcion f (x )=./—4x+5.

1. Su Unico cero es la solucion de la ecuacion —4x+5=0, es decir x = 1

2.

INTERVALOS | X, f (Xp ) SIGNO DEL RADICANDO
5
( —o0 Z} 0 5 positivo
5 .
{ 7t ) 2 J-3 negativo

Por tanto, dom( f ):[ —o , %} , la semi parabola correspondiente se muestra

en la figura 11.30.
y

v

FIGURA 11.30
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Observaciones
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo
sugerencias

Dificultades y
soluciones

¢. Trazo de la curva asociada a la funcion f ( x )=—./9x-18.
1. Su Unico cero es la solucion de la ecuacion 9x—-18=0, es decir, x=2.

2.
INTERVALOS | x, | f (x, ) | SIGNO DEL RADICANDO

(-, 2] |0 | --18 negativo

[2, +) 3 . positivo

Por tanto, dom ( f )=[2, +o ).
3. El signo negativo que precede al radical indica que la semi parabola
correspondiente a f (x )=—./9x—18 se encuentra por abajo del eje de las

abscisas (su eje de simetria), vea la figura 11.31. Observe que
img(f)=(-w,0].

7\
0 4 6 ;x
-4
-6
FIGURA 11.31

d. Trazo de la curva asociadaa f (x )=—/-2x+4.
1. Su Unico cero es la solucion de la ecuacion —2x+4 =0, es decir, x=2.

2.
INTERVALOS | X, | f (X, ) | SIGNO DEL RADICANDO
(~o,2] | 0| -2 positivo
[2,+0) | 3 | - =2 negativo

Por tanto, dom ( f )=( —o0 , 2].

3. El signo negativo que precede al radical indica que la semi parébola
correspondiente a f (x )=—./—2x+4 se encuentra por abajo del eje de las

abscisas (eje de simetria), vea la figura /1.32. Note que img ( f )=( o, 0 ].
YA

-6 -4 0/2 X

FIGURA 11.32
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

v. Guie al estudiante
que analice y trace
las curvas asociada
a

f(x)=+/Ax?+Bx+C

en términos de su
ndmero de ceros.

vi. Solicite  al
estudiante que
investigue la ley de
la tricotomia.

e. Trazo de la curva asociada a la funcion f (x )=./-3x-1.

- y L 1
1. Su Unico cero es la solucion de la ecuacién —3x—1=0, por tanto x = — 3

2.

INTERVALOS | x, | f (x, ) | SIGNO DEL RADICANDO
1
( T3 } -1 N7 positivo
1 ,
[ 30t j 0 -1 negativo

Asi, dom ( f ):( —o, —%}

3. La semi parabola correspondiente a la funcion f (x )=,/ —3x—1 se muestra

en la figura 11.33. Observe que img ( f )=[0, + ).

yA

3

2

v

-4 -2 0 X

FIGURA 11.33

FUNCIONES CON RADICANDO CUADRATICO

La funcion con regla de correspondencia f(x)=+/Ax? +Bx+C (sujeta a la

condicion A= 0) tiene como radicando una expresion cuadratica (de grado dos)
en la variable x y sus ceros son las raices (en caso de existir) de la ecuacién

cuadratica. En funcion del nimero de réices de la ecuacion Ax?+Bx+C=0
analizaremos las caracteristicas de la curva asociadaa f (x)=+/Ax? +Bx+C .

CASO | (EL RADICANDO NO TIENE CEROS)

Supongamos que el radicando de f (x)=+/Ax?> +Bx+C no tiene ceros (cuyo

significado geométrico es que la curva que tiene asociada no interseca al eje de
las abscisas).

Por la ley de la tricotomia se tiene que Ax? + Bx+C >0 o que Ax?+Bx+C <0

RADICANDO POSITIVO

Si Ax? +Bx+C>0 (léase “ Ax?+Bx+C es mayor que cero’),
dom(f ):( —00 , +0 )

i. f es no negativa (su curva se encuentra en los cuadrantes | y Il del plano
cartesiano).

ii. Para asignaciones extremadamente a x (ya sea positivas o negativas), las

imagenes bajo f (x)=+/Ax? + Bx+C son extremadamente grandes y positivas.

entonces




2 FUNCIONES CON RADICALES DE iNDICE DOS, APRENDIZAJES 115

Observaciones -
- _ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

iii. Por otra parte, f(x)=+/Ax*+Bx+C puede escribirse en la forma

(x+ 8 ) 2

2 2
_Y" _1 donde r2 = B 4AC 2T

ysi=—1.

r2 s2 472 A
iv. La figura I1.34 muestra la forma de la curva asociada a f , esta curva es una
rama de una hipérbola con eje focal vertical.
\\\\if
0 TX
FIGURA 11.34

RADICANDO NEGATIVO
Si Ax?2+Bx+C<0 (léase “ Ax?+Bx+C es menor que cero’),

dom( f )=y f(x)=+/Ax*+Bx+C no es una funcion.

entonces

CASO Il RADICANDO CON UN CERO DE MULTIPLICIDAD 2

Sea f(x)=+/Ax?+Bx+C con un solo cero, y llamémosle x,, entonces
Ax? +Bx+C puede reescribirse en la A( x—x, )*. Se tienen dos posibilidades
(inducidas por el signo de A):

Si A>0, entonces f(x)=-/Ax2+Bx+C =\/A(x—x1 )i :\/K\/(x—xl )
dom( f)=( -0, +0 ) y la

por lo que curva asociada a

f(x)=-/AX? +Bx+C :JK\/(x—x1 Y =+JA(x-x ) se muestra en la
figura 11.35., note que las dos semirrectas tienen un extremo comun que es el

tnico cero de la funcion f (x)=+/Ax? +Bx+C .

y

>
o] x X
FIGURA I1.35

Si A<0, entonces f(x)=+/Ax?+Bx+C :\/A(x—x1 Y, pero el radicando

es negativo y en consecuencia la funcion f(x)=+/Ax?> +Bx+C s0lo esta si
X =X, , asi, su dominio consta de un s6lo nimero (que es un cero de la funcion) y

el conjunto imagen sélo contiene al nimero cero, por tanto, la “curva que le
correspond” consta de un sélo punto.

1. Por lo general los
estudiantes no han

tratado con
hipérbolas,
soliciteles una
somera
investigacion.

2. La funcion

1(x)=/A (P
es equivalente a la
funcién

f(x)=+/A] x=x, |

que incluye un valor

absoluto de una
expresion lineal,
utilizar un recurso
tabular podria
aclarar esta
situacion.
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sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

vii.  Solicite  al
estudiante que
investigue las
caracteristicas  de
una hipérbola con
eje transverso
horizontal..

CASO lil (EL RADICANDO TIENE DOS CEROS)

Si f(x)=+/Ax*+Bx+C ftiene dos ceros distintos y éstos son x, y x,
(también, sin pérdida de generalidad podemos suponer que x; < x, ), entonces la

funcion puede rescribirse en la forma f (x )=./A(x—x ) x—x, ). As, los dos
ceros x, y x, generan tres sub intervalos a la recta real, estos sub intervalos son
(=0, % [, [ %% ]y[ x ,+x),veala figura Il.36.

< >
Xl X2 X
fe )
< X X PX
FIGURA 11.36

Por tanto, existen dos posibles dominios para la funcion

t(x)=+/Ax? +Bx+C = [A(x—x N x-x, ),

éstos son dom( f )=(—co, X, JU[ X, , +0) 6 dom( f )=[ %, , x, |.

SUB CASO lil.a

Dominio de f (x )=+/Ax?> +Bx+C el conjunto

dom( f)=(-co, x JU[ X, , +0).
Se cumple:
i. f esnonegativa.

ii. Para asignaciones extremadamente grandes a x (ya sea positivas o

negativas), las imagenes bajo f(x)=+Ax?+Bx+C son extremadamente
grandes y positivas.

iii. Por otra parte, f(x)=+Ax?>+Bx+C puede escribirse en la forma

2

X+ o5 2 B2 —4A r?
#—%:1 donde rzzizC y s?=—, luego los puntos

r S 4A A

(%.,0), (x,,0) son los vértices de una semihipérbola con eje focal horizontal.
iv. La figura I1.37. muestra la forma de la curva asociadaa f .

Ya
>
0 x X
FIGURA 11.37

SUB CASO lil.b.

Dominio de f (x )=+/Ax? +Bx+C , el conjunto dom( f )=[ x, , X, |.

3. Seguramente el
alumno desconoce
la forma de una
semi hipérbola,
proponga que lo
investigue.
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo soluciones
sugerencias
Dominio de f (x )=+/Ax? +Bx+C , el conjunto dom( f )=[ %, , X, ]. 4't d.Sot||C|te al
i. f es no negativa (su curva se encuentra en los cuadrantes | y Il del plano Ziigehacri]az de que
cartesiano). . ha repasado el
ii. f solo esta definida sobre el intervalo [ x, , x, |, por lo que carecede | tema referente a
comportamiento extremo. las secciones
B 2 conicas.
iii. f(x)=+Ax?+Bx+C puede reescribirse en la forma (X;ZZA+ yz =1
r s
2 2
donde r2 =B —4AC y s2=" (tenga en cuenta que A<0), luego los
4A? A
puntos (x,,0), (x,,0) son los vértices de una semi elipse con eje focal
horizontal (también puede ser la parte no negativa de una circunferencia).
iv. La figura 11.38. muestra la forma de la curva asociada a la funcion
f(x)=+/Ax? +Bx+C.
YA
X1 0 X2 »X
viii. Proponga al FIGURA 11.38
estudiante .
actividades en las ACTIVIDAD 1122 (BOSQUEJO DE LA GRAFICA DE FUNCIONES CON
RADICANDO CUADRATICO)

que identifique las
caracteristicas  del
radicando de una
funcién con regla de
correspondencia de

la forma,
f(x)=+Ax*+Bx+C
para que

posteriormente trace
la curva asociada.

a. Trazo de la curva asociada a la funcion f (x )=/ x* ~10x+24 .

i. Puesto que f (x)=+/x*-10x+24=,[(x-4)x-6), los ceros son los

nimeros x, =4y X, =6.

INTERVALOS | X, SIGNO DE Xf) —10x,, +24 f
(0, 4] | 0 24, positivo positiva
[4,6] 5 ~1, negativo no definida
[6,+x) | 8 8, positivo positiva

Asi, dom(f ):(—oo,4]u[6,+oo).

ii. La curva asociada a f interseca al eje de las abscisas en los puntos
1,(4,0)y 1,,(6,0),aleje de las ordenadas en el punto |y(o , \/ﬂ).

iii. La curva asociada a f crece indefinidamente cuando a la variable x le son

asignados valores extremadamente grandes, ya sean positivos 0 negativos, por
tanto img ( f )=[0,+ ). Vea la figura I1.39.
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yA
40
20

[
»

20 O 20 40 X
FIGURA 11.39

b. Trazo de la curva asociadaa f (x )=+ —x* —4x+12 .
i. Puesto que f(x)=+/-x*-4x+12=./—(x+6)x-2), los ceros son los

numeros x, =—6 y x, =2.

SIGNO DE
INTERVALOS | X —x2 —4x, +12 —x* —4x+12 f
(—oo , —6 ] -8 -20, negativo no definida
[-6.2] 0 12, positivo positiva
[2, +) 4 —20, negativo no definida

Asi, dom( f )=[-6,2].
ii. La curva asociadaa f (x )=/ —x* —4x+12 interseca al eje de las abscisas
en los puntos 1,,(-6,0) y I,,(2,0), al eje de las ordenadas en el punto

1,0, A2).

iii. La curva asociada a f ( x ):\/ —x? —4x+12 es una semielipse (positiva)

con vérticesen 1,(—6,0)y I,(2, 0).Veala figura I1.39.
y

A\ 4

-6 o 3 X
FIGURA 11.39

c. Trazo de la curva asociadaa f (x )=+/ x? —2x+13.
i. Puesto que la funcion f(x)=./x?*-2x+13 no tiene ceros

(B> —4AC=(-2)*-4(1) 13 )=-48), determinemos el signo del radicando
completando el trinomio cuadrado perfecto en la variable x, esto es
f(x)=+/x?—2x+13 =( x—1)? +12 , por tanto x2 —2x+13=( x—1)? +12
es siempre positivo (¢ por qué?) y en consecuencia dom( f )=IR.

ii. La curva asociadaa f no interseca al eje de las abscisas, pero interseca al eje
de las ordenadas en el punto |y(o , 13 )

iii. La curva asociada a f crece indefinidamente cuando a x le son asignados
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valores extremadamente grandes, ya sean positivos 0 negativos, por tanto

img (f )=| \A2,+ ). Vea la figura I1.40.
y

20

A

-20 0 20 X
FIGURA 11.40

d. Trazo de la curva asociada a la funcion f (x )=+/ —x* +8x—26 .
i. La funcion f (x)=./-x*+8x—26 no tiene ceros  puesto que

B?-4AC=(8) -4(-1)-26 )=—40.
ii. Determinamos el signo del radicando completando el trinomio cuadrado

perfecto en la variable x , asi f (x )=,/ —x?+8x—26 =/~( x—4 )*~10, por
tanto su radicando es negativo (;por qué?). Por lo anterior debemos concluir que

f (x)=+/—x?+8x—26 no es una funcion.
e. Trazo de la curva asociada a la funcion  (x )=/ 9x* —36x+36 .

i Puesto que f(x)=1/9x?-36x+36=3/x>—4x+4=3/(x-2 ) tiene
como Unico cero al nimero x=2 y como dominio al conjunto dom( f )=IR.

ii. La curva asociada a f (x )=+/ 9x* —36x+36 interseca al eje de las abscisas
enelpunto 1,(2, 0) yaleje de las ordenadas en el punto 1,(0 , 6 ).

iii. La curva asociada a f ( x )=,/ 9x* —36x+36 crece indefinidamente cuando

a x le son asignados valores extremadamente grandes, ya sean positivos o
negativos, por tanto img ( f )=[0,+c0 ). Vea la figura Il.41.

y
A

\

6

-3 0 6=x
FIGURA I1.41

VA

Concluiremos el estudio de las funciones con radicales presentando algunas de
sus aplicaciones.

ACTIVIDAD I1.23 (APLICACIONES DE LAS FUNCIONES CON RADICALES)

a. ALTURA DEL PUNTO DE APOYO DE UNA ESCALERA

Una escalera de 8 metros de longitud esta apoyada sobre una pared. El pie de la
escalera dista x metros de la pared.
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y
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Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

I. Para determinar la funcién que describe la altura a la que se puede apoyar la
escalera en la pared en funcién de la distancia de la base de la escalera a la base
de la pared, nos apoyaremos en la figura I.42. La altura del punto de apoyo h, la
longitud de la escalera y la distancia del pie de la escalera al pie de la pared x se

relacionan por medio de la ecuacion h? ( x )+ x? =82 (de acuerdo al teorema de
Pitagoras, por tanto, h ( x )=+/8% —x* , siempre que 0<x<8.

Il. Cuando la distancia entre el pie de la base de la escalera y el pie de la pared es
2 metros, la altura a la que se encuentra el punto apoyo de la escalera es

h(2)=+/82-22 =./60 metros.

pared
punto
de
apoyo escalera
pie pie
FIGURA 11.42

b. DIAGONAL DE UNA ALBERCA

Una alberca tiene base rectangular, el lado mayor de la base mide 6 unidades
mas que el lado menor y su profundidad es 3 unidades.

i. La figura 11.43.a. es un bosquejo de la base de la alberca. Sean: x y x+6 las
longitudes de los lados de la base, y sea d la longitud de la diagonal, entonces

d? =(x+6 )° +x? (teorema de Pitagoras), entonces d ( x )=+/2x? +12x+36 ,

siempre que x>0.
ii. La figura 11.43b. corresponde a un bosquejo de la alberca, por tanto, aplicando
nuevamente el teorema de Pitdgoras obtenemos que la longitud de la diagonal de

laalberca es I ( x )=+/2x? +12x+36+32 , siempre que x>0.

L/
|
7 [
/’)
M L
X+ 6 X+ 6
a b.
FIGURA 11.43

¢. TAMANO DE UNA PANTALLA DE TELEVISION

El “tamafio” de las pantallas de televisidn rectangulares se define como la longitud
de su diagonal, con unidades como pulgadas (una pulgada equivale a 2.54
centimetros). Suponga que una pantalla de televisor mide x+5 pulgadas de base
y x pulgadas de altura, vea la figura I1.44.

i. Para determinar la funcién que describe el tamafio T de una pantalla aplicamos
el teorema de Pitagoras a las longitudes de los lados x y x+5 yaltamafio T .
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Asi, T2 =(x+5 )2 +x2 obien T (x)=+/2x? +10x+25.

ii. Para determinar el tamafio de una pantalla de 20 pulgadas de base,

calculamos T (20), obtenemos T (20)=\/2(20 F +10(20 )+25~32
pulgadas.

X+5

FIGURA 11.44

¢. RADIO DE UN TANQUE CILINDRICO
Un tanque tiene forma cilindrica, su altura es el doble que la longitud del radio.
i. Puesto que un cilindro puede descomponerse en dos bases circulares (superior
e inferior) y por una superficie rectangular, entonces su area es:
A=4érea de las dos tapas + area de la superficie rectangular

Es decir, A=2zr? +2zr(2r ), 0bien A=6xzr?, por tanto, la longitud del radio
en funcion del areaes r ( A )= /6A , siempre que A>0.
T

ii. Si el cilindro tiene é&rea A=216x, entonces e radio mide

r(216z )= ?ﬂ — 6 unidades lineales.
T

d. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
i. La distancia entre los puntos A (4, x )y B (1, 3) del plano cartesiano, es

d (x)=1/(4-1)?+(x-3)* unidades, portanto d (x)=1/x* —6x+18 .
ii. Para determinar la funcién que describe la distancia entre los puntos de la recta
de ecuacion y=2x+1y el punto P (4, 1), debemos tener en cuenta que los

puntos de la recta son de la forma R (x , 2x+1), por tanto

d (x )=\/( x—4 Y +(2x+1-1) obien d (x)=+/5x* —8x+16 .

e. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Un salén tiene forma de prisma cuadrangular recto, su base es cuadrada y su
altura mide 2 metros menos que la longitud de lado de la base. Para determinar
la funcién que describe la longitud de los lados de la base en funcion del area del
salon, debemos tener en cuenta que, el salén, esta compuesto por dos bases
(superior e inferior) y cuatro lados, por tanto,

A=4rea de las dos bases+area de los cuatro lados

Si representa por x la longitud de los lados de las bases (superior e inferior),

entonces A=2x? +4x(x—2) obien 6x2 —8x—A=0, por tanto, al despejar x

Bfie2ih 3, 8 1a 3. [ 3 obien
12 4 V9 6 4 19 6

obtenemos x =

x(A)=2+

o~

+£A.
6

Ml w
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———___ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propésito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. En cada caso construya la funcién correspondiente.
a. El radio de un cono circular recto de altura de longitud h=10 en funcién de la longitud r del radio de la base.
b. La longitud del lado de una pirdmide de base cuadrada y la altura de longitud h=5 en funcién del volumen.

2. a. En un circulo de radio de longitud r =5 debe inscribirse un rectdngulo. Construya una funcion para calcular el area que
encierra el rectangulo en términos de la longitud de su base.

b. En una esfera de radio de longitud r =10 se inscribe un cilindro circular recto, construya un modelo para obtener el volumen
del cilindro en funcién del radio de la base.

3. Construya una funcion que dependa de la longitud de la altura para determinar la cantidad de lata (area total) que se utiliza
para elaborar un envase cilindrico que contenga un volumen de medio litro ( 500 centimetros clbicos).

4. Se pretende tender un cable desde una central eléctrica, que se encuentra al lado de un rio, hasta una fabrica que se
encuentra al otro lado del rio y 100 metros agua abajo (el ancho del rio es uniforme y tiene 200 metros de ancho). El costo de
tender el cable bajo el agua es $90.00 por metro, mientras que el costo de tenderlo sobre la tierra es $60.00 por metro. ¢ Cual

es la expresion que describe el costo en términos de la trayectoria x sobre la que se debe tenderse el cable?

5. Determine el dominio, el rango (o recorrido) y trace la curva.

a f(x)=yx*-10x+21. b f(x)=4/x*-36. c. f(x)=yx+6x+5. d. f(x)=:x"+2x-24.
e. f(x)=4/x*-x-12 -2. f f(x)=3/x*-2x-15 . g. f(x):% x*-2x-48 . h. f (x)=1/2x* —4x+8.
i f(x)=+/-x*+9. oo f(x)=y2x"-6x+4. Kk f(x)=y-x"+2x. I f(x)=+-x?-8x-12 .

m. f(x)=—4x*-2x-3 . n. f(x)=x*-2x-8 . 0. f(x)=+/49-x. p. f(x)=/36-25x.
q. f(x)=y-x"-6x-8. . f(x)=/-x"+10x-21. s f(x)=1/6-8x" +1. t f(x)=+/x"—4x+30 .

6. Determine el dominio, el rango (o recorrido) y trace la curva.

a f(x)=4/x"+6 . b. f(x)=12x*+1 . c. f(x)=x*+3x+18 . d. f(x)=1/x*+2x+10.
e f(x)=-22x+x+8. f f(x)=/x*-4x+4 +1.

7. Discuta el comportamiento de las relaciones, justifique su respuesta.

a. f(x)=-x*-6. b. f(x)=+-2x>-1. ¢ f(x)=y-x"+4x=9 . d. f(x)=1/-x*+2x-4.
e f(x)=2—/-x"+3x—-4. f f (x)=4/x*-6x+9. @ f(x)=-2/x*+4x+4. h. f (x)=/-x*-10x-25 +1.

8. Construya una funcion cuyo radical sea de indice dos, su radicando de la forma Ax+ By +C y cumpla con las condiciones

dadas (también trace la curva correspondiente):
a. Tenga como ceroa x=2 , cumpla f (1)=1.

b. Su dominio sea el intervalo (—oo , 4 ]y cruce al eje verticalen 1, (0,3 ).
c. Su dominio sea el intervalo ( — ,—$ | y contenga al punto A( -1,9 ).
d. Contiene a los puntos A( 4, -1)yB(7,-2)

e. (—oo, 2 ] ycruce al eje vertical en I, ( 0,--/3 )
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9. Construya una funcién tal que su radical sea de indice dos, su radicando sea un polinomio de segundo grado en la variable
x y cumpla con las condiciones:

a.Tengacerosen x, =2y x,=-2,sudominioseaelintervalo [-2,2 ]y f (0)=2.

b. Tenga cerosen x, =—4 y x, =4, su dominio sea el intervalo [ -4 , 4 ] y contenga al punto A(0,4 ).

c. Tenga cerosen x, =—2 y x, =6 (de multiplicidad uno), su dominio sea el intervalo [-2 , 6 |y f (2)=9.

d. Su dominio sea el intervalo (—co , =1 JU[ 1,+00 ) y sea positiva.

e. Su dominio sea el intervalo (—oo, 0 JU[ 4,4+ )y f (0)=2.

f. Su dominio sea el intervalo (oo, —4 JU[ —2,+00 ) y contenga al punto 1,(0, 4).

10. Construya una funcién tal que su radical sea de indice dos, su radicando sea un polinomio de segundo grado en la variable
x y cumpla con las condiciones:

a. No tenga ceros, su dominio sea el intervalo dom( f )=(—coo, +o0 ) yimg( f )=[1, +o).

b. No tenga ceros, dom( f )=IR y img ( f )=[2, +).

c. No tenga ceros, dom( f )=1IRy img (r )=(-o, 4].

d. Tenga dom( f )=IR y img( f )=[5, +o).

e. Tenga dom( f )=IR y img (r)=(-o0,1].

11. Una viga de 10 metros de longitud se apoya sobre un muro. El pie de la viga se encuentra a x metros de él. Determine la
funcién que describe la altura del punto de apoyo en funcién de la distancia de separacion del pie de la viga y la base del muro.

12. Una escalera de 8 metros de longitud esta apoyada sobre un muro. El punto de apoyo de la escalera sobre el piso dista x
metros del pie del muro.

a. Determine la funcion que describe la distancia de separacién entre el pie del muro y el pie de la escalera en términos de la
distancia del punto de apoyo de la escalera en el muro.

b. ¢ A qué distancia se encuentran el pie de la escalera del pie del muro cuando el punto de apoyo de la escalera se encuentra a
una distancia de 4 metros de la base del muro?

¢. Suponga que la pared tiene 12 metros de altura, ¢A qué distancia del borde (superior) de la pared se encuentra el punto de
apoyo de la escalera (en la pared) cuando la distancia del pie de la base de la escalera y el pie del muro es 5 metros?

13. Una ataud tiene base rectangular, el lado mayor mide 2 metros més que el lado menor, y su altura mide 0.40 metros.
a. Determine la funcién que describe la longitud de la diagonal de la base del atatd.
b. Determine la funcion que describe la longitud de la diagonal del ataud.

14. Un tanque tiene forma cilindrica, la altura del tanque es el doble que la longitud de su radio. El precio del material de sus
bases es 200 pesos por unidad de area y el precio de la parte cilindrica es 140 pesos por unidad de area.

a. ¢Cual es la funcién que describe el radio del tanque cilindro en funcion de su costo?

b. ;Cual es el radio del tanque si éste tiene un costo de 5000 pesos?

15.
a. Determine la funcion que describe la distancia entre los puntos del plano cartesiano A (-1, 4)y B(2,y).

b. Determine la funcion que describe la distancia entre los puntos del plano cartesiano A(1,1)y B(x,0).

16. Una ventana tiene forma de rectangulo coronado por una semicircunferencia. La longitud de la altura de la parte rectangular
es el triple de la longitud de la base.

a. Determine la funcion que describe la longitud del radio de la corona en términos del area de la ventana.

b. ;Cual es la longitud del radio de la corona, si la ventana tiene un érea de 12z unidades cuadradas?

17. Una ventana tiene forma de rectangulo coronado por una semicircunferencia. Las dimensiones de la parte rectangular estan
en proporcionde 5 a 1.

a. Determine la funcién que describe la longitud del radio de la corona en términos del &rea de la ventana.

b. ;Cudl es la longitud del radio de la corona de la ventana si ésta tiene un area de 20 unidades cuadradas?
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18. Una ventana tiene forma de rectangulo coronado por una semicircunferencia. Las dimensiones de la parte rectangular estan
en proporcién de 7 a 1. El precio, por unidad de longitud de la parte circular es el triple que el de la parte rectangular.

a. Determine la funcién que describe el radio en términos del area de la ventana.

b. ;Cual es el radio de la ventana si ésta tiene un area de 307 unidades cuadradas?

19. Un depésito tiene forma de cilindro coronado por una semiesfera, la longitud de la altura de la parte cilindrica del depésito es
el triple de la longitud de la longitud de la base.

a. ¢, Cual es la funcion que describe la longitud del radio del depésito en funcién de su area?

b. ;Cual es la longitud del radio del tanque si éste tiene un area de 50z unidades cuadradas?

20. Un depdsito tiene forma de cilindro coronado por una semiesfera, la longitud de la altura de la parte cilindrica del depésito es
el triple de la longitud de la longitud de la base.

a. ¢, Cual es la funcion que describe la longitud del radio del depésito en funcién de su area?

b. ;Cudl es la longitud del radio del depésito si éste tiene un area de 50~ unidades cuadradas?

21. Un depésito tiene forma de cilindro coronado por una semiesfera, la altura de la parte cilindrica del depdsito esta en razén de
4 a 3 con el radio del cilindro es. El precio, por unidad de area de la parte esférica es el doble que el de la parte cilindrica.

a. ;,Cual es la funcién que describe el radio del depdsito en funcién de su precio?

b. ;Cual es el radio del tanque si éste tiene un precio de 500z pesos?

22,

a. En una regiodn eliptica, el semieje mayor mide el doble que el semieje menor. Determine la funcién que describe la longitud del
semieje mayor en funcion del area de la region eliptica.

b. En una region eliptica, la razén entre la longitud del semieje mayor y la longitud del semieje menor es 3 a 1. Determine la
funcién que describe la longitud del semieje mayor en funcién del area de la region eliptica.



SD 1. CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES RACIONALES

APRENDIZAJES
Apr.2 Identificara los elementos de una funcién racional: ceros, asintotas verticales y huecos, dominio y rango para graficarla.

CONTENIDOS TEMATICOS
p(x)

Funciones de la forma f ( x ):W ,donde p(x)y q(x)=0 son polinomios de coeficientes reales de grado menor o

igual a dos. Dominio, rango, puntos de discontinuidad.

APERTURA
Revisién previa de los recursos:

a. Juliana Gomez (2013, septiembre 13) Funciones racionales [Presentacion]. Recuperado de
https://prezi.com/tnsw_kc_i4g1/funciones-racionales/

b. Roberto Cardil(No la indica) Matematicas  visuales  (funciones  racionales).  Recuperado de
http://www.matematicasvisuales.com/html/analisis/rational/rational1.html

c. Genny Yah. (2012, mayo 21) Articulo #1 "funcion racional 21 de mayo de 2012. [Video]. Recuperado de http://princesita-
genny.blogspot.com/2012/05/articulo-1-funcion-racional.html

d. Agustin Martinez Pedrefio (No la indica) Asintotas. Recuperado de
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/Asintotas_horizontales_verticales_oblicuas/Asintotas_horizo
ntales.html

Discusién sobre los elementos que describen el comportamiento de la curva asociada a una funcion racional tales como
asintotas, ceros, intervalos en los que es positiva, intervalos en los que es negativa, comportamiento extremo.

DESARROLLO
1. Proporcione la definicion de funcién racional.

2. Clasifique las funciones racionales en términos de los grados de los polinomios que las componen.

3. Proporcione ejemplos de funciones racionales propias y de funciones racionales impropias.

4. En términos de los factores comunes haga una clasificacion las funciones polinomiales.

5. En el contexto de las funciones racionales, ¢,qué es una asintota vertical?
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6. En el contexto de las funciones racionales, ¢qué es una asintota horizontal?

7. En el contexto de las funciones racionales, ¢;,qué significa el hecho de que una funcién tenga una asintota horizontal?

8. En el contexto de las funciones racionales y de su curva asociada, ¢qué significa que los polinomios componentes tengan
factores comunes?

CIERRE
En la sopa de letras, encuentre las palabras referentes a las caracteristicas a las funciones racionales, una vez que las haya
seleccionado, enlistelas en la parte de abajo.
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SD 2. GRAFICACION DE + (x ):ﬁ SIN ASINTOTAS VERTICALES

APRENDIZAJES
Apr.3 Graficara funciones que tengan asintota horizontal diferente al eje de las x, asintotas verticales, ceros, huecos, dominio y
rango.

CONTENIDOS TEMATICOS
Grafica de funciones racionales con asintotas verticales y Horizontales.

APERTURA
Discusién sobre los elementos que describen el comportamiento de la curva asociada a una funcion racional tales como
asintotas, ceros, intervalos en los que es positiva, intervalos en los que es negativa, comportamiento extremo.

DESARROLLO
1. ¢ Por qué la funcion racional f ( x ): %kz no tiene asintotas verticales?
X"+
2.Sien f(x ):L , A es un nimero positivo, ¢ Qué signo tiene f ( x )= ? ¢Por qué?
x% +k?2 x% +k?2

3. Dado que f (x )=2L
X

2 es positiva (bajo la suposicidn de que es nimero a es positivo A ), entonces la curva que tiene
+

asociada se encuentra en los cuadrantes del plano cartesiano.

4. Para asignaciones positivas cada vez mas grandes a la variable x , la funcion f (x )= asume imagenes cada vez

x% +k2

mas cercanas a

asume imagenes cada vez

5. Para asignaciones negativas cada vez mas grandes a la variable x, la funcién f (x ): -
X" +

mas cercanas a

A
x2 + k2

6. Por consiguiente, el eje x es una de la funcion f (x )=

7. ¢Qué ocurre (en tamaiio) con f (x )= cuando se incrementa el valor de x ?

X2 +k

A .
s—— ocurre cuando x es igual a

Entonces el valor maximo de f ( x )=
X +k

A . .
-—— interseca al eje de las ordenadas en el punto

8.Lacurvaasociadaa f (x )=
X +k

A

9. Con base en las observaciones anteriores bosqueja la curva asociadaa f (x )= Zakd
X"+

A

A
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. . A
10. Tome como base la curva trazada anteriormente y trace la curva asociada a f ( x )= ke cuando A<O.
X"+

o\
0 X
A
11. Tome como base el inciso anterior y trace las curvas asociadas a: f (x ):(hﬁ si A>0 vy
X— +
f(x)= ﬁ si A<O0 (recuerde que la introduccion del pardmetro h corresponde a un desplazamiento horizontal).
X— +
N
A
>
0 h X
-A
CIERRE
1.En f(x ):L desarrolle el denominador, por tanto f (x )= A = A
(x=h ) +k? (x—h)*+k?

2. En el desarrollo hecho en el inciso anterior haga los siguientes cambios: b=2h y c=h? +k?2, por tanto,

A A A
f(x)= = =
(x) (x=h)*+k?
3. Hemos construido un bosquejo de la curva asociadaa f (x )= A bajo la condicién de la inexistencia de asintotas.

X2 +bx+c
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SD 3. GRAFICACION DE 1 (x)- . “  CON UNA ASINTOTA VERTICAL

X +bx+c

APRENDIZAJES
Apr.3 Graficara funciones que tengan asintota horizontal diferente al eje de las x, asintotas verticales, ceros, huecos, dominio y

rango.

CONTENIDOS TEMATICOS
Gréfica de funciones racionales con asintotas verticales y horizontales.

APERTURA
Discusion sobre los elementos que describen el comportamiento de la curva asociada a una funcién racional tales como
asintotas, ceros, intervalos en los que es positiva, intervalos en los que es negativa, comportamiento extremo.

DESARROLLO

1. ¢ Qué condiciones debe cumplir el denominador de la funcion polinomial f (x )= para tener una sola asintota

x2 +bx+c
vertical?

2.Sien f(x)= , Xo €8 la Unica raiz del polinomio denominador, entonces puede ser rescrita como:

x2 +bx+c

, por tanto, tiene como asintota vertical a la linea recta de ecuacion
. A .
3.¢Porqué f(x)=,—"——,no tiene ceros?

(x=% )

4. Tanto para asignaciones positivas o negativas cada vez mas grandes a la variable x , la funcion f (x )= (72 asume
X=X

. . , A ,
imagenes cada vez mas cercanas a , por tanto, la curva asociada a f (x )= tiene

como aleje x.

. A .
5.Sien f(x)= 7)2 se cumple que A es mayor que cero, entonces su curva asociada se encuentra en los cuadrantes
X—Xp
del plano cartesiano.

o : : : : A
6. Utilizando las observaciones anteriores, un bosquejo de la curva asociadaa f (x )=————— es:

X2 +bx+c

yA
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. A .
7.Sien f(x)= 7)2 se cumple que A es menor que cero, entonces su curva asociada se encuentra en los cuadrantes
X—Xg
del plano cartesiano.

8. Utilizando las observaciones anteriores, un bosquejo de la curva asociadaa f ( x )= ﬁ ,Si A es menor que cero.
X=X
o\
0 X gR
0
CIERRE

1. Sin tabular, bosqueje la curva asociada a:

1
a. f(x)zﬁ.b. F(x)=— 2 e f(x)=—t df(x)-—4

4

2. Utilice un software graficador (geogebra o symbolab) y grafique:

1
a. f(x):m.b. f(x):m. c. f(x):(X;T)z.d. f(x)=— 2

Compare sus resultados con los obtenidos en 1.
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SD 4. GRAFICACION DE 1 (x)- . “  CON DOS ASINTOTAS VERTICALES

X +bx+c

APRENDIZAJES
Apr.3 Graficara funciones que tengan asintota horizontal diferente al eje de las x , asintotas verticales, ceros, huecos, dominio y

rango.

CONTENIDOS TEMATICOS
Grafica de funciones racionales con asintotas verticales y horizontales.

APERTURA
Discusién sobre los elementos que describen el comportamiento de la curva asociada a una funcion racional tales como
asintotas, ceros, intervalos en los que es positiva, intervalos en los que es negativa, comportamiento extremo.

DESARROLLO

1. ¢Qué condiciones debe cumplir el denominador de la funcion polinomial f (x )= A

5 para tener dos asintotas
X< +bx+c

verticales?

A

2.Sien f(x)=—"——
(x) x2 +bx+c¢

, Xo Y X, son las raices del polinomio denominador, entonces puede ser rescrita como:

, por tanto, tiene como asintotas verticales a la lineas rectas con ecuaciones

y

A

(x=% X x=% )

3.¢Porqué f(x)= , no tiene ceros?

4. Tanto para asignaciones positivas o negativas cada vez myores a la variable x , la funcion f (x )= ﬁ asume
X—=Xg N X=%;
- . . A
imagenes cada vez mas cercanas a , por tanto, la curva asociadaa f (x )= =n =)
X=Xo N X=X,
tiene como aleje x.

5. Suponga que A es positiva y complete la siguiente tabla.

X f(x):(x_)(o—';‘x_Xl) Signode f (x)

0.9x,

0.99%,

Xo

1.01x,

1.1x,

0.9x,
0.99x,

X
1.01x,
1.1x;
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6. ;Cudl es el signode f (x ) sobre elintervalo (x, , x, )?

A

X—Xo N X=% ) o

7. Utilizando las observaciones anteriores, un bosquejo de la curva asociadaa f (x )=

Y

8. Suponga que A es negativa y complete la siguiente tabla.

BRI A Signode f (x)

X=X, X=X )

0.9x%,

0.99%,

Xo
1.01x,
1.1x,
0.9x,
0.99x,

X1

1.01x,

1.1x,

9. ;Cudl es el signode f (x ) sobre elintervalo (x, , x, )?

10. Utilizando las observaciones anteriores en los incisos 2., 3., 4., 8. y 9. haga un bosquejo de la curva asociada a
f(x)= A

(x=x% )(X_Xl):
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yAL
5 >
CIERRE
1. Sin tabular, bosqueje la curva asociada a:
2 3 —4 2
a f(x)=——.b. f(x)=—— . ¢c. f(x)=——.d. f = .
(x) (x=3) x+2) (x) x2 —2x-3 ( x? +6x+8 X2 +x-6
YA
5 >
2. Utilice un software graficador, trace la curavas asociada a:
2 3 -4 -2
a f(x)=——~.b. f(x)=—"——.c. f(x)=———.d. f = .
(x) (x-3)x+2) (x) x? —2x-3 (x) x? +6x+8 x? +x-6

y comente sus observaciones.




.5 SECUENCIAS DIDACTICAS 135

SD 5. CONSTRUCCION DE FUNCIONES DE LA FORMA f (x )= /A< +Bx+C

APRENDIZAJES
Apr.5 Explorara problemas sencillos que se modelen con Funciones con Radicales.

CONTENIDOS TEMATICOS
Funciones de laforma f (x )=-/Ax+B, f (x )=+/Ax*+Bx+C con A, By Cen los nimeros reales.

APERTURA
Discusion sobre: el teorema de Pitagoras, “las formulas” para el célculo de areas de superficies y los volimenes de solidos
geométricos

DESARROLLO
1. TEOREMA DE PITAGORAS
a. ; Qué establece el teorema de Pitagoras (dos partes)?

i. “En un triangulo

ii. Si en un triangulo ", entonces es
rectangulo.

b. Trace un triangulo rectangulo con las siguientes caracteristicas: longitud de la hipotenusa, diez unidades vy, las longitudes de
los catetos estén representadas por x y f ( x ) respectivamente.

¢. En el triangulo que trazo en el inciso anterior aplique el teorema de Pitagoras y despeje f (x ).

d. ;Para que asignaciones a la variable independiente esta bien definida la funcion f ( x )? Explique.

2. DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UN PUNTO DE UNA LINEA RECTA

a. Un punto que pertenece a la linea recta de ecuacion 2x+y-4=0 tiene abscisa x, entonces su ordenada es
y en consecuencia, el punto es ( x , ).

b. ; Qué “formula” se utiliza para calcular la distancia entre dos puntos?
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c. Utilice la “formula” del inciso anterior para calcular la distancia entre el punto del inciso a. y el punto (4 , 5).

d. Nombre la distancia que antes calculo como f (x ).

3. FLUJO A TRAVES DE UN CANAL
Con una lamina rectangular cuyo ancho mide 80 centimetros se construira un canal de seccion transversal rectangular. El
proceso de construccion consiste en doblar x centimetros dos de los bordes (paralelos) de la Iamina de manera que formen un

angulo de noventa grados respecto a la horizontal (la base).

a. Trace una figura que muestre la seccién transversal del canal.

b. Establezca una relacién con la que sea posible calcular el &rea A de la seccién transversal del canal en términos de la
longitud de los lados del canal.

c. Establezca una relacién con la que sea posible calcular la altura del canal en funcién del area de su seccion transversal.

4. DIAGONAL DE UNA CAJA CON FORMA DE PRISMA DE BASE CUADRADA.

Una caja tiene forma de prisma cuadrangular, las regiones cuadradas que lo conforman tienen longitud de lado x . El lado de las
regiones rectangulares es el doble del ancho mas una unidad.

a. Trace una figura que muestre la caja.
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b. Aplique el teorema de Pitagoras (dos veces) y obtenga la relacién entre las dimensiones de la caja y la longitud de su
diagonal.

c. Establezca la regla de correspondencia de la funcién que describe la longitud de la diagonal en términos de la longitud de los
lados de la regién cuadrada.

d. ;Para qué asignaciones a x tiene sentido la regla de correspondencia del inciso anterior?

5. CAJA CON FORMA DE PRISMA CORONADO CON UN SEMICILINDRO.

Una caja tiene forma de prisma cuadrangular coronado por un semicilindro. La altura de la parte en forma de prisma mide
x unidades, su ancho mide 2x+2 unidades y el largo mide 10 unidades.

a. Trace una figura que muestre la caja.

b. Determine el &rea de la parte correspondiente al cilindro en términos de la variable x .

c. Determine el area de al parte correspondiente al prisma en términos de la variable x .

d. Determine el area total de la caja en términos de variable x .
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e. Determine una funcién que describa la altura x del prisma que es parte de la caja en funcién del area de la caja.

CIERRE
1. Enliste las funciones obtenidas en los cinco incisos anteriores:

2. Construya el patron (tipo de funcion) del que las funciones antes sefialadas son casos particulares.
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SD 6. GRAFICACION DE 1 (x)=-/ax’> +Bx+C CON DOS CEROS

APRENDIZAJES
Apr.6 Identificara los elementos de la funcién: dominio, rango, ceros y traza su gréfica.

CONTENIDOS TEMATICOS
Gréfica de funciones con radicales

APERTURA
Comentarios sobre: la obtencién de las raices de un polinomio cuadratico, la elipse y la hipérbola.

DESARROLLO
1. ¢ Qué condiciones debe cumplir la funcion f (x )=+/Ax? + Bx+C para tener dos ceros?

2. Suponga que f(x)=+/Ax?*+Bx+C tiene como ceros a los nimeros x, y x,. Factorice A vy reescriba
f(x)=+/Ax* +Bx+C entérminos de A,y de losceros x, y X, .

3. Considere que en f (x )=./A(x—x, \ x—x, ) se cumple que X, <Xx,, haga una figura que muestre los intervalos en que
los ceros x, y x, dividen a la recta real.

4.Sien f(x)=/A(x—x, (x—x ) secumple A>0. ;Qué signos deben tener x—x, y x—x, para que la funcion
f(x)=1/A(x=x, X x—x, ) esté bien definida?

X—Xg Y X=X , por tanto,

Sin embargo, también puede ocurrir que:

X— X Yy X=X , por tanto,

i. Por tanto, si A>0en f(x)=./A(x—x, x—x ),entonces dom( f )=

ii. Sean A>0y xg<x en f(x)=+/A*+Bx+C=./A(x=x, \x—x ).;Qué valores asume f (x ) cuandoa x le son
asignados valores extremadamente grandes (tanto positivos como negativos)?
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iii. Suponga que la curva asociada a f(x)=-/Ax*+Bx+C =./A(x-X, x-X ) es suave y continua, utiice las
observaciones anteriores y tracela.

\ 4

5. Suponga que en f (x)=./A(x—x, N x—x, ) se cumple A<0. ;Qué signos deben tener x—x, y x—x, para que la

funcién f (x )=./A(x—x, J x—x, ) esté bien definida?

X=X, Y X=X , por tanto,

Sin embargo, también puede ocurrir que:

X — X Yy X=X , por tanto,

i. Por tanto, si A<0 en f (x)=./A(x—x, \ x—x, ), entonces dom( f )=

ii. ;Por qué f (x )=+/Ax*+Bx+C =./A(x—x, N x—x, ) no tiene comportamiento extremo?

iii. ;Por qué f (x )=+/Ax® +Bx+C =,/A(x—x, N x—x, ) es positiva?
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2
" X+ L 2 2
iv. f(x)=+Ax*+Bx+C puede escribirse en la forma #H’—z:l, donde: f(x)=y, r2=% y
r s

, ot . . o
s = e jverifiquelo realizando los despejes necesarios!

(x+ B F y?
2

+=5-=1 el plano cartesiano?
r s

v. ; Qué representa la ecuacion en

vi. Considerando que f (x )=+/Ax*+Bx+C =./A(x—x, \ x—x, ) es no negativa y que la curva que tiene asociada se
encuentra en los cuadrantes | y Il del plano cartesiano, dibujela.

Y

CIERRE
1. Verifique que las funciones con regla de correspondencia:

a. f(x)=x?=x+6.b. f(x)=+/-x2+2x+3. ¢ f(x)=+/x>+6x+8.d. f(x)=+/-x*-x+6.

Tienen dos ceros y haga un bosquejo de su grafica.
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Y

2. Utilice un software graficador, trace la curavas asociada a:

a. f(x)=/x"=x+6.b. f(x)=+/-x?+2x+3. ¢. f(x)=+/x>+6x+8.d. f(x)=+/-x*-x+6.Contraste sus

resultados con los del inciso anterior y comente sus observaciones.
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SD 7. GRAFICACION DE 1 (x)=-/Ax* +Bx+C CON UN CERO

APRENDIZAJES
Apr.6 Identificara los elementos de la funcién: dominio, rango, ceros y traza su gréfica.

CONTENIDOS TEMATICOS
Gréfica de funciones con radicales

APERTURA
Comentarios sobre: obtencion de las raices de un polinomio cuadratico, el trazo de la grafica de una recta, la relacién entre el
indice de un radical y el radicando.

DESARROLLO
1. ¢ Qué condiciones debe cumplir la funcién f ( x )=+/Ax? + Bx+C para tener un s6lo cero?

2. Suponga que f (x )=+/Ax? + Bx+C tiene como Unico cero al nimero x, , factorice A y reescribala en términos de A y
de x,.

3.Supongaqueen f(x)=1/A(x—x, J’ secumpleque A>0, iporqué A(x—x, )* es positivo o cero?

a. Si A>0 determine el dominio de la funcion f (x )=+/A(x—x, )° .

b.Si A>0, simplifique f(x)=1/A(x=x, f .

JA(x=x%p ) si x2Xg,

—JA(x=x, ) si x<xg

c. ;Porqué f(x)=+/A(x—x, )} esequivalente a f(x):{

d. Trace la curva asociadaa f (x )=+/A(x—x, )* (suponga que A>0).
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Y

2. Supongaqueen f (x )=1/A(x—x, J’ secumpleque A<0, jporqué A(x—x, )° es negativo o cero?

a.Si A<0, determine el dominio de la funcion f (x )=+/A(x—x, J* .

b.Si A<0, determine f (x, ).

c. Por tanto, la “curva” asociada a f ( x )=-/A(x—x, J con A<0 y un solo cero consiste de un solo

CIERRE
1. Verifique que las funciones con regla de correspondencia:

Cf(x)=4x% —2x+1.

a
b. f

(x)=+/-x*+4x-2.
c. f(x)=-2x"—4x+2.
d. f(x)=1/2x2+6x+18.
e. f(x)=r/—x+2x-1.

f. f(x)=+/-x*+12x-12.

Tienen un cero y bosqueje su gréfica.
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Y

2. Utilice un software graficador, trace la curavas asociada a:
a. f(x)=x?=2x+1.b. f(x)=+/-x>+4x-2. ¢ f(x)=+2x* —4x+2.d. f(x)=1/2x* +6x+18.

e. f(x)=+/-x?+2x-1.f f(x)=1-x*+12x—12 . Contraste sus resultados con los del inciso anterior y comente sus
observaciones.



2 IFUNCIONES

I I I EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS

PROPOSITOS:

Al finalizar la unidad el alumno:

Utilizara las funciones exponencial y logaritmica para representar formas de
variacion de fenémenos de la naturaleza, que éstas permitan modelar.
Retomara los conceptos de dominio y rango, asi como el analisis de las
relaciones entre los parametros de estas funciones y su grafica.
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INTRODUCCION

Tanto los logaritmos como los exponentes surgen como herramientas del calculo, Arquimedes utilizé y redujo la
multiplicacién de dos nimeros (potencias de 2, por ejemplo), utilizando una suma de logaritmos, sin embargo, el
auge de los logaritmos, como herramienta del calculo, en navegacion, finanzas y astronomia, inicia en el siglo XVI
con Stifel, y se consolida a inicios del siglo XVII con Neper y Joost Biirgi, y posteriormente; comienzan a consolidarse
con la construccion de las primeras tablas de logaritmos de base 10, que realizé el reverendo Henry Briggs.

Las tablas de logaritmos de Henry Briggs fueron evolucionando y perfeccionandose a través de los afios, y se
utilizaron, tanto en el calculo del crecimiento de poblaciones, como en la ensefianza de las matematicas hasta hace,
relativamente, poco tiempo. La era de la computacién les proporciond un fuerte impulso en su desarrollo, pero
también hizo que se volvieran obsoletas e innecesarias.

Con la construccion del Calculo Infinitesimal, las funciones exponenciales y logaritmicas incrementaron su
importancia desde un punto de vista teérico - practico, esto, como resultado de la versatilidad y aplicabilidad de sus
propiedades diferenciales. Actualmente, dada la importancia teérico - practica de las funciones exponenciales y
logaritmicas ha inducido a que sean incluidas en casi la totalidad de las ramas de la Matematica, sobre todo, en
aquellas ramas en las que las nociones del calculo diferencial e integral estan presentes. Las funciones
exponenciales y logaritmicas desempefian un papel significativo en el saber, por ejemplo, se utilizan en matematicas
financieras para calcular el valor de las inversiones a plazo, en demografia y en biologia para predecir el
comportamiento de una poblacion, en arqueologia y quimica para fechar objetos antiguos, en psicologia para
estudiar fenémenos de aprendizaje, en medicina para analizar la propagacion de las epidemias, en comunicacion
para estudiar la propagacion de rumores, en la industria para estimar la factibilidad de la produccién, en probabilidad
son el eje rector de la normalidad, en electrénica en el comportamiento de la carga de condensadores, etc. En suma,
las funciones exponenciales y logaritmicas son de gran utilidad en la modelacion, estudio y andlisis de diversos
fendmenos de la naturaleza, de la industria y de la matematica misma.
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PRESENTACION

Esta unidad, titulada “Funciones exponenciales y logaritmicas”, se divide en tres secciones, estas son:

La seccion Ill.1 “La funcién exponencial’, inicia con la descripcién de fendmenos en los que la rapidez con que
cambia la variable dependiente (o funcién) es proporcional a la funcién misma, como son: el crecimiento de un
principal en forma continua, la eliminacién de una sustancia ingerida por una persona, la adaptacion del fractal
conocido como triangulo de Sierpinski, entre otros. Recoje las caracteristicas en comun que presentan los modelos
que describen las situaciones que antes mencionamos, para posteriormente formalizarlas matematicamente, y asi,
generar la definicién de funcién exponencial. Posteriormente, a partir de la construccion de registros tabulares,
obtenemos el patron de comportamiento de la curva que tiene asociada una funcién exponencial, considerando para
bases mayores que la unidad, asi como bases cuyo valor se encuentra entre cero y uno. Continuamos con el trazo
de curvas asociadas a funciones exponenciales estudiando el efecto producido al variar los pardmetros que incluye
su regla de correspondencia. En esta seccidn también se analiza el efecto del signo del exponente (de las funciones
exponenciales) con el caracter de su monotonia (crecimiento y decaimiento) de las funciones exponenciales, por
ultimo, en esta seccion, presentamos diversas situaciones de la vida real que se relacionan con el crecimiento y/o
decaimiento exponencial.

En la seccion 111.2 “La funcién logaritmo”; el estudio de la funcion logaritmo se desarrolla interpretando la ecuacién

exponencial a* =y, como un logaritmo, y asignandole una notacion. Antes del establecimiento formal de la

definicién de la funcion logaritmica, se presenta la teoria relativa a la forma en que se construye la funcion inversa
(de una funcién invertible) a partir de otra funcidén que presenta las caracteristicas que garantizan la existencia de la
funcidn que se desea construir. Posteriormente, presentamos y justificamos el proceso a seguir en el trazo de la
curva asociada a la funcion inversa a partir de la curva asociada a la fucién que se desea invertir. Después
definimos formalmente la funcion logaritmica de base a y aplicando los procesos, que antes hemos sefialado,
obtenemos los elementos (dominio, rango y forma de la curva que tiene asociada) de la funcion logaritmo. La seccién
1.2 concluye con el estudio y la caracterizacion de las fuciones logaritmicas mas relevantes en las diversas ramas
del conocimiento: funcion logaritmo (base diez) y funcién logaritmo natural.

La seccion 1.3 “Exponentes y logaritmos”, considera que los “logaritmos” son las imagenes de nimeros reales bajo
una funcién logaritmica; supone que las propiedades conocidas como “leyes de los exponentes” son validas, y con
esta suposicion las aplica para justificar las propiedades operativas de los logaritmos. Posteriormente, utilizamos las
propiedades de los logaritmos para “expandir” y “comprimir” expresiones algebraicas. A continuacion desarrollamos y
deducimos las propiedades conocidas como: “cambio de base logaritmico y cambio de base exponencial” y sus
aplicaciones. Utilizamos todas las propiedades de los exponentes y de los logaritmos en la resolucién de ecuaciones
logaritmicas y exponenciales. Concluimos la seccién con la presentacion de problemas en los que su resolucion
requiere del uso de funciones logaritmicas y/o exponenciales.
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PUNTOS PROBLEMATICOS

149

POSIBLES DIFICULTADES (PROGRAMA)

Con base en nuestra experiencia, con respecto al
desarrollo de los aprendizajes y tematica que incluye el
programa de la asignatura de Matematicas IV, en la
unidad  titulada  “Funciones  exponenciales vy
logaritmicas”, consideramos:

Congruencia entre los aprendizajes y la tematica.

Fila 1.

No aplican.

Fila 2.

a. Dado el tipo de funcion, cuya regla de
correspondencia es de la forma f (x )=a-b*, el caso

en que a<0 carece de interés en aplicaciones.

b. No es sefialada la equivalencia de un signo negativo
antecediendo a la variable independiente y una base
comprendida entre cero y uno.

Fila 3.

No aplican.

Fila 4.

Este aprendizaje tiene mayor sentido si se considera
que la comparacién entre las gréficas de las funciones
que sefala tienen todas bases mayores que uno, 0
todas las funciones tienen bases comprendidas entre
Cero 'y uno.

Fila 5.

No aplican.

Fila 6.

Antes no han sido tratados los elementos propios de las
las funciones invertibles, ni las caracteristicas que debe
tener una funcién para que exista su funcién inversa.
Fila 7.

Generalidad del aprendizaje.

Fila 8.

La justificacién de las propiedades de los logaritmos se
fundamenta en las propiedades de los exponentes, sin
embargo, estas propiedades no se sefialan en los
aprendizajes previos.

Fila 9.

Sin aplicacién.

Fila 10.

Sin aplicacién.

SUGERENCIAS DE APOYO

1. No aplican.

2,

a. Evite este caso.

b. Sefiale la equivalencia, una dificultad presente en la
unidad “Funciones exponenciales y logaritmicas” del
programa indicativo consiste en que no hacen referencia
de las propiedades de los exponentes.

3.

No. Aplican.

4. Proponga funciones donde las bases se encuentran
en los rangos sefialados en la fila 4.

5. No aplican.

6. Proponga videos con los cuales el alumno adquiera
una visién intuitiva de éstos conceptos, en el salén de
clase sefiale las condiciones adecuadas para la
adqusicion de éstos conceptos. jNo utilice como
ejemplos las operaciones aritméticas!

7. Sélo trace las curvas asociadas a funciones
logaritmicas con base dos, y tres.

8. Debe tratar las propiedades de los exponentes.

9. Sin aplicacion.

10. Sin aplicacion.
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POSIBLES DIFICULTADES (ALUMNOS)
Basandonos en nuestra experiencia, con respecto al
desarrollo de los aprendizajes y tematica incluidos en el
programa de la asignatura de Matematicas IV, en la
unidad correspondiente a Funciones exponenciales y
logaritmicas, consideramos:

Congruencia entre los aprendizajes y la tematica.

Fila 1.

Al momento, el estudiante desconoce las funciones
exponenciales; asi como su caracter de crecimiento y
decrecimiento.

Fila 2.

a. El caracter de continuidad de f (x )=a-b* se da por

hecho sin justificacién alguna.

b. Olvido o escasa habilidad en el uso de las
propiedades de los exponentes.

Fila 3.

No aplican.

Fila 4.

No aplican.

Fila 5.

No aplican.

Fila 6.

En los cursos previos de matematicas, el alumno no ha
tenido relacién con los conceptos y métodos inherentes
a funciones invertibles, no los maneja.

Fila 7.

El alumno presenta serios problemas con el concepto y
la aplicacion de la reflexién, de la curva asociada de una
funcidn exponencial decreciente respecto a la linea recta
asociada a la funcion identidad.

Fila 8.

No aplican.

Fila 9.

Dependeran del grado de dificultad de las aplicaciones o
ecuaciones propuestas, por lo general, estaran
relacionados con las sustituciones a realizar.

Fila 10.

Lo mismo que en la fila 10.

SUGERENCIAS DE APOYO

1. Debe tratar estos contenidos de forma intuitiva.

2.

a. Puede ayudar el sefialar que existe el Teorema del
Valor Intermedio.

b. Puede establecerlas para nimeros enteros y luego
generalizarlas.

3. No aplican.

4. No aplican.

5. No aplican.

6. Trate esta parte de la tematica de forma intuitiva y
utilice casos particulares.

7. El uso de un software adecuado puede ser de gran
apoyo en la solucion de este problema.

8. No aplican.
9. Mida las habilidades y grado de conocimiento de los

estudiantes y proponga actividades de acuerdo al
resultado del diagndstico.

10. Lo mismo que en 9.

TIEMPO REQUERIDO
16 Horas
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ESTRUCTURA TEMATICA: UNIDAD Ill.1

FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

SITUACIONES QUE
INVOLUCRAN
FUNCIONES
EXPONENCIALES

SITUACIONES QUE
INVOLUCRAN
FUNCIONES
LOGARITMICAS

7 N

PARAMETROS DE
> FUNCIONES | EsTuDIO DE N zx»umcx
EXPONENCIALES [ | (x) = ab” > ,
Y SU GRAFICA
,| PROBLEMAS DE
APLICACION
\ 4
| EQUIVALENCIA
y=a*e x=a’ PROPIEDADES DE | .| cAmBIO DE
[ LosLoGARITMOS [ |  BASE
A 4
FUNCIONES | e oS | Ecuaciones
LOGARITMICAS O AR oA LOGARITMICAS
y
FUNCIONES LOGARITMICAS
COMO MODELOS




SECCION
1.1

LA FUNCION
EXPONENCIAL

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

2 CONTENIDOS
SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS
Apr.d  Explorarad situaciones o fendmenos que | Situaciones que involucran

Hi.1

corresponden a crecimiento o decaimiento exponencial,
las relaciones o condiciones existentes y analizara la
forma de variacion.

Apr.2 Identificara dominio y rango de una funcién
exponencial y trazara su grafica.

Apr.3 Identifica patrones de cambio involucrados en el
crecimiento o decrecimiento de una funcion exponencial
y bosquejara su gréfica.

Aprd Analizara la relacion entre las graficas de
funciones exponenciales con diferentes bases incluyendo
el numero e.

Apr.5 Resolvera problemas en diferentes contextos, que
se modelen con funciones exponenciales.

crecimiento o decaimiento
exponencial.

Estudio analitico y grafico del
comportamiento de funciones
exponenciales del tipo:
f(x)=a-b* con b>1 O
O<b<lya=0.

Relacién entre los parametros

de f(x)=a-b* con su
gréfica.

Importancia de la funcion
f(x)=a-b y sus
aplicaciones.

Problemas de aplicacion.

CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
i. Base, exponente.

ii. Crecimiento exponencial y decaimiento exponencial.

iii. Base natural (el nimero e ) .

TIEMPO ESTIMADO
En situaciones regulares se invierten 7 horas para el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS
El alumno debe utilizar y manejar los procesos de:
i. Trazo de la curva asociada a una funcién exponencial.

DESARROLLO
Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos problematicos y
propuestas de solucion.
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Observaciones -

. . _ o . Dificultades y

y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

i. Inicialmente | Las funciones exponenciales se utilizan para describir fenémenos en los que la | 1. Tenga en cuenta
proponga rapidez con que cambia la variable dependiente (o funcion) es proporcional a la | que los modelos
problemas  cuya | funcién, por ejemplo, en la acumulacion o en la eliminacién de sustancias en una | (funciones)  que
modelacion pueda | persona, el almacenamiento de carga en un capacitor, la desintegracion de | propone son

darse en términos
de variables
continuas.

ii. Proponga por lo
menos un problema
que pueda ser
modelado con una
funcién exponencial
creciente y otro por
una funcién
exponencial

decerciente.

sustancias, la variacion de la temperatura de un objeto inmerso en un medio
especifico, también en algunos casos discretos como el crecimiento o disminucién
del tamafio de las poblaciones (bacterias, roedores, plantas, etc.), en el interés
compuesto de una cantidad de dinero.

ACTIVIDAD 1il1
EXPONENCIALES)
a. MODELO EXPONENCIAL

Si el interés generado por cierta cantidad de dinero invertida (principal) es
reinvertido, de manera que los intereses también se reinvierten, entonces se
genera el interés compuesto. Asi, el interés es convertido en principal, por lo que
para inversiones posteriores existe interés sobre interés.

Se inicia con un capital inicial P, que es invertido a una tasa de r por ciento,
compuesto en un periodo t, al término del primer periodo la cantidad compuesta

es S=P+rP 0 S(t)=P(1+r ) pesos.

(SITUACIONES QUE INVOLUCRAN FUNCIONES

Al término del primer periodo se cuenta con S(t)=P(1+r )', misma que se
reinvierte por otro periodo t, al término del segundo periodo los intereses
generados son r P(1+ r ) y la cantidad compuesta es
S(2)=P(1+r )+r[P(1+r)]=P(21+r ) 1+r)=P(1+r ).

Asi, al término del segundo periodo se tiene S(2)=P(1+r )?, cantidad que se
invierte en un tercer periodo, por lo que a su término los intereses generados son
rP(1+r )’ ylacantidad compuesta es

s(3):P(1+r)2+r[P(1+r)2]:P(L+rf(1+r)=P(1+r)?
Si el proceso continda, el monto compuesto al término del periodo t es
P(1+r)'. En general, al término de los t periodos la cantidad compuesta se
modela por la funcion S(t )=P(1+r )", vea la tabla lll.1.

NUMERO DE ANOS | CANTIDAD COMPUESTA
P

0
1 P(1+r)
2
3

N

P(1+r)
P(1+r

w

n P(1+r)
TABLA lil.1

Supongamos que modificamos la estrategia de inversién, que los intereses son
pagados k veces en cada periodo t y se reinvierten, entonces, el capital al

kt
término del periodo t es S(t )= P( 1+£) .

ideales por lo que
solo tienen cierto
rango de validéz.
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
El hecho de que los intereses sean pagados y capitalizados al instante significa, | 2. Debe

k
que el numero de periodos de pago crece indefinidamente, asi, en (1+£J ,

k (nimero de pagos en el periodo t) crece indefinidamente y tiene como
resultado un nimero que se representa por e, por este hecho la funcién anterior
se tranformaen S(t)=Pe™.

b. MODELO EXPONENCIAL

Suponga que un individuo, en un tiempo especifico, elimina en el trayecto del dia
a través de la orina el 20% de una droga que consumié. Si la cantidad de droga
que consumi¢ fue 10 miligramos, y si D (t ) representa la cantidad de droga

presente en el cuerpo del individuo a los t dias, entonces, inicialmente se tienen
D(0)=10 miligramos de droga. Al primer dia (después de haber sido

consumida la droga) el cuerpo de la persona tiene D(1)=(0.8)10)=8
miligramos de droga. Asi, al segundo dia el cuerpo de la persona contiene
D(2)=(0.8)08)10)=(0.8)*(10) miligramos de droga, al tercer dia
contiene D(3)=(0.8) 0.8)*(10)=(0.8 )*(10) miligramos de droga, etc. La
tabla Ill.2 describe la cantidad de droga presente en el cuerpo del individuo.

DIA CANTIDAD DE DROGA (miligramos)
0 | b(o)=1

1 | D(1)= (08)1(10):

2 | b(2)=(08)(10)=6

3 | D(3)=(08)*(10 )512

TABLAII1.2

En general, después de t dias, la cantidad de droga presente en el organismo se
obtiene por la funcion D (t )=10(0.8 )", con la condicién de t > 0.

c. MODELOS EXPONENCIALES

La figura Ill.1 muestra un triangulo equilatero cuya &rea es una unidad cuadrada
(fase 0). Si unimos los puntos medios de los lados con segmentos rectilineos
obtenemos la figura Ill.1.b., misma que contiene cuatro tridngulos equilateros
congruentes pero sélo tres comparten su orientacion (fase 1). Si repetimos el
proceso anterior con los tres tridngulos blancos en la misma forma que el tridngulo
original (fase 2) obtenemos la figura Ill.1.c., etc.

AV V.V 1

i FIGURA i1

profundizar en la
importancia del
numero de Euler.

3. La distincion
entre funciones
continuas y
funciones discretas
confunde al
estudiante, distinga
el dominio en los
ejemplos que
utilice.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

iv. Guie al
estudiante en la
formalizacién de la
definicion de
funcion
exponencial.

v. Aclare el hecho
de que en
f(x)=a*, es
necesaria la
condicion a>0.

vi. Utilice registros
tabulares para
apoyar la
construccion de la
curva asociada a
una funcion
exponencial. Guie
a los estudiantes
para que utilicen
las propiedades de
los exponentes.

a. Suponga que, en cada fase, es de nuestro interés el nimero de triangulos
blancos y el area que encierran.

Inicialmente (fase 0), un tridngulo compone a la regién blanca, su area es una
unidad.

En la fase 1, tres triangulos componen la region blanca, el &rea de todos ellos es

1
3 :( 3 ) de unidad cuadrada.
4 4

En la fase 2, 9=3? triangulos componen la regién blanca, el area de cada uno
2
de ellos es %( %j:( %j ; por tanto, el area de la region blanca es
32 1 i = g 2_
4 4
En lafase 3, 27 =3 triangulos componen la region blanca, el area de uno de los

2 3
triangulos e 1{(31] Jz[ %j ; por tanto, el area de la regién blanca es

A1)

La tabla Ill.3 describe el comportamiento del area de la figura generada.

FASE NUMERO DE AREA DE CADA AREA DE LA
TRIANGULOS TRIANGULO REGION BLANCA
3 0
: 1 1 B
1 1
; 1 )
; - 5 g
2 2
_3 L ij
’ 3 5) :
3 3
_ 3 5) ( ﬁj
3 27=3 (4 1
ol B ) | ()
4 4

TABLA L3

Generalizacion:
1. El nimero de triangulos en la fase n es N (n )=3", siempre que, n sea cero
0 un niimero natural.

n
2. El area de region blanca es A(n ):[ %] siempre que n sea un ndmero

natural.

4. Para explicar la
Continuidad de las
funciones
exponenciales,
recurra
(intuitivamente) al
teorema del valor
intermedio.
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Observaciones y

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y

sugerencias ] i soluciones
vii. Utilice registros | DEFINICION 1I.1 (FUNCION EXPONENCIAL)
como primera | Sean a>0y a=1.

herramienta de
analisis de la curva
asociada a una
funcion
exponencial.

a. La funcion f (x )=a* se denomina funcion exponencial de base a en la
variable x .
b.Si f(x)=a*,entonces dom( f )=(—c0,+o0 ) e img( f )=(0,+).

En la funcién exponencial f (x )=a*:

1. La variable independiente es el exponente x, y estd bien definida para
cualquier asignacion a la variable x .

2. La base a es positiva (lo que se escribe como a>0), de no ser asi

f(x)=a* no siempre estaria definida (recuerde que expresiones como

(-2)2, (-4), (-6)5 (entre otras) no estan definidas en el sistema de los

numeros reales para una gran diversidad de asignaciones a la variable x .

3. Si a=1, entonces f(x)=a*=1*=1, es decir , equivale a una funcion
constante.

4. La curva asociada a f(x)=a* tiene como dominio el conjunto
dom( f )=(—o0,+o0 ), y puede demostrarse que su curva asociada es suave y
continua.

ACTIVIDAD liI.2 (GRAFICAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES CON BASE
MAYOR QUE 1)
Para efectuar el trazo de la curva asociada a cada una de las funciones

f(x)=2%, f(x)=3“y f(x)=10", nos basaremos en la tabla Ill.4 y
supondremos que las curvas asociadas son suaves y continuas.

X f(x)=2°| f(x)=3| f(x)=10"
N 1 1
16 81 10000
,| L 1 1
B 4 9 100
L 1 1
B 2 3 10
0 1 1 1
1 2 3 10
2 4 9 100
4 16 81 10000
TABLA lil.4

Asi, las curvas asociadas a las funciones anteriores cumplen:
i. Intersecan al eje de las ordenadas en el punto 1, (0, 1).

ii. Tienen como asintota horizontal al eje X .

iii. Son positivas (todas sus imagenes son positivas).

iv. Son crecientes, los valores de sus imagenes se incrementan al ser
incrementados los valores asignados a la variable x .

v. Si se desplaza (de izquierda a derecha) una recta tangente a través de la curva,
ésta recta tangente siempre estara por “abajo” de ella.
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Observaciones y

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y

sugerencias soluciones
viii. Haga que el | v.En f(x)=a* (para a=2, 3, 10), si la base es mayor, entonces la curva
estudiante . « . - e
descubra g | asociadaa f (x)=a* (para a=2, 3, 10) tiene un crecimiento mas rapido en el
posicion de la curva primer cuadrante del plano cartesiano, pero en el segundo cuadrante su
asociada a una | crecimiento es méas lento
funcién exponencial _ _ /s
con respecto a las Ff(x)=10". f f(x)=3"
curvas de ofras ' I
funciones 10 Il
exponenciales (de I T () =27
base mayor a uno). // —————————
/

cg=——x

E GILEI .

-2 0 2 4 X

FIGURA 1Il.2

ix. Haga que el

estudiante

descubra la
posicion de la curva
asociada a una

funcién exponencial
respecto a las
curvas de otras
funciones

exponenciales (de
base comprendida
entre cero y uno).

Son casos particulares las funciones exponenciales f (x )

Il
7/ N\
N -
Ne——

>
<

X
f(x)= 1] . Estas funciones pueden ser reescritas como f (x)=27*y
3

f(x)=3" respectivamente. Ademas, la curva asociada a una funcion

exponencial es suave y continua, y tomandode como apoyo la fabla lI.5
obtenemos las curvas de la figura Ill.2.
Para trazar las curvas asociadas a las funciones f (x)=2*y f(x)=37%,

consideramos la tabla /1.5 y el hecho de que éstas curvas son suaves y continuas.

x | f(x)=27| f(x)=3"
-4 16 81
) 4 9
-1 2 3
0 1 1
1 1
1 2 3
1 1
2 7 9
1 1
4 16 81
TABLAIIL.5

Asi, la curva asociada a la funcion f (x )=a*, sujeta a la condicion 0<a<1:
i. Interseca al eje de las ordenadas en el punto 1, (0,1).

ii. Tiene como asintota horizontal al eje x .

iii. Es positiva.

iv. Es decreciente, sus imagenes disminuyen al ser incrementada la asignacién a
la variable x .

v. Si se desplaza (de izquierda a derecha) una recta tangente a través de la curva,
ésta recta tangente siempre estara por “abajo” de ella.

vi. Si a, >a, >1, entonces f ( x )=aj decrece con mayor rapidez que
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f (x )=a; en el segundo cuadrante y lo hace en forma mas lenta en el primer
cuadrante. Vea la figura I1.3.
A
A X
\‘ f(x)=3
\
I
— 5 C
2 0 2 X aigunas omene
FIGURA 1Il.3 A caracteristicas de
X. Sefiale la este  tipo de
importancia del numeros.

numero e Yy utilice
un registro tabular
para hacer una
aproximacién a su
valor.

xi. Proponga al
estudiante la
formalizacién de la
funcion exponencial
natural.

ACTIVIDAD lI.3 (APROXIMACION AL NUMERO )

El nimero e (en honor al eminente matematico Leonhard Euler), es uno de los
numeros mas importantes de las matematicas. El nimero e se denomina nimero
de Euler o constante de Napier, lo reportd por primera vez el matematico escocés
John Napier, este nimero es irracional (no puede expresarse como una fraccion);
por tanto, es imposible escribirlo utilizando un nimero finito de cifras decimales o
en forma de decimal periodico. El nimero e, es trascendente, es decir, no es la
raiz de una ecuacion polinomial con coeficientes racionales. Por otro lado, es
probable que la funcién exponencial de mayor utilidad sea la que tiene como base
el nimero e, es decir f (x)=e*. Hagamos una aproximacion del valor del

numero e, para esto, asignaremos nimeros cada vez mayores a la variable X en

X
la expresion ( 1+ % J , vea la tabla III.6.

A medida que incrementemos el valor de las asignaciones a la variable x el valor

X 1 1+ 1 [ 1+ 1 )X

X X X

1 1 2 2
10 0.1 11 2.59374
100 0.01 1.01 2.70481
1000 0.001 1.001 2.71692
10000 0.0001 1.0001 2.71814
100000 0.00001 | 1.00001 2.71826
1000000 | 0.000001 | 1.000001 | 2.71828
10000000 | 0.0000001 | 1.0000001 | 2.718281

TABLA 1.6

y 1Y) o .
de la expresion (1+ = J estard mas préximo al nimero e .
X
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xii. Proponga al | DEFINICION Iil.2 (FUNCION EXPONENCIAL NATURAL)
estudiante la | a. EI nimero e (con doce digitos de aproximacion es 2.718281828459...) se

formalizacién de la
funcién exponencial
natural.

xiii. Proponga al
estudiante el trazo
de la curva
asociada a la
funcién exponencial
natural,
considerando que
2<e<3.

Xiv. Guie  al
estudiante para que
descubra (o en su
caso recuerde) que
en

f(x)=Da*+k

el pardmetro D
involucra una
translacion
horizontal de la
curva asociada a

f(x)=a* (es
decir, que
f(x)=Da*+k

puede escribirse en
la forma
f(x)=a*") 1k

denomina base natural o neperiana.

b. La funcion f (x )=e*, tal que:

dom( f)=(-o,+o) e img(f)=(0,+x), se
exponencial natural.

denomina  funcién

ACTIVIDAD lil.4 (CARACTERISTICAS DE f (x )=e*)
Puesto que 2<e<3, la curva asociada a la funcién exponencial natural
f(x)=e*, se muestraen la figura Ill.4.

y

A A

f(x)=¢

\ 4

FIGURA 1.4

ACTIVIDAD IIl.5 (CARACTERISTICASDE f ( x )=e*)

Puesto que f (x )=e* es un caso especial de la funcion f ( x )=a* su curva
asociada satisface las condiciones:
i. Interseca al eje de las ordenadas (eje y) enelpunto I, (0,1).

ii. Tiene como asintota horizontal al eje x .
iii. Es creciente y sus rectas tangentes se encuentran por debajo de ella.

iv. Es suave y continua.
JAY

Utilizando la curva asociada a la funcion exponencial (de regla de
correspondencia f (x)=a*) es posible trazar la curva asociada a la funcion

f(x)=a*" 1k (o
equivalentemente, de regla de correspondencia de la funcion f (x )=Da* +k).

exponencial de regla de correspondencia

OBSERVACION

i. La curva asociada a f(x)=al*"), se genera desplazando horizontalmente
h unidades la curva asociada a f(x)=a* (a la derecha del eje y si h es
positiva, a la izquierda del eje y si h es negativa).

ii. La curva asociada a f(x)=al*") 4k, se construye desplazando
verticalmente k unidades la curva asociadaa f (x )=a*™") (hacia arriba si k
es positiva y hacia abajo si k es negativa). Ahora analicemos el papel que
desempefia una constante D de la funcion g ( x )=Da* en el trazo de la curva
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asociada a una funcion exponencial. Sien g (x )=a*", aplicamos las leyes de | 6. Recuerde al
estudiante las

los exponentes obtenemos g (x )=a*"=a*a™"

, regla de correspondencia que
puede escribirse como f (x )=a*" = Da*, siempre que D=a™", por tanto, el
factor constante D en g (x )=a*™" =Da* se relaciona con un desplazamiento
horizontal de la curva correspondiente f (x )=a*. Asi, la curva asociada a
g(x)=Da* se obtiene desplazando horizontalmente la curva asociada a

f (x)=a* untotalde D=a™" unidades.

ACTIVIDAD IIl.6 (TRAZO DE CURVAS EXPONENCIALES)

1

a. La curva asociada a f(x)=3—53x =3“"°, vea la figura Ill.5, se obtuvo

desplazando horizontalmente 5 unidades a la derecha la curva asociada a la
funciona f (x)=3* (curva punteada en la figura Il.5). También
dom( f )=(—co,+o0) € img( f )=(0,+0).

Ya f(x)= 30
A
|
|
15 I
I
[1x) =3
/
5 /I
|/
4 0 4 6 X
FIGURA IIL.5

b. La curva asociada a f (x )=%eX ~2=¢"1-2 (curva continua de la figura

111.6) se generd desplazando horizontalmente 1 unidad a la derechay 2 unidades
verticalmente hacia abajo, la curva de f (x)=e* (curva punteada en la figura
111.6). También dom( f )=(—oo,+o0 ) e img( f )=(-2,+x).

yAf(x):ex
A
|
|
15 I
I
1
|
II
5 f(x)=e -2
// (x)=e
e >
-4 . __—/ 4 'X
FIGURA 1Il.6

c. Lacurva asociada a f(x)= 3%3* +4=3"7 14 (vea la figura lIl.7) se obtuvo

del desplazamiento horizontal de 7 unidades a la derecha la curva asociada a

propiedades de las
potencias (de
forma mas general,
las propiedades de
los exponentes).

7. Hasta el

momento no
hemos tratado los
aprendizajes
necesarios  para
determinar la
magnitud del
desplazamiento

sefialado, es decir,
obtener el valor de
h en la ecuacion

D=a" (en la
siguiente  seccién
veremos como
resolver esta
problematica, por
lo que en las lineas
siguientes solo
trataremos  casos
especificos).
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f (x)=3" y a continuacion cuatro unidades verticalmente hacia arriba la curva

antes obtenida. Las proyecciones de la curva asociada a f (x )=3*" +4 sobre
los ejes coordenados son: dom( f )=(—co,+ ) e img( f )=(4,+).

y
20

A

10

FIGURA 1I1.7

x—4
d. La curva asociada a la funcion f(x)=e*e™ —3:( 3] -3 (curva
e
continua en la figura Ill.8) se obtuvo desplazando horizontalmente 4 unidades a
la derecha y luego 3 unidades verticalmente hacia abajo la curva asociada a

X

f(x):e’xz[lj respecto al eje de las ordenadas, que se obtiene
€

efectuando una reflexion de la curva asociada a f(x)=e* . También
dom(f ):(—oo,+oo)e img( f ):(—3,+oo)_
YA
t 20
1
1
1
‘ 1 X-4
‘\ 10 f(x):(g) -3
f(x)=C \
\\
o I
-4 0 4
FIGURA 1.8
VA

Funciones exponenciales con bases diferentes estan relacionadas, es decir, es
posible transformar la base de una de ellas en términos de la ofra.

Supongamos que las funciones exponenciales f (x )=a* y g(x)=b™" son

iguales, entonces, se cumple a*=b™, o equivalentemente a* :(b’” )X, por
tanto; a=b™. Asi, una funcién exponencial puede escribirse en la base que se
desee (siempre que ésta base sea no negativa), sin embargo, este proceso
requiere resolver, para m, la ecuacion a=b™ (que resulta de igualar
f(x)=a* con f(x)=b™). Por el momento solo efectuaremos cambios de

base para ciertos casos, sin embargo, posteriormente generalizaremos los
métodos involucrados en el proceso de “cambio de base”.

8. Hasta el
momento no
contamos con los
elementos tedricos
para transformar la
base de una
funcion
exponencial
especifica (sélo lo
podemos hacer en
casos especificos),
esta problematica
la trataremos
posteriormente.
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XV. Guie al
estudiante en el
cambio de base
inmediatos en
funciones
exponenciales.

xvi. Una primera
aplicacién en la que

intervienen las
funciones
exponenciales en la
resolucion de
ecuaciones,
proponga al
estudiante la

solucion de algunas
de ellas.

ACTIVIDAD IIl.7 (CAMBIOS DE BASE INMEDIATOS)

a. Para rescribir f ( x )=8" con base dos, es decir, en la forma  f ( x )=2"*,
se cumple 8=2"; por tanto, m=3 (puesto que 2% =8) y como consecuencia
f(x)=2%.

b. Para rescribir f ( x )=9* con base tres, es decir, en la forma f ( x )=3"",
9=3", (puesto que 3%=9); por tanto,

se debe cumplir asi, m=2

f(x)=9"=3%,

m
c. Para rescribir f (x )=2* en base % se debe cumplir 2 = (%j ; por tanto,

m=-1y f(x):(ljx.

2

d.Lafuncion f (x )=2* enbase 4, puesto que f (x )=2% :(ﬁj =47

RESOLUCION DE ECUACIONES CON INCOGNITA EN EL EXPONENTE

La relacion a* =m, en la que x es la incdgnita (se interpreta como: ;a qué
exponente x debe elevarse el nimero a para obtener el nimero m ?, y se
denomina “ecuacién exponencial’. Resolver una ecuaciéon exponencial significa
determinar el valor de x (si es que existe) en a* =m (este tipo de ecuaciones
fundamenta la necesidad de definir una nueva familia de funciones, las funciones
logaritmicas, que trataremos en la préxima seccion).

ACTIVIDAD lII.8 (SOLUCION DE ECUACIONES EXPONENCIALES)

a. La solucion de ecuacion 2** =16 es x=5, puesto que 2°* =2* =16.

b. Para resolver 3(4 )*** =192 observe que 42** =64 0 4°**' =4%; por tanto,
2x+1=3y x=1 (los exponentes son iguales, dado que las bases son iguales).

4-x 4-x
c. Para resolver la ecuacion 2[ c j =50, notemos que ( : j =25, por las

leyes de los exponentes obtenemos 5**=25 o 5“*=5%, de donde,

X=4=2,y x=6.
d. La ecuacion 162 =32"? es equivalente a la ecuacion (2* % =(2° |2,
por tanto 2#*® =251° de donde, 4x—8=5x+10, asi x=-18.

., 2 1 )
e. La ecuacion 2% 4 = g es equivalente a 2"+ =23 entonces x* +4x=-3,

luego x? +4x+3=0, asi, las soluciones son x, =3y x, =—1.

2
f. La ecuacion 643 =16%* es equivalente a la (43 )8 g :(42 )SM,

entonces 4% —4%% por tanto; 3x2+6x—16=0, y X, = % y
-6-4/228
.
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xvii. Establezca la
equivalencia de las
funciones:
f(x)=a" con
a>1 'y k>0 vy
f(x)=a" con
O<a<ly k<0.

Xviii. Defina
modelos de
crecimiento y
decaimiento
exponencial.

xix. Proponga al
alumno que
identique las
caracteristicas de
las funciones
exponenciales
crecientes y de las
funciones
exponenciales
decrecientes.

XX. Proponga
actividades
diversas
relacionadas  con
aplicaciones de las
funciones
exponenciales.

Ahora revisaremos el papel que desempefia el signo del parametro k en la
funcion f (x)=a™, suponiendo que a>1?, asi como algunas de las
aplicaciones de las funciones exponenciales.

Antes mencionamos que la curva asociada a la funcion f (x )=a* con a>1y
k >0 es creciente sobre todo su dominio, y que es decreciente si a<1, vea la
figura II1.9.
a a
f(x)=Da*
a>1

f(x)=Da"
a>1

(—/D D&)
0 > 0 "X

FIGURA 1I1.9

Si cierta situacion o problema se modela mediante la funcion f (x )=a* con

a>1 y k>0, se dice que corresponde a un problema de crecimiento
exponencial, similarmente, cuando alguna situacién tiene como modelo la funcién

f(x)=a", con a>1 y k<0, pertenece a un problema de decaimiento
exponencial.

DEFINICION 111.3 (CRECIMIENTO Y DECAIMIENTO EXPONENCIAL)
Cualquier problema cuyo modelo sea la funcion f ( x )= Da** (con a>1)y:

a. Si k>0, corresponde a un problema de crecimiento exponencial.
b. Si k<0, corresponde a un problema de decaimiento exponencial.
c. El coeficiente D= f (0) se denomina cantidad o valor inicial.

ACTIVIDAD II.9 (IDENTIFICACION DE FUNCIONES EXPONENCIALES)

a. La funcion f(t)=12(2 ), es un modelo de crecimiento exponencial, tiene
cantidad inicial D=12.

b. Lafuncion f(t)=8(3)2 esunmodelo de decaimiento exponencial (puesto

que k= —% ) y tiene cantidad inicial D=8.

y 1, - ,
c. La funcion f (t ):g(4)§t es un modelo de crecimiento exponencial, la

1 " . I 1
constante k = 3 es positiva, su cantidad o valor inicial es D = 5

ACTIVIDAD 1I.10 (CRECIMIENTOS)
a. CRECIMIENTO DE BACTERIAS
Supongamos que el nimero de bacterias en un cultivo se obtiene con el modelo

f(t)=D2"", donde t representa el nimero de horas. Si se sabe que al

1 .
transcurrir 4 horas, el cultivo tiene 8/2D=28D bacterias:

9. El concepto de
funcién  creciente
(o decreciente) no
ha sido tratado
antes, refiérase a
él intuitivamente.
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1
i. Para determinar k , notemos que en t=4 horas existen 28 D bacterias y
1 1
ademas que f(4)=(D)2**, entonces (D )2** =28(D ), asi, 28 =2%;
por tanto, E:4k 0 k :i.
8 32
ii. Por consiguiente, si sustituimos k:% en la funcion f(t):D(zk")

obtenemos f(t )= %( 2 )z

b. CRECIMIENTO DE UNA POBLACION
En 1980 la India tenia 651 millones. La poblacién ha estado creciendo a una
tasa fija de 2% anual. La poblacion de la India N(t ), t afios mas tarde puede

aproximarse por la funcion N (t)=651e°%. Suponga que la tasa de

crecimiento es continua. La poblacion de la India N (t )=651e"%* t=30 afios
después es N (30 )=651e%%%=651e"% =1186, aproximadamente 1186

millones. Note que el nimero de pobladores es una variable discreta, sin embargo

ha sido descrita utilizando un modelo continuo.
VA

ACTIVIDAD Ill.11 (DEPRECIACION DE UN AUTOMOVIL)

El precio actual de un automévil es $150000. El automévil se deprecia 12%
durante cada uno de los 5 primeros afios de uso, entonces al primer afio su valor
es $150000(0.88) pesos, , al segundo afio tendrda un valor de

$150000( 0.88 ) 0.88 )=$150000( 0.88 )’ pesos. Asi, la funcion que describe el
valor del automévil en el afio n es V (t )=150,000(0.88 )' pesos. En t=5

afos, suvalores V (5)=150,000(0.88 )°=79160 pesos.
A

ACTIVIDAD Il1.12 (DECAIMIENTO RADIACTIVO)

La vida media de una sustancia radiactiva, se define como el tiempo que
transcurre en desintegrarse la mitad de la sustancia como resultado de su
decaimiento. La funcion, en términos del tiempo t , para calcular la vida media de

t

una sustancia radiactiva es Q(t )=Qo( % jh, donde Q es la cantidad de
sustancia radiactiva existente en el tiempo t, Q, es su cantidad inicial y h
representa la vida media.

Si el Bario 140 tiene una vida media de 13 dias, e inicialmente se cuenta con
500 miligramos:

i. Calculemos la cantidad, en miligramos, de Bario una vez que han transcurrido
26 dias. Inicialmente, la cantidad en miligramos de Bario es Q, =500, la vida

media del Bario es h=13. A los t=26 dias,
26

2
Q(26):500(%]§=500£ %j =125, es decir, quedan 125 miligramos de

Bario.
ii. Para determinar la cantidad, en miligramos, de Bario después de 100 dias se
toma en cuenta que: inicialmente Q, =500, que la vida media del Bario es de

10. La cantidad de
bacterias es
discreta, iqué
opina sobre el
modelo  continuo
utilizado en su
modelacion?
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100
h=13 dias y que t=100, por consiguiente Q (100 ):500( %jﬁz 2.4, es
decir, después de 100 dias quedan 2.4 miligramos de Bario.

A}

ACTIVIDAD II1.13 (INTERES COMPUESTO)
El monto final de una inversion se calcula con la funcion S(n)=P(1+r)", P
es el capital inicial, r es latasa de inversiény n el nimero de periodos.
a. Para calcular el monto acumulado por un principal de $7 500 durante 8 afios
al 8% de interés, capitalizado semestralmente, debemos tener en cuenta que el
numero de semestres (periodos) en 8 afios es 16, por tanto,
16

S=7 500( 1+¥) ~14,047 pesos.
b. Para determinar el monto final acumulado por $12000, durante 10 afios al
10% capitalizado trimestralmente, se toma en cuenta que el nimero de trimestres

40
en 10 afos es 40, por tanto, S =12,000( 1+0'4£j ~ 26496 pesos.

TAY

ACTIVIDAD lil.14 (ENFRIAMIENTO)
Cuando la diferencia entre la temperatura de un cuerpo (que se encuentra a una
temperatura inicial T,) y la temperatura del medio que lo contiene (que tiene

temperatura fija T,, mayor a T,) no es demasiado grande, la rapidez con que el

cuerpo se enfria (cambia su temperatura), es proporcional a la diferencia de la
temperatura del cuerpo y la temperatura del medio ambiente. La solucion del

modelo correspondiente conduce a la funcion T (t )=T,, +(T, T, Je ™' conla
condicion t>0.

CUERPO
(T )

MEDIO (T.)

FIGURAIL.10

———____ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propésito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.
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1. El nmero de bacterias, en un cultivo se reproduce en forma exponencial y esta dado por la funcion f (t)=600(3)", enla
que t representa el tiempo transcurrido en horas, después de las 7:00 en que se hizo la primera observacion. De acuerdo con
lo anterior complete la tabla y trace el la curva asociada que corresponde.

t 01|23 ]|4]5
Numero de bacterias

2. Si un principal P se invierte al 6% anual, el monto alcanzado después de x afios se calcula utilizando la funcion
S=P(1.06 )", en donde S es el capital final y t el tiempo transcurrido (en afos). Si el principal P inicial es $1000,

complete la tabla y dibuje la curva correspondiente.
t 01|23 |4|5]|6|7]8
S

3. Un medicamento se elimina mediante la orina, su dosis inicial es 50 miligramos. Si t representa el nimero de horas
transcurridas después de la ingestion del medicamento. La cantidad de medicamento presente en el cuerpo se obtiene mediante
la funcion f (t )=50(0.9 )". Complete la tabla y dibuje la grafica correspondiente.

t 0O(1]|2|4|6|8]|10]|15 |18
D

4. En una reserva ecoldgica se introducen 50 zanganos, mismos que se reproducen exponencialmente de acuerdo a la funcién
f(t)=50(1.2)", donde t es el nimero de afios transcurridos desde que se inicia la actividad. Determine el nimero de

zanganos que habra después de 3, 5 y 10 afios. Represente el crecimiento de la poblacién por medio de una tabla y luego
graficamente.

5. De una lamina cuadrada de longitud de lado 1, se cortaran tantos cuadrilateros como se desee, suponga que la base del
cuadrilatero que se corta tiene base igual a la mitad del cuadrilatero previo. Determine la funcién que describe el area del
cuadrilatero n .

6. Con un segmento de recta de longitud | se efectlia el siguiente proceso: Se divide en tres segmentos congruentes, se
elimina la parte central, y se remplaza la parte central eliminada con dos segmentos de recta congruentes de forma que dos
extremos coincidan y los otros dos extremos coincidan con los extremos (internos) de los segmentos no eliminados. Determine
la funcion que describe el perimetro después que el proceso se ha efectuado n veces.

7. Una poblacién de 5000 insectos crece a una razén de 1% diario.

a. Determine el modelo que describe el nimero de insectos después de t dias.
b. Determine el nimero de insectos a los 10 dias (redondee su resultado al entero mas cercano).

8. Una poblacién de microbios se duplica cada minuto, determine la funcion que describe la cantidad de microbios después de
n minutos.

9. Una méaquina ocupa una cantidad especifica de materia, de forma que la materia se reduce a la cuarta parte cada hora,
determine la funcién que describe la cantidad de materia disponible después de n horas.

10. El precio inicial de una maquina para cosechar trigo es $ 650000 . Si esta maquina se deprecia 6 % anualmente.
a. Obtenga una expresion para calcular el precio de la maquina después de x afios.

b. Elabore una tabla de precios para los primeros 10 afios de uso de la maquina.

c. Represente graficamente el proceso de devaluacién de la maquina.

11. De un elemento radiactivo quedan Q gramos después de t dias, suponga que Q =20e >
a. ; Cuél es la cantidad inicial del elemento radiactivo?

b. ; Cuantos gramos quedan del elemento a los 15 dias?

¢. ; Cuantos dias deben transcurrir para que quede la mitad del elemento radiactivo?
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12. Una cierta sustancia radiactiva se redujo a la mitad en 10 afios. 4 Cuanto tiempo debe transcurrir para que solo quede el 10
por ciento de un gramo?

13. ¢ Cudles de las siguientes relaciones representan funciones exponenciales definidas sobre los nimeros reales? Justifique su
respuesta.

a. f(x)=8". b.g(x)=(-2)". c. k(x)=(2)™". d m(x)=(32)
e. h(x)=67". foj(x)=(-2)". g.n(x)=(-4)>. h. p(x)=-47.

14. Rescriba las funciones de forma que el exponente sea positivo. Trace la curva correspondiente, determine el dominio y el
rango (recorrido).

a f(x)=(32)". b. g(x)=097". c. h(x)=47". d.i(x)=6(100)".
e.b(x)=097. f.c(x)=(04)". g-d(x)=(2]" h.oe(x)=(2)".
ik(x)=-3(9)* . f(x)=()"

15. Determine el dominio, el conjunto imagen y trace la curva asociada.

a f(x)=23(3)°+4. b. g(x)=-4%-18. c. f(x)=-2(3)*"-5. d. m(x)=5(6 )" +40.

e.f(x):—%(3)x’2+24. f.og(x)=-2(3)" 1. g h(x)=2(3)F-2. h. a(x)=-5(8 )" +4.

16. Determine el dominio, el conjunto imagen y trace la curva.

a. g(x)=2e"%-1. b. h(x)=%ex’1+7. c.i(x)=-6e"-31. d j(x)="e*" 415,

e. s(x)=8e*+5. f.t(x)=2e""+2. g. v(x)=-e"+5. h. w(x)=—4e 2
17. ;Como obtendria la curva asociadaa f (x )=a* a partir de la curva asociadaa f (x )=a*? Explique.

18. Describa cdmo obtener la curva asociada a g utilizando la curva de f .
a. f(x)=2% g(x)=2"2+1. b. f(X):BX,g(x):%.g”l_,_]_. c. f(x)=4% g(x)=-4*2-2.
d. f(x)=10", g(x)=7-10""+4. e f(x)=e*, g(x)=3""-2.

19. Determine la regla de correspondencia de la funcién exponencial que satisface las condiciones:
a. Interseque al eje de las ordenadas en Iy( 0,% ) tenga como asintota horizontal a la recta de ecuaciéon y =0 y contenga al

punto p(2,8).

b. Interseque al eje de las ordenadas en Iy( 0, 5), tenga como asintota horizontal a la recta de ecuacion y =1 y contenga al
punto p(1,13).

c. Tiene como asintota horizontal la recta de ecuacion y =3 y contiene a los puntos 1,(0,6)y J(1,12),

20. Determine la (‘mejor”) regla de correspondencia para la curva exponencial de la figura.

a. b. c. d.
y
y“ Ya Ya 0“ 2
] __ X
75
18
1
_ 100
7
2 3
sl __ 8 2
3 1 2= 7N\
& 1 > ] 2, ——— o
0 2 X 0 1 2 X 0 1 X

21. Determine los pares de funciones exponenciales, que tienen asociada la misma curva.
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a. f(x)=3""*, g(x)=3>+4y h(x)=9"2. b. f(x)=42, g(x)=2(2%2 )y h(x)=2%".
22. Resuelva:
a. 33 =g1. b. 4*3 —64**3 . c. 31 =243, d. 22— 1 e. 4Tx —pgxt

g "

f. 221 =g. g. 27 =1, h. 414272 =320, i, 2142 4251 =28,

23. Identifique si la funcién es una funcién de crecimiento o una funcién de decaimiento exponencial y determine: el valor inicial,
y la constante de crecimiento o decrecimiento.

a f(x)=3.2". b. g(x)=1-097". ¢ h(x)=5-42 d.oa(x)=4(2)"

e. g(x)=1(2)™. fof(x)=32). g m(x)=6(2)" h f(x)=2(14)".

24. Determine la regla de correspondencia de la funcién exponencial que satisface las condiciones indicadas.
a. Valor inicial 3, constante de decrecimiento 3 y base 0.2.

b. Valor inicial % constante de crecimiento 0.2 y base 3.
c. Valor inicial 6, constante de crecimiento 4 y base 7.

d. Valor inicial % , constante de decrecimiento y base 0.5.

25. Si dentro de t afios la poblacion de cierta region sera de p(t )=50e%%" millones.

a. ;,Cual es la poblacién actual?
b. ;Cual sera la poblacién dentro de 20 afios?

26. En 1985 el gobierno del Estado de Chihuahua implementé un programa para la proteccién del borrego cimarroén, con el cual

se pretendi incrementar la poblacion de estos animales de acuerdo a la funcion N (t)=200(1.3)". Donde N(t) es el

numero de borregos cimarrones después de t afios. En 1985 habia 200 borregos cimarrrones. Estime el nimero de borregos
cimarrones en el afio:
a. 2000. b. 2010. c. 2013. d. 2017. e. 2022.

27. Se estima que la poblacién de un pais ha crecido exponencialmente. Si en este pais habia una poblacion de 60 millones en
el afio 2000 y de 90 millones en el afio 2010, ¢ cuél sera la poblacion en el afio 2015 ?

28. El nimero de hamburguesas vendidas por una cadena de comida rapida crecié exponencialmente. Si se vendieron 4
millones en 2008 y 9 millones en 2014, ;cuantas hamburguesas se vendieron en 2010 ?

29. Suponga que el crecimiento de cierta clase de bacterias sigue una ley exponencial y que el nimero de bacterias t horas
después de las 7:00 horas esta dado por la funcion n (t )=600(3)z".

a. Calcule el nimero de bacterias alas 8:00 A M., alas 10:00 A M. yalas 12:00 A M.

b. Trace la curva asociada desde t =0 hasta t=5.

30. En 1975 la poblacién mundial era alrededor de 4000 millones de personas y esta poblacion aumentaba alrededor del 2%
anual. Suponga que el incremento de la poblacion obedece a la funcion P (t )=4(1.02)", enlaque P representa el nimero

de personas en miles de millones y t los afios después de 1975.
a. ; Cuél sera la poblacion en los afios 2024 y 2050 ?
b. Investigue la poblacién actual del planeta y compare ese dato con el obtenido en el problema.

31. El is6topo radiactivo #°Bi tiene una vida media de 5 dias. Si existen 100 miligramos de esta sustancia en el instante
t=0, entonces la cantidad restante de 2°Bi en el instante t esta dado por la funcion f (t )=100( 2 )’%‘.
a. ¢ Qué cantidad de #°Bi resta después de 5 dias?
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b. ;Después de 10 dias?
c. ;Después de 20.5 dias?
d. Trace la gréficade f desde t=0 hasta t=30.

32. Una sustancia radioactiva tiene una vida media de 90 minutos.
a. ¢ Qué parte de la cantidad inicial de sustancia quedara después de 2 horas?
b. ;Después de 3 horas?

33. Si 25 gramos de azlcar se afiaden a cierta cantidad de agua, la cantidad de azicar Q(t ) que no se disuelve después de
t minutos se calcula con la funcion Q(t )=25(0.8)". Trace una grafica que muestre Q(t ) en cualquier momento desde
t=0 hasta t=30.

34. Suponga que el porcentaje de inflacion es de 9% anual y que la relacion P(t )=P,(1.09 )" proporciona el precio de un
articulo que actualmente cuesta P, después de t afios. Calcule el precio esperado para cada uno de los articulos indicados

después del periodo sefialado.
a. Un kilogramo con costo de café de $65.00 después de 3 afios.

b. Una lata de chiles con costo de $7.50 alos 5 afios.
¢. Un frasco de mermelada de $20.50 alos 10 afios.

d. Un comedor con costo de $75000.00 en 2 afios.

e. Un motor con costo de $6300.00 después de 6 afios.



] LA FUNCION
SEﬁf'ZON LOGARITMO

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

: CONTENIDOS
SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS

Apr.6 Verificara mediante gréficas o tablas que la [ La funcién logaritmo como
funcion logaritmica es la funcion inversa de la |inversa de la  funcién
exponencial. Expresa verbalmente las relaciones: | exponencial.

L2 | v(x)-2 = x(y)=log.y. Definicion, grafica, dominio y
Apr.7 Graficara funciones logaritmicas e identificara su | rango. .
dominio y rango. Situaciones que involucren

variacion de tipo logaritmico.

CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
i. Funcion invertible, funcion inversa.

ii. Funcién logaritmica.

iii. Base, base natural (el nimero e ) .

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se invierten 4 horas para el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS
El alumno debe utilizar y manejar los procesos de:
i. Trazo de la curva asociada a una funcién a partir de la curva asociada a la funcién inversa.

DESARROLLO
Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos problematicos y
propuestas de solucion.
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
i. Proponga al | | 5 gcuacion a* =Yy, , con incognita X , se interpreta: “el exponente al que debe | 1- L@ base de
estudiante que a* =y, no puede

obtenga la solucién
de ecuacines de la

a“=y,.
Interprete a* =y,

en términos de la
base y el numero

Yo

forma

ii. Generalice las
observaciones de
la actividad 1l.15 y
haga ver que existe
una notacion
especifica en
relacion a la lectura
anterior.

iii. Proponga al
alumno actividades
para que transite

entre las formas
y=a’ y
x=log,y.

elevarse el nimero a para obtener el nimero y, ". Al relacionar este hecho con

las funciones, parte de nuestro prop6sito consiste en construir una funcion que
“opere en forma inversa a la funcién exponencial’, es decir, construir una funcion
cuyo conjunto imagen esté constituido por los exponentes a los que se debe
elevar la base para obtener niumeros especificos, revisemos la actividad //1.15.

ACTIVIDAD 11116 (DETERMINACION DE EXPONENTES)

a. Si 3% =1, entonces “ y, =0 es el nimero al que se debe elevar el nimero 3
para obtener 1, luego 0 pertenece al conjunto imagen de la funcién.

b. Si 3% =9, entonces y, =2 es el nimero al que se debe elevar el nimero 3
para obtener 9, luego 2 pertenece al conjunto imagen de la funcién.

c. Si 3% =81, entonces y, =4 es el numero al que se debe elevar el nimero 3
para obtener 81, luego 4 pertenece al conjunto imagen de la funcion.

d. Si 3% =1, entonces y, =-2 es el nimero al que se debe elevar el nimero 3
para obtener ¥, luego —2 pertenece al conjunto imagen de la funcion.

e. Si 3% =x,, entonces vy, es el nimero que se obtiene al elevar el nimero 3

para obtener x,, luego x, pertenece al conjunto imagen de la funcién.
A}

A continuacién generalizamos las observaciones de la actividad //l.15.

Si a® =y, , entonces x, es el nimero al que ha de “elevarse” la base “a " para
“obtener” el numero y, . La notacion formal que utilizaremos para referirnos a este
hecho es log, Y, = Xy ; por tanto, la expresion log,y, =X, es equivalente a
a® =y,. En el contexto de las funciones, y (x)=a* es equivalente a

x=log,y(x).Asi y=a* < x=log,y.

ACTIVIDAD 11116 (TRANSITO ENTRE LAS FORMAS y=a* y x=log,y)

a. Si 3"=81, entonces 4=log,81 y viceversa, si log,81=4, entonces
3* =81.

b. Si 5% =125, entonces 3=log125 y viceversa, si logs125=3, entonces

5% =125.

. 1 1 . . 1
c. Si 102=_"_, entonces —2=log,, — viceversa, si log,y —=-2,
100 910799 ¥ 910 700

entonces 102 = -
100

d. La expresion 4% =64 en forma “logaritmica es log,64=3.
e. La expresion 62 =36 en forma “logaritmica es logs36=2.

f. La expresion 107° = 1 en forma “logaritmica es log,, =—
1000 1000

VA

La construccion de la “funcién logaritmo” requiere del estudio y conocimiento de
“funcion inversa”.

ser negativa,
insista en esto.

2. La base en

a*=y, resulta

irrelevante cuando
€s uno, insista en
esto.

3. El transito entre
las formas y=a”*
y x=log,y es
complicado para el
estudiante cuando
la base es un
ndmero  racional.
Insista en el uso de
las propiedades de
los exponentes.
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

iv. Introduzca los
conceptos de
funcién invertible y
de funcion inversa,
utilice figuras
adecuadas.

v. Considere la
relacion  existente
entre los puntos de
las curvas de dos
funciones inversas
relativas y trace la
curva asociada a la
funcién inversa
considerando que
conoce la curva
asociada a la
funcion.

Para indicar que la funcion f tiene como dominio el conjunto dom( f ) y conjuno
imagen (rango o recorrido) el conjunto img( f ), se utiliza la notacion

f :dom( f )—img( f ). Bajo ciertas condiciones es posible construir una nueva
funcion (a partir de f ) intercambiando los conjuntos dom( f ) e img( f ), ésta
nueva funcion se representa por f ~* y se denomina “funcion inversa de f ”, vea
la figura I1l.11.

f conjunto

dominio |magen de
de f
conjunto dominio
|magen de de -1
f- -1
f
FIGURA 11111

Asi, cuando sea posible construir la funcion f~* a partir de la funcion f
mediante el proceso antes descrito, diremos que f es invertible y su inversa es

f 1, yviceversa, que f " esinvertible y suinversaes f .

f :dom(f) — img (f) ff:limg(f) —> dom (f)

FIGURA 1i1.12

DEFINICION 1.4 (FUNCION INVERSA)
a.Si f y g son funciones tales que:

f(g(x))=x paratoda x en el dominiode g y g( f(x))=x paratoda x
en el dominio de f , entonces se denominan invertibles.

b. La funcion g es la inversa de la funcion f y se representa por f *.
c.Lafuncion f es lainversa de la funcion g v se representa por g

Con la curva asociada a la funcién f (bajo la suposicidn de que es invertible), se
puede trazar la curva asociada a f *. Siel punto (a,b ) pertenece a la curva
asociadaa f , entonces el punto (b , a ) pertenece a la curva asociadaa f .
Tal como lo muestra la figura /ll.13, el punto (b, a ) es la “reflexion” del punto
(a,b ) respecto a la linea recta de ecuacion i ( x )=x. Generalizando esta
observacion, se sigue que la curva asociada a la funcion f~ es el reflejo de la
curvade f respecto a la recta de ecuacion i (x )= x . Reciprocamente, la curva

asociada a la funcion f es el reflejo de la curva asociada a f ~ respecto a la

linea recta asociada a i (x )=x.

4. Trate de manera
grafica e intuitiva el
concepto de
funcién inversa, en
este momento, los
alumnos no tienen
los elementos
tedricos para hacer
un estudio formal

de la  funcién
inversa.
5. El uso de
esquemas puede
facilitar la
compresion  del
concepto de
funciones
invertibles.

6. Debe tener en
cuenta que, en el

proceso de
inversion de
funciones

intervienen dos

funciones, y que, la
funcion inversa
asociada a una
funcion es unica.
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo soluciones
sugerencias
7. Con un compas
N H(x)=x Y 4 puede efectuar
facilmente los
trazos necesarios
(b.a) para el trazo de la
al & a curva de la funcion
* inversa a partir de
K b la curva de la
b e(ab) / funcion original.
b a T X 7

vi. Haga notar al
estudiante, que la
funcién exponencial
satisface las
condiciones de las
funciones
invertibles, y que
por tanto, tiene
inversa, defina la
funcién inversa que
le corresponde.

FIGURA 1I1.13

No todas las funciones son invertibles, para que una funcion (continua) lo sea, es
necesario que sobre su dominio, sea estrictamente creciente (esto significa que: si
incrementamos el valor de las asignaciones a la variable independiente, entonces,
se incrementan las imagenes correspondientes) o sea estrictamente decreciente
(es decir, si incrementamos el valor de las asignaciones a la variable
independiente, entonces, disminuyen los valores de las imagenes
correspondientes).

En particular, la funcion y ( x )=a* (siempre que a>1y a=1), es creciente (0
decreciente en caso de que 0<a<1), en consecuencia, es invertible.

DEFINICION 115 (FUNCION LOGARITMO DE BASE a)

a.Sean: x>0, a>0y a1 ,entonces f(x )=log,x siysdlosi x=a'(*).
b. La funcion f (x )=log,x se denomina funcion logaritmo con base a .

c. f(x)=log,x se lee “logaritmo base a de x”y es la funcion inversa de

f(x)=a*.

La figura Ill.14 ilustra la relacion entre las funciones f(x )=log,x Y
f(x)=a*.

f(x) =a*
conjunto
dominio |magen
conjunto dominio
imagen f(x) = log x
FIGURA IIl.14

ACTIVIDAD 11117 (FUNCIONES EXPONENCIALES E INVERSAS)
a. Si f(x)=2*, entonces f~*(x)=log,x, dom (log,x)=(0,+) €
img(log,x )= (o0, +o0).

b. Si f(x)_(éy,entonces f2(x)= ]—(0,4‘00)6

log,x, dom [Iogzx

5 5
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

vii. Propponga al
estudiante que
construya una tabla
en la que compare
las propiedades de
las de las funciones

f(x)=log,x y
g(x)=a*.

viii. Proponga al
estudiante el trazo
de las curvas
asociadas a
diversas funciones
logaritmicas
utilizando el hecho
de que son
inversas de
funciones
exponenciales
especificas.

img{logzx}:(—fﬁ,+00).
c. Si f(x)

x )=e*, entonces f*(x)=log,x, dom (log,x)=(0,+) e
img (log,x )

a—
VA

Las funciones f(x )=log,x y g(x)=a* son inversas entre si; por tanto, las
propiedades mostradas en la fabla /ll.7 estan justificadas por las propiedades de
la funcion g ( x )=a*, que tratamos en la seccion anterior.

FUNCION g(x)=a f(x)=log,x
Dominio (=00, +o0) (0, +)
Conjunto imagen (o rango) (0, +) (-0, +0)
Asintotas el eje x eleje y
036 coorenados h(0.1) K(1.0)
Creciente a>1 a>1
Decreciente O<axl O<a<l
Curva asociada suave y continua suave y continua

TABLA IIL.7

Las propiedades de la funcion g (x )=a* presentes en la tabla /.7 y el hecho
de ser la inversa de la funcion f (x )=log,x , garantizan que el comportamiento
de la curva asociada a éta ultima es como lo muestra la figura Iil.15.

Ya L 9(x)=ax Ya
7 i(x)=x//4
4 //
7 = 4
// i(x)=x g(x)=a" //
1 /// \\
‘// > 4 » x
71 /1 "X ’ 1
A7 .
F(x)=log x f(x) = log, x

FIGURA 1I1.15

ACTIVIDAD 1118 (TRAZO DE GRAFICAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS)
a. Para trazar la curva asociada a f (x )=log,x reflejamos la curva asociada a

g(x)=2" respecto a la linea recta de ecuacion i( x )=x, como lo muestra la
figura lll. 16.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

ix. Proponga al
estudiante el trazo
de la curva
asociada de una
funcion logaritmica
a partir de la curva
asociada a su
funcién inversa.

y y —ox
4 Lo(0)=2" 4 ?g_(X)—Z
Poi(x)=x ioi(x)=x
¢ ” $ 7
:- // .. //
R4 RS
s LA
Ry e
a1/ -
7 > x =7~ » X
7 I/a. ®
¢ .
y
A
f(x)= Iogzx
/i
0 { mX

FIGURA 1Il.16

b. Para trazar la curva asociadaa f ( x )=log, x reflejamos la curva asociada a

2

g(x)=27" respecto a la linea recta asociada a i( x )=x, vea la figura Ill.17.

y y
A -X A -X
g(x)=2 g(x)=2
A i(x)=x A e. i(x)=x
H kd H kA
// /
7%
W S
// R LTI ‘._) L ] .:..)
7 ’x " ’x
YA
i(x)=x
f(x)=log x
12
> >
~— " X 0 —~— X
FIGURA 1Il.17

Las dos funciones logaritmicas, que presentan mayor utilidad en matematicas son
las de base e y base 10, por lo que reciben un nombre especial.
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Observaciones -
. . _ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo soluciones
sugerencias
x. No olvide | DEFINICION .6 (FUNCION LOGARITMO NATURAL Y FUNCION
referirse  a las | LOGARITMO)
funciones a. Si a=e, entonces la funcion f(x)=log.x=1Inx se denomina “funcion
logaritmicas ~ de | |ogaritmo natural”.
mayor relevancia. | b, Sj a=10, entonces la funcion f (x )=log,ox =log x se denomina “funcion

logaritmo”.

La figura Ill.18 muestra la curva asociada a cada una de las funciones
f(x)=Inxy f(x)=log,x.

A

FIGURA 1i1.18

———____ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propésito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. Rescriba en la forma x=log,y:
a. y=4* b. y=(2x+3)". c. y=(x-3)*72. dy=(x2+a)"
e. x+1:(x2 +1)X+2. foox+7=(1-x )"

2. Rescribaen laforma y=a*:
a. x=loggy. b. 3x—2=log,y . C. x=5=10g(,_4)y . d. 3x—2=log(,_4)y -

3. Construya una tabla de valores para f ™, si f es invertible y tiene asignada la tabla dada a continuacion.

X 0 |12 ]3| 4]5
) [ [ & | & &85
b.

X 012 4[5
f(x)|16[8]4 1]43

4. Determine la “funcion exponencial” equivalente (en términos de la funcidn inversa).
a. f(x)=log;(x-2). b f(x):%logz(x—3). c. f(x)=log, (x-1)+2.  d. f(x):—%log7x+3.
e. f(x)=log,(x-3)-2. f. f(x)=logs(—x)+1.
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5. Exprese en forma exponencial.

a. y=1log,,10000. b. y=1logs625. c. y=Ilog,2187. d. y=log,1024.
e. y=log, . f. y=1log,4096 . 9. y=10gyy 15 - h. y=logs & .
i y=logs 5. jo y=log, 5

6. Sin utilizar calculadora obtenga.

a. log,,10000 . b. log;625. c. log,2187. d. log, 4096 .
e. log,1024. f. logyy 15 - g. logs <& h. log; 5.
7. Rescriba en forma logaritmica.

a. 5% =625. b. 4°=64. c. 107 =0.001. d. 12° =1.

e. 2°=64. f.10*=01. g y‘=z. h. v¥ =u.

8. Determine f ~*( x ) y trace la curva asociada.
f(x)=9". b. f(x)=(22)". c. f(x)=6". d f(x)=7". e. f(x)=(45).
f(x)==(9). @ f(x)=—(6)"  h f(x)=(83)" i f(x)=(y2). I f(x)=(110)".

o

x
~

=h

9. Suponga que conoce la forma de la curva asociada a f ( x ): log;x . Sin utilizar calculadora, explique como trazaria la curva
asociada a:
a. f(x)=logs(x—2)+1. b. f(x)=logs(x-1)+2. ¢. f(x)=4logs(x—4)+1. d. f(x)=2logs(x+4)-3.

e 1(x)-a" 1. Er(oO-3ez. g f(0=(aRte hor(x)=—(3 Be2,

10. Suponga que conoce la forma de la curva asociada a f (x )=In x. Sin utilizar un graficador, explique como trazaria la

curva asociada a:
a f(x)=4mn(x-2). b f(x)=2In(x+2). ¢ f(x)=8In(2-x)+3. d. f(x)=-2-In (4-x).

e. f(x)=28e". f. f(x)=-2e"".

11. Suponga que conoce la forma de la curva asociada a f (x )=e*. Sin utilizar calculadora, explique como trazaria la curva
asociada a:
a f(x)=—4ln(x-2). b f(x)==2In(x+3)-1. ¢ f(x)=8In(2-x)+3. d. f(x)=-2In(4-x)-1.

12. Trace la curva asociada, determine el dominio y el recorrido.
a. f(x)=logs(x—2). b, f(x)=logg(x+2). c. f(x)=log,(x-1)+2. d. f(x)=1log,(x-3).

e. f(x):—%log7x+3. f. f(x)=log,(x-3)-2. @ f(x)=logs(—x)+1. h. f(x)=4-log,(2-x).



SECCION EXPONENTES Y
1.3 LOGARITMOS

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

2 CONTENIDOS
SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS
Apr.8 Operara con logaritmos de distintas bases y | Propiedades de los
aplicaré las propiedades de éstos. logaritmos.

I“ 3 Apr.9 Resolvera proplemas en,dif.erentes contextqs que Cambilo de base. o

* se modelen con funciones logaritmicas y exponenciales. | Ecuaciones logaritmicas y
Apr.10 Resolvera problemas de aplicacién empleando | exponenciales.
los conocimientos adquiridos anteriormente. Resolucidn de problemas

CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para el desarrollo del curso:
i. Base, exponente.

ii. Cambio de base (exponencial y logaritmico).

TIEMPO ESTIMADO
En situaciones regulares se invierten 7 horas para el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS

El alumno debe utilizar y manejar los procesos de:

i. Aplicacién de las propiedades de los exponentes y de los logaritmos.
ii. Cambio de base.

iii. Simplificacion de expresiones que contienen exponentes y logaritmos.

DESARROLLO

Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos problematicos y
propuestas de solucion.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

i. Sefiale la utilidad
de los logaritmos.

ii. Junto con los
estudiantes
deduzca algunas
de las propiedades
de los logaritmos.

iii. Formalice las
propiedades de los
logaritmos ~ (como
un teorema).

Los logaritmos (interpretados como imégenes de nimeros no negativos bajo la
funcion g( x )=log,x), independientemente de la base elegida, satisfacen un

conjunto de propiedades que son Utiles (entre otras cosas) en la simplificacién de
las operaciones aritméticas. En particular, utilizando logaritmos es posible escribir
productos como sumas, potencias como productos, raices como productos, etc.

Asignemos a la variable x de la funcién y=1log,x los valores no negativos m y

n,y denotemos por y y z las imagenes correspondientes, es decir, y =log,m

y z=Ilog,n. Note que estas expresiones son equivalentesa a’ =m y a’ =n.

i. Su producto es a¥.a’ =m-n, es decir, m-n=a¥**, expresiéon que en forma

logaritmica equivale a log,(m-n)=y+z.

De: y=log,m, z=log,n y log,(m-n)=y+z, obtenemos
log,(m-n)=log,(m)+log,(n).

. I al m .
ii. Su division es —=—, es decir,
a* n

yz M -
a¥™? =—, expresion que en forma
n

- . m
logaritmica equivale a y—z:loga(ﬁj. De y=log,m, z=log,n Yy

Ioga[ %j:y—z obtenemos Ioga[ %]:Ioga( m )—log,(n).

iii. Sien log,(mn)=log,(m )+log,(n), m=n,entonces
log, (m-m)=log, (m )+log,(m) o bien log,(m? )=2log,(m ), repitiendo
n veces este proceso obtenemos log, (m" )=nlog,(m ) (en caso de que n

sea un numero real, la justificacion requiere otro tipo de conocimientos).
iv. Por otro lado, puesto que a® =1 (a=0), entonces log,(1)=0.

TEOREMA Iil.1 (PROPIEDADES OPERATIVAS DE LOS LOGARITMOS)
Si m=0 y n=0 son nimeros positivos y a=1 también es un nimero positivo,
entonces:

)=log, (m)+log, (n) (pp).
b. log, j=loga(m)—loga(n) (pd).

ACTIVIDAD 1I1.19 (USO DE LAS PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS)

a. Para reescribir log, (1Ox3y2 ) sin exponentes:

log,g (1Ox3y2 ):Iog8 (10 )+log, (x3 )+|Oga (y2 )
=logg (10 )+3logg x+2logg y

(x-yP(x+2)

(Pp)-
(pe).

b. Para reescribir Iogs[ J sin exponentes:

A[2x+1
log, [ W]:Io% (( x—y P(x+2) )—Iog3 («/2x+1 ) (pd).

=log; (x—y )* +logs ( x+2 )* ~log, («/2x+1 ) (pp).

1. Tenga en cuenta
que el programa de
la asignatura no

incluye las
propiedades de los
exponentes,
previamente
solicite al

estudiante que las
investigue o que
las recuerde.

2. Las deducciones
aqui presentadas
son informales y
con los elementos
hasta aqui tratados
no es posible
realizar una
deduccion formal.

3. En el uso de las
propiedades de los
logaritmos es muy
importante tener en
cuenta las
hipdtesis, si éste
no es el caso se
pueden  cometer
errores graves.
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
iv. Proponga 1
actividades e$1 Igs =2log; (x—y )+3log; ( x+2 )—Elog3 (2x+1) (pp).
que el alumno N
expanda ¢. Para reescribir In [ XX J sin exponentes:
expresiones xJ(2x-y)
algebraicas
utilizando las (pd).

propiedades de los
logaritmos.

iv. Proponga
actividades en las
que el alumno
comprima
expresiones
algebraicas
utilizando las

propiedades de los
logaritmos.

In[ 3/x? —bx

m}.n(amj_m(xm)

=In ( 3x? —5x )—In (x)=In (\W) (Pp).

:%ln(x2—5x )_|n(x)—%ln(2x—y) (pe).

d. Utilizando las propiedades (pd) y (pe) en y =log, 64x° obtenemos
y =log, 64x°® =log, x® +log, 64 =6log, x +3.

ACTIVIDAD 111.20 (AGRUPANDO CON LOGARITMOS)
a. %Iog3 (x )+5logs( x—2 )=log, ( x )% +logs(x-2 )

=log, [ (x )% (x=2) } , propiedades: (pe) y (pp).

b. 8In(x+4)-4in(x+8)=In(x+4) —In(x+8) = EX-F:)S

propiedades: (pe) y (pd).
c. %[Iog6 (x+4)—loge(x+2)]—é{ log, (x+4) } =logg s/~ )

(x+2)

propiedades: (pd) y (pe).

CAMBIO DE BASE LOGARITMICO
Es posible cambiar la base de una funcion logaritmica, es decir, escribirla en otra
base. La funcion f ( x )=log, x (en base a ) puede escribirse en base b . Dado

que x=a’ es equivalente a y=Ilog, x, si aplicamos log,x a x=a’,

obtenemos log,x = Iogb(ay ) 0 logy,x=y-log,a, dedonde, y= :ng: .
b
Si y=log, x, entonces y=log,x= log, x . La relacién log,x= log, x
log,a log,a
conoce como expresion de cambio de base.
TEOREMA 1.2 (CAMBIO DE BASE LOGARITMICO)
Si  f(x)=log,x, g(x)=log,x y x es positiva, entonces
1
f(x)=log,x= iog.a log,X .

El teorema Ill.2 establece el método a seguir (y las condiciones que deben
cumplirse) para reescribir la funcion f (x )=log, x (cuya base es a) en una

nueva base b .
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
_nueva base
V. Guie al

estudiante en la
deduccion de la
relacion de cambio

de base
logaritmico,
posteriormente
formalice esta

propiedad como un
teorema.

vi. Proponga
actividades en las
que el alumno
cambie bases de
funciones
logaritmicas.

vii. Guie al
estudiante en la
obtencion de la
expresion para
cambiar la base de
una funcion
exponencial.

f(x)=log x= log, x

1
log a

b .
nueva base

FIGURA 1i1.19

ACTIVIDAD Ill.21 (CAMBIO DE BASE)
a. Para reescribir f(x )=log, x en base 2, se toma en cuenta que a=4 y

log,x

b=2, por tanto, log,x = Z :%Iogzx, de donde f(x )=log, x:%log2 X

log,
enbase 2 es f(x):%logz X.

b. Para reescribir f (x )=logg, x , en base 3, se toma en cuenta que a=81y

o log,x .
b=3, por consiguiente; loggx= 9sX _ lIo consecuencia;
log;81 4

gsx, en

f(x):logglx:%log3 X.

c. Para reescribir f (x )=log,, x en base e, se toma en cuenta que a=10 y

log, x
b=e, portanto, log,ox=—<—,dedonde f(x )=log,,x= log, x
P 910 log, 10 (x)=logao log, 10 Oe
d. Para rescribir  f(x)=log,8x en base 4, puesto que

y=Ilog, 8x=1log, x+log, 8=1log, x+3, entonces

f(x)=log,8x=log, x +3=

log ,x
94 +3:izlog4x+3,en resumen

log,2 J2

f(x ):Iogz8x=i2log4x+3.
Y

VA

CAMBIO DE BASE EXPONENCIAL
Es posible reescribir una funcién exponencial en una base distinta. Para reescribir

la funcion f (x )=a*en la forma f(x )=b"", se requiere resolver la ecuacion
(bk )x =a*, de donde obtenemos b* =a y, en consecuencia, k=log,a,
sustituyendo esta Gltima expresion en f (x )=b** obtenemos f ( x )=b!'%2
es decir, a* =plo%a X,

TEOREMA 1.3 (CAMBIO DE BASE EXPONENCIAL)
Si f(x)=a*, f(x)=b" entonces f(x)=a*=b"%)x

El teorema Ill.3 establece el método a seguir (y las condiciones que deben
cumplirse) para reescribir la funcion logaritmica f ( x )=a* (cuya base es a ) en
labase b.
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

viii. Construya un nueva base
esquema que
facilite la

L, (log, a)
comprension y f(x)=a*=p "BR"
aplicacion del |
teorema de cambio nueva base | |base original
de base
exponencial. FIGURA 111.20

ix. Proponga a los
estudiantes  que
resuelvan

ecuaciones en las
que la incognita se
encuentre un
exponente 0 en un
logaritmo.

ACTIVIDAD 1ll.22 (CAMBIO DE BASE EN FUNCIONES EXPONENCIALES)
a. Para reescribir f(x)=4* con base 2, sean a=4, b=2, entonces

f(x):4x:2(log24)x:2(2)x.
b. Para reescribir f(x)=3* con base e, entonces a=3, b=e y
f(x )23 zellma ) _g(n).
c. Para reescribir f(x)=5 en base 7, entonces a=5, b=7 vy
f(x)=5¢=7(l975)

A

Las funciones f(x)=a* y g(x)=log,x son inversas entre si, es decir, al

“evaluar” una de ellas en la otra se obtiene como resultado la funcién identidad
i(x )=x. Este proceso es de gran utilidad en la resolucion de ecuaciones si la

incognita se encuentra en el exponente.

ACTIVIDAD 111.23 (RESOLUCION DE ECUACIONES)
a. Para resolver log,(x-2)=2, aplicamos f(x)=4"a la ecuacion,

(x—2) =16, de donde x=3/16+2.

b. Para resolver e "> —e® aplicamos f (x )=Inx, a ambos miembros de la

obtenemos (x-2 > =420

ecuacion y obtenemos x?+5x=—6 0 x*+5x+6=0, entonces
(x+2 ) x+3)=0,yfinalmente x=-2 y x=3.
c. La ecuacion log,(3x+8)-log, 12=log, ( x—1), puede reescribirse como

3x+8

~1). Si aplicamos f (x )=4* a ambos miembros de la

log,, =log, (x

3x+8

1) obtenemos =x-1, cuya solucion es

o 3x+8
ecuacion log, =log, (x-

20=9x y x=29—0.

d. Para resolver
reescribimos  como aplicamos
f(x)=2" x(x-1)=6 o
x? —x—6=0, entonces (x—3 ) x+2)=0, asi x, =3 y x, =—2, sin embargo,
éste ultimo valor de x no es solucion de la ecuacion inicial ¢por qué?

e. Para resolver la ecuacion (67.38 J(1.026 )* =100, primero despejamos el

- 100 1484, a
67.38

la ecuacion log, x+log,(x—1)=log, 6
log,x(x—1)=log, 6. Posteriormente,
a ambos miembros de ella,

primero la

obtenemos

término que contiene a la incognita, obtenemos (1.026 )*

continuacion aplicamos logaritmos a ambos miembros, obtenemos
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Observaciones -
- _ - . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo soluciones
sugerencias

B ~log(1.484 )
x. Proponga | X" log(1.026 )=1log(1.484 ), por tanto, x = Too(1028)
situaciones  cuya A\
resolucion implique
el uso de | La descripcion de las siguientes situaciones requieren del uso de las funciones
funciones logaritmicas o exponenciales.
exponenciales o
logaritmicas. ACTIVIDAD I11.24 (DESTRUCCION DEL OZONO DE LA ATMOSFERA)

a. La emision de “aerosoles” destruye el ozono de la atmésfera. Bajo la suposicion
de que la cantidad del ozono decae exponencialmente a una razén continua del
0.15% anual. Determinemos el tiempo en que desaparecera la mitad del ozono

de la atmosfera. Sea M, la cantidad inicial de ozono en la atmésfera, entonces

. . 1
M =M e %" 'deseamos determinar el tiempo t,, de manera que M = 5 M.

~0.0015+,,

Asi, de %Monoe’O'OOls"m, luego ==e , de donde obtenemos

—-0.0015t,, =In ( % j ; por tanto, t, =————In [ % Jz 462.98 afios.

ACTIVIDAD 111.25 (INTENSIDADES)

a. Un decibel, denominado asi por Alexander Graham Bell, es el incremento
minimo del volumen de un sonido detectable por el oido humano. Los fisicos han
demostrado que cuando ocurren dos sonidos de intensidades 1, y I,, la

diferencia de volumen es L decibeles, donde L =10log,, :—2
1
b. En la escala de Ritcher, la magnitud R de un terremoto de intensidad | esta
Inl

dada por R( 1 )=m o R(1)=log I.

c. El 19 de septiembre de 1985 un terremoto sacudio la Ciudad de México con
una intensidad de 8.1 grados en la escala de Richter. ;Cuantas veces fue més
intenso respecto a la actividad sismica que puede medirse?

En la escala de Richter, la magnitud de un terremoto de intensidad | esta dada
por R=Ilog I, donde | es el nimero de veces que es mas intenso el sismo
respecto de la actividad sismica mas pequefia que puede medirse. Luego
8.1=log I y | =10%! ~1258925412 .

d. La intensidad de un haz de luz que se proyecta verticalmente hacia abajo y
dentro del agua esta dada por la funcion 1 (x)=Ke™*, en esta funcion K
representa la intensidad de la luz en la superficie. De acuerdo con lo anterior

determinemos la profundidad del cristal en la que la intensidad de la luz es la
tercera parte de la intensidad de su superficie. En la superficie x =0, entonces

1(0)=Ke™*. Debemos determinar el valor de x tal que 1( x )=%K , luego

1 -1.4x

Ke‘1'4X:§K, o bien, e =%. Aplicamos Inx a ambas partes de la

—n3_ _1'029 ,asi x~0.78

Ly 1 .
ecuacion, obtenemos —1.4x:ln§, 0 bien x=

metros, de profundidad.
[
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Observaciones Dificultades
y Actividades de enseiianza aprendizaje y materiales de apoyo . y
. soluciones
sugerencias
ACTIVIDAD 1I.26 (APLICACIONES DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS Y
EXPONENCIALES)
a. TRABAJO

El trabajo (en Joules) realizado por una muestra de un Kilogramo de gas nitrgeno
cuando su volumen cambia de un valor inicial V; a un valor final V; durante un

\%
proceso a temperatura constante esta dado por W =8.1x10*In fo .
b. POBLACION
En Biologia, para cierta poblacién de células, el nimero N de células en el

t
instante t esta dado por la relacion N(t )= N, (2 )k donde N, es el nimero de
células en t =0 (inicialmente) y k es una constante positiva. Por consiguiente, el
1

. . . N
tiempo en que se tiene una poblacion de N; es t=k log , N
2

c. DUPLICACION DE UN PRINCIPAL
Suponga que deseamos determinar el tiempo de duplicacién de un principal de
$800, invertido a una tasa del 10% anual capitalizable trimestralmente. Dado

que S=1600, P =800, que un afio tiene cuatro trimestres y que la relacién

entre éstas cantidades es S, = P[ 1+ % ] ", obtenemos

4t
1600:800[1+ %} , 0 bien, 1600 =800(L+ 0.025)* , entonces 2 =(1.025)" .
Si aplicamos logaritmos a ambas partes de la ecuacion y despejamos t
log 2

41og 1.025
d. DENSIDAD DE POBLACION

Supongamos que la densidad de poblacion a x kildmetros de la Ciudad de
México se modela por la funcion P(x)=Ae™*. Calculemos el valor de la
constante k, considerando que la densidad de poblacién en el centro de la
Ciudad de México es 15 mil personas por kilometro cuadrado, y que la densidad
a 10 kilémetros del centro es 9 mil personas por kildmetro cuadrado. La primera
condicion se representa por P(0)=15, o bien, 15=Ae™ = A, entonces

obtenemos t = 7.

I

P(x)=15¢". La segunda condicion indica que P(10)=15¢"% =9, o bien

~10k _

e %. Si aplicamos la funcién logaritmo natural en ambas partes de la

In 3/5

ecuacion anterior obtenemos —10k =In g entonces k=-— T 0.051.

JAY

———____ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propésito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.
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1. Suponga que x y y son positivas. “Expanda” las siguientes expresiones como una suma, o una diferencia, 0 como multiplo
de logaritmos.

-4 s 4.6 3/x
a. log, 10x. b. log,x™*. c. Iogz\/g. d. logg 3x. e. Iog7(x y ) f. log, ~=.
; o
8 P : 3x . x*
g. logg = . h. log,, (x 2y ) i. logg =—. j- log;g =
X 4 y
2. Exprese cada funcion en la forma f (x )=logkx".
a. f(x)=7logy, x-2. b. f(x)=-6logx—2. ¢ f(x)=Lloggx—logs36. d. f(x)=-6Inx+In36.
e. f(x)=4n x+Ine*. f. f(x)=In x—ln%. g. f(x)=3log,x—log,16 .

3. Reescriba las funciones de manera que contengan un solo logaritmo.

Q

. f(x)=log;10x—log; x. b. g( x )=3logs 3x—2logg 5x. €. h(x )=logg %+3I0g6 % d. a(x)=log, 3;_)—X+Ioge 7.

-4 2

e. b(x )=log,ax—2log,x . f. c(x):SIoglo(ax3 )+Ioglo(b3 ) g.d(x)=3I :T—ZIn ;—2.

4. Reescriba la funcion en la base indicada.
a. f(x)=log,x,base 2. b. f(x)=log, x, base 4. c. f(x)=logg x,base 3. d. f(x)=Inx,base 4.
e. f(x)=Inx,base 2. f. f(x):SIogZ%x,enbase 4. g. f(x)=%log416x,enbase e.

3
h. f(x):—sloglolxﬁ,en base 5. i. f(x):5+4logzéx,en base 4. j. f(x)=7-logs36x*,enbase e.

5. Reescriba en la base indicada.
a. f(x)=4% base 2. b. f(x):?»(4x )—2, base 5. c. f(x):8(4X )—2(4**) ,base 2. d. f(x)=14*(x-2),

1
base ;.

6. Utilice a* =e*™"@ y rescriba las funciones en la base natural.

a. f(x)=4". b. f(x)=3(4 )-2 . c. f(x)=8(4)-2(a>). d. f(x)=14"(x-2) .
e. f(x)=x. f.f(x)=xPt—x2, g. f(x)=x>", h. f(x)=x".

7. Utilice a* =e*™? y reescriba las funciones en la base que se pide.
a. f(x)=4e" enbase 2. b. f(x)=3*-2¢ enbase 3. c. f(x)=2(e5x )+4 en base 4.

d. f(x)=5x*(x-1)enbase e.
8. Demuestre que: si a y b son dos nimeros positivos, entonces ( log,b X log,a )=1.

9. Resuelva.
2

a. log 8(x—5):§. b. log 9x:g. ¢. log 4x:—%. d. log 5( x—4)=2. e. log ;ox*> =—4.
f. 2log ;x=3log ;5.

10. Resuelva.
a. log ,(x+1)=2+log ,(x-2). b. log 5( 2x—1)+log ¢ x+2)=0. c. log,(3x+1)-log,(2x+4)=0.

d. log (x—1)16:2- e. |Og(4X76)100=1. f. 2log (x—6)9:4- g. 3log (x—4)5:3' h. %|Og( 2)3921.
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11. Resuelva.
X —X
a2 ;_2 =1. b. e =e 22, c. 4(3 )=36. d. 8+4log,x=16.  e. 2logs 3x=4.
5 200
f. 4l 452¢ )+13=77. =2, h. =~ =20
( ) g 1+ 27 1+25e%
12. Resuelva.
a. 200X ¥ _7. b. 9% —(7)8*-18=0. c. 371 +3+(3)3 =837 d. 5 =25".
e. 42 = (16 )2°°. f. g3 _ g1 g. (1 )2 +48=(16)4*2. h. 27 =32,
i 2 4 =16" jo %/625 =52,
13. Despeje x.
a. a—20=50(1.2 ). b. 2% =32. c. In(x-13)=at+b. d 2?=1.
d. In (3x—1)-Inx=-4. e. (%)”1:64. f. 32 _g1, g. ™2 =g*,

14. La magnitud M, de Richter, de un terremoto se define en términos de la energia E (en Joules) que libera, por la
expresion log,oE =4.4+1.5M .

a. Determine la energia para terremotos con magnitudes:

i. 5. ii. 6. iii. 8. iv. 10.

b. Quienes no estan familiarizados con terremotos, les parece extrafio que un terremoto de grado 6 se considere mucho mas
severo que uno de magnitud 3 grados, compare la cantidad de energia liberada en ambos casos.

15. El enfoque mas comun para la medicion de la intensidad del sonido es el uso de los decibeles, asi B:lOIoglolLO , donde

l, =107 W;EB . Calcule los niveles de intensidad de sonido para:
a. 80 decibeles. b. 90 decibeles. c. 100 decibeles. d. 120 decibeles.

16. En golf, la tarea es golpear una bola para que caiga en un hoyo pequefio. Si la superficie cercana al hoyo no es plana, el
jugador debe juzgar cuanto debe curvar la trayectoria de la bola. Suponga que el jugador esta en el punto (-13,0 ), el hoyo en

el punto (0,0 ) y la trayectoria de la bola sobre ~13<x <0 es y=-1.672x+72In (1+0.02x ). Muestre que la bola cae en
el hoyo y estime el punto del eje y en el que el golfista golped la bola.

17. El trabajo, en Joules, realizado por una muestra de 1 Kilogramo nitrégeno, cuando su volumen cambia de un valor inicial V;
, . \Y .
a un valor final Vv, durante un proceso a temperatura constante esta dado por W =8.1x10%In fo Si tal muestra se expande
i

de un volumen inicial de 3 litros a un volumen de 9 litros, determine el trabajo realizado por el gas.

18. La ecuacion de oferta de un fabricante es p(q )=log 10(10+% ) Donde g es el niumero de unidades que ofrece con el
precio p por unidad. ;A qué precio el fabricante ofrecera 1980 unidades?

19. Para una compafiia el costo ¢ de producir q unidades de un producto esta dada por la funcion c( q )=2qlng+ 20, evalle
el costosi q=6.

20. Se invierte un principal de $10000 en una cuenta de ahorros con un interés capitalizable continuamente a una tasa del 7%
anual. Elmonto S en la cuenta t afios después esta dado por S =10000e%" .
a. ;En cuanto tiempo habra $35000 en la cuenta de ahorros?

b. ;En qué tiempo se duplicara el capital de la cuenta?
¢. ;,Cuanto tiempo tardaran en duplicarse $1000, si se invierten al 12% de interés capitalizado trimestralmente?
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21. Un medicamento, es eliminado a través de la orina. Una persona consume 10 miligramos del medicamento. Si la cantidad
del medicamento que queda en el cuerpo t horas después de haber sido ingerido es A (t)=10(0.8)" .

a. ¢En qué tiempo quedaran en el cuerpo 2 miligramos.
b. ;Cual es la vida media del medicamento?

22. El nimero de bacterias después de t horas se obtiene utilizando el modelo N = Noe®**

bacterias. ¢ Cuanto tardaran 400 bacterias en aumentar a 4000 ?

, siendo N, el nimero inicial de

23. El nmero de gramos de una sustancia radiactiva después de t horas se determina mediante la relacion N = N, %",

donde N, representa el nimero inicial de gramos. ;En qué tiempo, 2500 gramos de la sustancia se reduciran a 1250
gramos?

24. Suponga que B=10log,, ,LO donde 1, =107 vegs-, calcule el valor en decibeles de un sonido, si:

a. 1 =1251, (unsusurro).
b. 1=12,0001, (nivel normal de la voz).

25. Si un sonido tiene el valor en decibeles que se indica, determine | en términos de 1, . Suponga que B =10log,, ﬁ donde

_ 10712 watts
lp =10712 vats

a. d =95 (un camion de carga).
b. d =118 (heavy metal, el rock pesado).

26. Resuelva la ecuacion 1.07" =2, que indica el tiempo necesario para que una inversién se duplique, cuando un capital se
invierte al 7% de interés compuesto capitalizable anualmente.

27. La ley de enfriamiento de Newton establece que la rapidez con que se enfria un objeto es directamente proporcional a la
diferencia de temperatura entre el objeto y el medio circundante. Asi, la temperatura T de un objeto en un tiempo t esta dada

por T =75¢"*. Exprese t como funcion de T.

28. Una persona que acaba de terminar un curso de cémputo. El porcentaje del curso que él recordara dentro de x meses esta
dado por la funcion r( x )=92—47.9log ( x+1) con 0<x < 46.9. Determine el porcentaje del curso que recordara la persona
en los tiempos sefialados.

a. 3 meses.

b. 1.5meses.

¢. ¢ En cuanto tiempo recordara sélo él 30 % del curso?

d. ¢ En cuénto tiempo recordara sélo él 75 % del curso?

29. Una persona que acaba de terminar un curso de cémputo. El porcentaje del curso que él recordara dentro de x meses esta
dado por la funcion r(x)=835-427log (x+1) con 0<x<46.9. Determine el porcentaje del curso que recordara la
persona en los tiempos sefialados.

a. 1.5 meses.

b. 0.3 meses.

¢. ¢ En cuanto tiempo recordara sélo él 37 % del curso?

d. ;En cuanto tiempo recordara sélo él 62 % del curso?



SD 1. SITUACIONES DE CRECIMIENTO Y DECAIMENTO EXPONENCIAL

APRENDIZAJES
Apr.1 Explorara situaciones o fenémenos que corresponden a crecimiento 0 decaimiento exponencial, las relaciones o con-
diciones existentes y analizara las formas de variacion.

CONTENIDOS TEMATICOS
Situaciones que involucran crecimiento o decaimiento exponencial.

APERTURA
Revision previa del significado de exponente.

Revisidn previa de las propiedades de los exponentes.

DESARROLLO

a. Una persona ha consumido a gramos de cierta droga. Si la cantidad de droga en la sangre de la persona se reduce a la
mitad cada hora.

i. 4 Qué cantidad de droga habra en la sangre de la persona en una hora?

ii. ¢ Qué cantidad de droga habré en la sangre de la persona en dos horas? (Indique los productos utilizando exponentes).

iii. Complete la siguiente tabla (Indique los productos utilizando exponentes).

tiempo
(horas )
cantidad de droga
( gramos )

iv. ¢ Cudl es la regla de correspondencia de la funcidn que describe los hechos anteriores.

b. En cierto municipio, el nimero de usuarios de Internet se duplica cada afio. En este momento 10000 de los habitantes del

municipio utilizan internet.
i. Si el patron de incremento de usuarios contintia, complete la siguiente tabla (utilice potencias para representar el nimero de
usuarios).

tiempo
(afios )

usuarios de
internet

ii. ¢ Cudl es la regla de correspondencia de la funcién que describe el nimero de usuarios en términos de los afios trancurridos?
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¢. Sea un cuadrado cuya longitud es cuatro unidades.
Considere el siguiente proceso.

i. Primera etapa, se divide en dos partes congruentes (rectangulos) y se sombrea una de ellos, haga una figura que represente
la situacién y responda ¢ cual es la medida del &rea que ha sido sombrada?

ii. Segunda etapa, la region que no se sombreo en la etapa anterior se divide en dos partes congruentes y se sombrea una de
ellos, haga una figura que represente la situacion y responda ¢,cuél es la medida del &rea que ha sido sombrada?

iii. Tercera etapa, la region que no se sombred en la etapa anterior se divide en dos partes congruentes y se sombrea una de
ellos, haga una figura que represente la situacién y responda ¢,cuél es la medida del &rea que ha sido sombrada?

iv. El proceso anterior se repite n veces. Complete la siguiente tabla (utilice exponentes).

etapa 0 1 2 3 4 5 6 . t

area

sombreada

v. ;Cual es la regla de correspondencia de la funcion que describe el &rea sombreada?

CIERRE

a. Escriba los modelos obtenidos en la parte correspondiente al desarrollo.

b. Establezca el patron (comun) que presentan los modelos que antes construyo.
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¢. Formalizacion: Establezca la definicion formal de funcién exponencial.
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SD 2. GRAFICO DE UNA FUNCION EXPONENCIAL

APRENDIZAJES

Apr.2 |dentificara patrones de cambio involucrados en el crecimiento o decrecimiento de una funcién exponencial y bosquejara
su grafica.

Apr.3 Identificara el dominio y rango de una funcion exponencial y trazara su grafica.

CONTENIDOS TEMATICOS
Estudio analitico y grafico del comportamiento de funciones exponenciales del tipo f ( x )=ab* con b>10 0<b<1y a=0.

Relacion entre los parametros de f (x )=ab* con su gréfica.

APERTURA
Revision de los significados de: potencia y exponente.

DESARROLLO
1. f(x)=ab* con b>1.
En la barra de trabajo “entrada” del software geogebra escriba: y =2* y ejecuta, luego y =3 y ejecute, a continuacion y = 4*

y ejecuta, finalmente y =6 y ejecute la accidn. Posteriormente, selecciona un tamafio adecuado. En la barra de tareas
selecciona archivo, imprimir, imprime y pega.
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a. En el primer cuadrante del plano cartesiano, ¢qué ocurre con la curva asociada a f (x )=b* si se incrementa el valor del
pardmetro (de la base) b ?

b. En el segundo cuadrante del plano cartesiano, ;qué ocurre con la curva asociadaa f ( x )=b* si se incrementa el valor del
pardmetro (de la base) b ?

c. Observe las curva que ha trazado y responda:

i. ¢ En qué punto intersecan las curvas asociadas a la funcion f ( x )=b*, con b>1, al eje de las ordenadas?

ii. ¢ Qué ocurre con las ordenadas de los puntos (x , b* ) conforme se incrementan en forma negativa las asignaciones a la
variable x ?,

, por tanto, el eje de las abscisas es una

iii. ¢ Qué ocurre con las ordenadas de los puntos (x , b* ) conforme se incrementan las asignaciones a la variable x ?

, por tanto, f (x )=b* con b>1 es una funcion

iv. Imagine que traza una recta tangente a la curva asociada a f (x )=b* con b >1, y que luego lo desplaza sobre la curva y a
la derecha, ¢en que posicion se encuentra la linea recta tangente respecto a la curva asociadaa f (x )=b* con b>1?

, por tanto, la curva asociadaa f (x )=b* con b>1,es

concava hacia arriba.

2. f(x)=ab* con 0<b<1.
a. ¢Por qué, si 0<b<1, entonces f (x )=b* se pede escribir como f ( x )=h, ™ ? Explique:

b. En la barra de trabajo “entrada” del software geogebra escriba: y=27* y ejecute, luego y =37 y ejecute, a continuacion

y =47y ejecute, finalmente, y=67" y ejecute la accién. Posteriormente, seleccione un tamafo adecuado. En la barra de
tareas selecciona archivo, imprimir, imprime y pega.
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c. En el primer cuadrante del plano cartesiano, ;qué ocurre con la curva asociada a f (x ): b, si se incrementa el valor del
parametro (de la base) b, ?

d. En el segundo cuadrante del plano cartesiano, ¢qué ocurre con la curva asociada a f (x )=b, ™ si se incrementa el valor
del parametro (de la base) b ?

e. Observe la curva que ha trazado y responda:

i. ¢En qué punto intersecan las curvas asociadas a la funcion f (x )=h,™ con b, >1 al eje de las ordenadas?

ii. ¢ Qué ocurre con las ordenadas de los puntos (x , by” ) conforme se incrementan en forma positiva las asignaciones a la
variable x ?,

, por tanto, el eje de las abscisas es una
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iii. ¢Qué ocurre con las ordenadas de los puntos (x , by” ) conforme se incrementan en forma negativa las asignaciones a la
variable x ?

, por tanto, f (x )=b~* con b, >1 es una funcion

iv. Imagine que traza una recta tangente a la curva asociada a f ( x )=h,™* con b, >1, y que luego lo desplaza sobre la curva
y a la derecha, ¢en qué posicion se encuentra la linea recta tangente respecto a la curva asociadaa f (x )=b™* con b>1?

, por tanto, la curva asociadaa f (x )=b™ con b>1, es

concava hacia arriba.

CIERRE

a. Caracteristicas de f (x )=b* con b>1.

i. La curva asociadaa f (x )=b* con b>1es puesto que se encuentra en los cuadrantes |
y Il del plano cartesiano.
ii. La curva asociada a f(x)=b* con b>1 es hacia arriba puesto que las rectas

tangentes a sus puntos se encuentran por “debajo” de su curva.
iii. La curva asociadaa f (x )=b* con b >1 interseca al eje de las ordenadas en el punto

iv. La Unica asintotade f (x )=b* con b>1 es la recta de ecuacion

b. Caracteristicas de f (x )=b™* con b>1.

i. La curva asociadaa f(x)=b™* con b>1 es puesto que se encuentra en los cuadrantes
I'y Il del plano cartesiano.
ii. La curva asociada a f(x)=b* con b>1 es hacia arriba puesto que las rectas

tangentes a sus puntos se encuentran por “debajo” de su curva.
iii. La curva asociadaa f (x )=b™* con b >1 interseca al eje de las ordenadas en el punto

iv. La Unica asintota de f (x )=b™* con b >1 es la recta de ecuacion
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SD 3. CARACTERISTICAS DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

APRENDIZAJES
Apr.4 Analizara la relacién entre las graficas de funciones exponenciales con diferentes bases incluyendo el nimero e .

Importancia de la funcion f ( x )=ae* y sus aplicaciones.

CONTENIDOS TEMATICOS
Importancia de la funcion f ( x )=ae*y sus aplicaciones.

APERTURA
Revision del documento:
Numero e. (Sin fecha). En Wikipedia. Recuperado de https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_e

Revision de los videos:
Eduardo Saenz de Cabezoén (2015 noviembre 18). ; Qué es el nimero e? (Video) Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=Z5czpA-fyMU

Mathutoriales MB (2015 diciembre 17). ; QUE ES EL NUMERO E?
Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=Grm1DXPV9is

DESARROLLO
1. Proporcione dos o més definiciones del nimero e .

2. ; Por qué es importante el nimero e ?

3. Trazo de la curva asociadaa f (x )=e”.

a. Establezca la relacidn de orden (< o >) entre los niumeros 2, e y 3.

b. Dado que 2<e <3, establezca la relacion de orden entre las curvas asociadas a f, (x )=2*, f(x)=e*y f,(x)=3"
sobre el intervalo [0, +oo )
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c. Dado que 2<e<3, establezca la relacion de orden entre las curvas asociadas a f, (x )=2%, f(x)=e*y f,(x)=3"
sobre el intervalo (-0, 0 ].

d. Considerando que ya conoce el comportamiento de las curvas asociadas a f, (x )=2* y f,(x)=3" trace la curva
asociadaa f (x )=e* sobre el intervalo (-0 , o).

CIERRE

a. Caracteristicas de f (x )=e*.
X

i. La curva asociadaa f (x )=e* puesto que se encuentra en los cuadrantes | y Il del plano
cartesiano.
ii. La curva asociada a f (x )=e* hacia arriba puesto que las rectas tangentes a sus

puntos se encuentran por “debajo” de su curva.
iii. La curva asociadaa f (x )=e* interseca al eje de las ordenadas en el punto

iv. La Unica asintota de f ( x )=e* es la recta que tiene ecuacion
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SD 4. MODELOS EXPONENCIALES

APRENDIZAJES
Apr.5 Resolvera problemas en diferentes contextos, que se modelen con funciones exponenciales.

CONTENIDOS TEMATICOS
Problemas de aplicacion.

APERTURA

Revision de la “férmula” para calcular el area de un circulo.
Modelo de crecimiento exponencial.

Modelo de decaimiento exponencial.

Vida media.

DESARROLLO

1. Suponga que un articulo tiene un precio de “P” pesos, y qué este se incrementa 2% semanalmente.
a. j,Su precio después de una semana es? pesos.

b. ;Su precio después de dos semanas es? pesos.

¢. ,Su precio después de tres semanas es? pesos.

d. Complete la tabla.

Semana | Precio (pesos)

E- S I I \N

e. ;Cual es la funcion que describe el comportamiento del precio del articulo?

f. Calcule el precio del articulo a las ocho semanas.

g. Calcule el precio del articulo a los setenta dias.

h. Calcule el precio del articulo a los trescientos dias.

2. Suponga que un articulo tiene un precio de “P” pesos, y qué este disminuye 0.1% cada dia transcurrido.

a. ,Su precio después de un dia es? pesos.
b. ; Su precio después de dos dias es? pesos.
¢. ¢,Su precio después de tres dias es? pesos.

d. Complete la tabla.
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Semana | Precio (pesos)

E- BN IN  \N)

e. ;Cual es la funcién que describe el comportamiento del precio del articulo en términos del nimero de dia?

f. Calcule el precio del articulo a las dos semanas.

g. Calcule el precio del articulo a los cincuenta dias.

h. Calcule el precio del articulo a los trescientos dias (utilice una calculadora)

i. ¢ Qué ocurre con el precio del articulo conforme el nimero de dias se incrementa indefinidamente?

j- ¢ Cuantos dias habran de transcurrir para que el articulo tenga un precio del noventa por ciento de su valor inicial?

3. Suponga que un chisme se propaga siguiendo un modelo exponencial. Suponga que cada persona que conoce el chisme lo
cuenta a otras dos personas (distintas).
a. Complete la tabla.

Etapa de propagacion | Personas que conocen el chisme | En términos de una potencia de dos
1
2
3

4

b. ;Cual es el modelo que describe el nimero de personas que conocen el chisme en funcién del nimero de etapa?

c. ; Cuantas personas conocen el chisme en la etapa diez?
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4. Suponga que una poblacién, de inicialmente N, bacterias, crece de forma proporcional a la cantidad de bacterias presentes y
se triplica cada minuto.

a. Escriba el modelo (continuo) que describe esta situacion.

b. ¢ En qué minuto la poblacién tendrd més de 2N, bacterias.

¢. ¢En qué minuto la poblacion tendra mas de 4N, bacterias.

5. Suponga que un tumor maligno duplica su volumen cada mes. Si inicialmente tiene un volumen V, y suponiendo que es un
modelo de crecimiento exponencial:

a. ; Cual sera su volumen después de n meses?

b. ; Cuantos meses tardara en tener 64 veces su volumen inicial?

c. Si se sabe que su volumen se incrementd 128 veces. ¢ Cuantos meses han trascurrido?

CIERRE

En plenaria, discuta las soluciones con sus compafieros, anote las observaciones que considere relevantes.
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SD 5. GRAFICA DE LA FUNCION LOGARITMO CON BASE b ENTERA

APRENDIZAJES
Apr.6 Verificard mediante graficas o tablas que la funcion logaritmica es la funcién inversa de la exponencial. Expresara ver-
balmente las relaciones: b¥ =x < y =log,x

Apr.7 Graficara funciones logaritmicas e identificara su dominio y rango.

CONTENIDOS TEMATICOS
La funcion logaritmo como inversa de la funcién exponencial.

APERTURA

Revision y discusion de los videos:

Matematicas On LineFuncion Inversa Definicion y Ejemplos (2014 marzo 31) Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=j1Z746Iff4E

Andrea Montonati (2017 marzo 26) Funcién logaritmica. Definicion. Graficos
Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=pGTswmcGUiM

El Profe Diego (2017 marzo 26) Funcion Logaritmica - Definicion, Propiedades y Aplicaciones
Recuperado de https://www.youtube.com/watch?v=FyQxivCiHns

DESARROLLO
1. Sean las funciones exponenciales f (x )=2%, f(x)=4*y f(x)=5".

a. Su dominio es el conjunto -

b. Su rango (conjunto imagen o recorrido) es el conjunto -

¢. A cada nimero de su dominio le corresponde de su rango (conjunto imagen o recorrido).

d. Si a la variable independiente (el exponente) le asocias nimeros cada vez mayores, las imagenes son cada vez :

por tanto, las funciones f (x )=2%, f(x)=4"y f(x)=5* son

e. Si desplaza el punto de contacto de una linea recta tangente a través de la curva asociadaa f (x)=2" (0 f(x)=4"y
f (x )=5%), entonces esta linea recta se encuentra “debajo” de la curva antes sefialada, por tanto, las curvas asociadas a las
funciones f (x )=2*, f(x)=4*y f(x)=5" son concavas hacia

f. Complete las tablas

X -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x)=2%

X -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x)=4"

X -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x)=5"
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g. Utilice una escala adecuada y traza las curvas asociadas a f (x )=2*, f(x)=4*y f(x)=5".

h. En las tablas del inciso f. intercambie las filas.
Una vez que intercambié las filas: sustituya la primera entrada de la primera fila por la variable x , la primera entrada de la
segunda fila por f (x )=log,x .

-3 -2 -1 0 1 2 3

i. Explique, ¢por qué las tablas antes construidas corresponden a funciones logaritmicas?

j. Utilice una escala adecuada en el plano cartesiano y trace las curvas asociadas a f ( x )=log,x, f (x)=log,x y
f (x)=logsx.
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k. Sus dominios es el conjunto -

I. Sus rangos (conjunto imagen o recorrido) es el conjunto -

m. A cada numero de su dominio le corresponde de su rango (conjunto imagen o recorrido).

n. Si a la variable independiente (el exponente) le asocia nimeros cada vez mayores, las imagenes son cada vez ,

por tanto, las funciones f ( x )=log,x, f (x)=log,x y f (x )=logsx son

o. Si desplaza el punto de contacto de una linea recta tangente a fravés de la curva asociada a f(x):logzx,
f (x)=log,x y f(x)=logsx, entonces esta linea recta se encuentra “debajo” de la curva antes sefialada, por tanto, las
curvas asociadas a las funciones f(x)=log,x, f(x)=log,x y f(x)=logsx son concavas hacia

CIERRE

Generalice las observaciones anteriores respecto a la funcion  f ( x )=log,x con base entera.

i. Dominio:

ii. Rango (recorrido 0 conjunto imagen):

iii. Si f (x )=1log,x , entonces (selecciona y marca con una cruz) la curva asociada a f ( x )=log,x es:

positiva negativa.
creciente decreciente
Céncava hacia Céncava hacia
abajo arriba

iv. Si f (x )=log,x , entonces su curva asociada interseca al eje de las abscisas en el punto

v.Si f (x )=log,x , entonces su curva asociada tiene como asintota




204 UNIDAD IIl. FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

SD 6. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

APRENDIZAJES
Apr.8 Operara con logaritmos de distintas bases y aplicara sus propiedades.

CONTENIDOS TEMATICOS
Propiedades de los logaritmos.

APERTURA
Revision de las propiedades de los exponentes. Interpretacion de los logaritmos como imagenes de la funcion logaritmo.

DESARROLLO
a. Logaritmo de un producto de nimeros positivos.

i.Sean f =b*y g=DbY,sidespejas x e y obtienes:

ii. El resultado del producto x e y es:

iii. Si utilizas una sola base (base b ) en el miembro izquierdo obtienes:

iv. Siaplicas f (x )=log,x al resultado del inciso ii. obtienes -

b. Logaritmo de una divisién de nimeros positivos.
i.Sean f =b*y g=Db",sidespejas x e y obtienes:

ii. El resultado de la divisién de x e y es:

iii. Si utilizas una sola base (base b ) en el miembro izquierdo obtienes:

iv. Siaplicas f (x )=log,x al resultado del inciso ii. obtienes -

¢. Logaritmo de una potencia.
i. Sea f =b*, si “elevas” ambos miembros al exponente z y luego simplificas obtienes:

ii. Si aplicas log, x al resultado obtenido en el inciso i. y simplificas el miembro derecho obtienes:
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ii. Sien f =b* despejas x y lo sustituyes en la igualdad que obtuviste en el inciso anterior obtienes:

d. Logaritmo del nimero uno.
i. Supon que b >0,y que entonces b® =1. Siaplicas f ( x ): log,x a la ecuacion anterior obtienes

ii. Si simplificas la ecuacién que obtuviste en el inciso i. obtienes

CIERRE

Generaliza las observaciones y establece las propiedades (leyes) de los logaritmos.
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SD 7. CAMBIO DE BASE

APRENDIZAJES
Apr.8 Operara con logaritmos de distintas bases y aplicara sus propiedades.

CONTENIDOS TEMATICOS
Cambio de base exponencial, cambio de base logaritmico.

APERTURA
El docente induce al estudiante para que recuerde la relacié entre la equivalencia entre las funciones exponenciales y
logaritmicas y verifica que (el estudiante) utilice correstamente las propiedades de los exponentes y de los logaritmos.

DESARROLLO
a. Cambio de base exponencial.
Dos funciones exponenciales con distinta base estan relacionadas, es decir, es posible expresar una de ellas en términos de la

otra, asi, la funcion f ( x )=a* (en base a ) puede escribirse en términos de la funcion exponencial f (x )=b** (con base b).
i. Para escribir la funcion f (x )=a*en laforma f(x )=b" (en base b) se requiere igualar ambas funciones, si igualas las
reglas de correspondencia obtienes:

ii. La igualdad que obtuvo en la pregunta anterior se cumple cuando los exponentes de ambos miembros son iguales (entre si) y
las bases de ambos miembros son iguales (entre si), utilice estos hechos y obtenga la ecuacién que relaciona las bases k .

iii. En la ecuacion anterior despeje la constante k .

iv. Sustituya el valor que obtuvo para la constante k en el inciso i.

b. Cambio de base logaritmico.
Dos funciones logaritmicas con distinta base estan relacionadas, bajo ciertas condiciones, es posible expresar una de ellas en
términos de la otra, es decir, en una base distinta, asi, la funcion f ( x )=log, x (con base a ) puede escribirse en términos de

la funcion logaritmica g ( x )=log, x (con base b).

i. Escriba la funcion y =log, x en forma exponencial (para simplificar la notacion hemos supuesto que y = f ( x )).

ii. Aplique log, x a la “expresion” que obtuvo en la pregunta anterior.

iii. Aplique las propiedades de las funciones logaritmicas y despeje la variable y de la expresion que obtuvo en la pregunta
anterior.
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iv. Utilice el hecho de que f ( x ): log,x , emplee la expresion que obtuvo en la pregunta iii. y escriba y =log, x en términos
de logaritmos en base b .

CIERRE
Formalizacion, complete las proposiciones:

PROPOSICION (CAMBIO DE BASE EXPONENCIAL)

Sean: a, b nimeros positivos, f (x)=a*, f(x)=b",entonces

PROPOSICION (CAMBIO DE BASE LOGARITMICO)

Sean: a, b nimeros positivos, x una variable positivay f (x )=log, x, g( x )=log, x , entonces
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SD 8. RESOLUCION DE PROBLEMAS

APRENDIZAJES
Apr.9 Resolvera problemas en diferentes contextos que se modelen con funciones logaritmicas y exponenciales.
Apr.10 Resolvera problemas de aplicacién empleando los conocimientos adquiridos anteriormente.

CONTENIDOS TEMATICOS

Situaciones que involucren variacion de tipo logaritmico
Ecuaciones logaritmicas y exponenciales.

Resolucién de problemas

APERTURA

El docente guia al estudiante en la elaboracién de un resumen de las propiedades de las funciones exponenciales, de las
propiedades de las funciones logaritmicas y de la equivalencia entre ambos tipos de funciones.

El docente guia una discusion sobre: el signo del exponente y el comportamiento grafico de la funcién correspondiente, sobre el
concepto de condicién inicial, etc.

DESARROLLO
En equipo, el alumno resuelve (algunos) los problemas enlistados (bajo la supervision del docente).

1. Suponga que una substancia se va desintegrando al cabo del tiempo. Si la funcion m(t )=(100 )28 permite determinar la

cantidad en gramos, que queda de esta substancia al cabo de t afios, ¢ cuantos gramos quedan de esta substancia al cabo de
10 afios ?

2. Suponga que la cantidad de bacterias en cierto cultivo, al cabo de t horas esta dada por la funcion p(t )=(15000 j3°%,
jcuantas bacterias estan presentes al cabo de 5 horas?

3. En 1966 la Comision Internacional Contra la Captura de Ballenas, protegié a la poblacién mundial de ballena azul contra sus
depredadores. En 1978 se determiné que la poblacién de ballenas azules, en el hemisferio sur, era de 5000. Sin depredadores
y con abastecimiento abundante de alimentos, se espera que la poblacion de este tipo de ballenas crezca exponencialmente de
acuerdo a la funcion n(t )=5000e°%" , en donde t esta dado en afios.

a. Calcule el nimero de ballenas en el afio 2030 .

b. Pronostica la poblacion de ballenas en el afio 2047 .

c. Utilice el modelo anterior y asuma 0% de natalidad y 1978 como afio cero, ¢cuando se duplicara la cantidad de ballenas
azules?

4. La técnica mas comUn para determinar la edadde un objeto (un hueso, un mueble, una tabla), es medir la cantidad de
Carbono 14 que contiene. Un ser vivo (un animal, una planta) tiene una cantidad constante de Carbono 14, pero cuando muere,
con el transcurso del tiempo, disminuye por el efecto de la radioactividad. La cantidad de Carbono 14 se calcula con la funcién

R(t)=Rye™, donde R, es la cantidad en un ser vivo y R(t) la hallada en una muestra fosil al cabo de t afios de su
muerte y k es una constante. El periodo de semidesintegracion del Carbono 14 es de 5730 afios.

a. Si la evolucion de 1 gramo de Carbono 14, transcurridos 5730 afios se ha reducido a la mitad, compruebe que k ~0.00012 .
b. Por tanto, la funcién que proporciona la cantidad de Carbono es.

¢. Supongamos que un hueso hallado en un yacimiento arqueoldgico contiene el 20 % del Carbono 14 que contenia en vida del
animal, estime su antigliedad.

5. Un medicamento se elimina del cuerpo a través de la orina. La dosis inicial del medicamento es 10 miligramos y la cantidad
m(t) que queda en el cuerpo a las t horas esta dada por la funcion m(t)=10""%. Para que el farmaco haga efecto debe

haber en el cuerpo por lo menos 2 miligramos.
a. Determine el tiempo trancurrido para que s6lo queden 2 miligramos del farmaco.
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b. ;Cual es la semivida (o vida media) del medicamento (tiempo trancurrido hasta que la cantidad del medicamento se reduce a
al mitad).

6. Suponga que el riesgo R (dado en porcentaje) de tener un accidente cal conducir un auto se puede modelar por la funcién
R(x )=3e", donde x representa la concentracion de alcohol en la sangre y k es una constante.

a. Si una concentracién de alcohol en la sangre de 0.06 , conlleva un riesgo de 10% de tener un accidente, determine el valor de
k

b. Con el valor de k obtenido, ¢ cual es el riesgo de tener un accidente para una concentracion de alcohol en la sangre de 0.17
?

7. Una substancia se desintegra de acuerdo a la funcion Q(t )=100e °°* , donde Q (en gramos) es la cantidad presente al
cabo de t afios. Cudl es la cantidad presente al cabo de 12 afios?

8. Suponga que la funcion p(t )= p,e %", donde p, representa la poblacion incial y t representa el tiempo medido en afios,

se usa para predecir el crecimiento poblacional de cierta ciudad. Si la poblacién actual de la ciudad es 50000 habitantes, ¢,
cuanto tiempo le tomara a la ciudad duplicar esta poblacién?

9. Suponga que una persona es portador del virus de la gripe y regresa a su comunidad donde hay 1000 personas. La gripe es
muy contagiosa y se sabe, por experiencias anteriores, que si no se aplica ningtn remedio, el nimero de infectados por el virus
crece exponencialmente a razon de un 250 %. Si la funcién exponencial que proporciona el nimero de afectados al cabo
de t diases N(t)=2.5e 7096,

a. Al cabo de cuatro dias, ¢ cuantos afectados existen?

b. Las autoridades sanitarias conocen bien el desarrollo de la enfermedad y desde los primeros sintomas se aplica el tratamiento
y el crecimiento de afectados sigue una funcion logistica de la que sabemos la poblacion limite, 1000 personas, y el ritmo de
1000
1+ ke—0.9163t !
c. Calcule el nimero de personas afectados al cabo de 5 dias.

crecimiento esta dado por la funcion N (t )= determine k .

10. Suponga que las estrellas se clasifican de acuerdo a su brillo. Las estrellas mas débiles (con flujo luminoso L, ) se les asigna

magnitud 6. A las estrellas de mayor brillo se les asigna magnitud conforme a la funcion m( L )= 6—2.5Iog{ LL j , donde L
0

representa el flujo luminoso de la estrella

a. Determine la magnitud m si el flujo luminoso de la estrellaes L =10%L,.

b. Escribe la funcién que nos da el flujo luminoso L dependiendo de la magnitud #71 y del flujo luminoso L, .
¢. ¢ Qué luminosidad tendra una estrella de primera magnitud?

CIERRE
Proporcione una lista de resultados y en caso de discrepar con los otros equipos, revise y discuta las resoluciones
correspondientes.
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FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

PROPOSITOS:

Al finalizar la unidad el alumno comprendera la extension del concepto de
razoén trigonométrica a funcién trigonométrica. Estudiara las funciones seno y
coseno en su forma caracteristica de variacion y el analisis de sus parametros.
Modelara situaciones de comportamiento periédico para resolver problemas.
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INTRODUCCION

Los primeros vestigios de la trigonometria se remontan a 4000 afos, en Babilonia (en esa epoca territorio que
actualmente corresponde a Egipto e Irak). Los egipcios fijaron las unidades de medida de los angulos en grados,
minutos y segundos, también, la astronomia precolombina poseia calendarios muy puntuales y las piramides de
Egipto fueron construidas sobre patrones astrondmicos bastante exactos y puntuales. El estudio de la trigonometria
continda en la antigua Grecia, lugar en donde el matemético y astronomo Hiparco de Nicea, construyé una tabla de
cuerdas como apoyo a la resolucion de triangulos. Durante varios siglos, la trigonometria de Tolomeo fue
fundamental para los astronomos. El libro de astronomia Almagesto, escrito por él, poseia una tabla de cuerdas junto
con la explicacion de su método de compilacién, incluyendo también el catalogo estelar de mayor perfeccion y mas
completo de la antigliedad. El teorema de Menelao, utilizado para resolver tridngulos esféricos fue también obra de
Tolomeo.

En la India y en el mundo arabe la trigonometria también se utilizo en la Astronomia. Por otra parte, el primer uso de
la funcidn seno aparece en el Shulba o Sulba Sutras escrito en India del siglo VIl al VI a. C. Su desarrollo incluye un
sistema trigonométrico basado en la funcién seno en vez de cuerdas como los griegos. Esta funcion, era la longitud
del lado opuesto a un angulo en un tridngulo rectangulo. A finales del siglo X ya se habian completado los valores de
la funcién seno y de las otras cinco funciones trigonométricas.

En el siglo XII, las culturas europeas realizan traducciones de libros de matematicas y astronomia arabes, hecho que
lleva a la expansion de la trigonometria. El primer trabajo significativo en esta materia en el continente Europeo fue
escrito por el matematico y astronomo aleman Johann Mdiller, por lo que es considerado fundador y un importante
innovador en estos conocimientos, él desarrolla y crea importantes tratados como son De triangulis y Epitome in
Almagestum en el que explica, analiza y muestra la obra de Tolomeo.

Durante el siglo Xll, el astrénomo aleman Georges Joachim, introdujo el concepto moderno de las funciones
trigonométricas como proporcionales en vez de longitudes de algunas determinadas lineas. En el siglo XVI el
matematico francés Francois Vieté, incorpora en su fratado “Canon matematicas” el triangulo polar en la
trigonometria esférica. Posteriormente, a inicios del siglo XVII, el matematico escocés John Napier desarrolla los
logaritmos, a los que denomind “numeros artificiales”. Este hecho fue trascendental en el desarrollo de la
trigonometria. A mediados del siglo XVII el fisico, inventor, alquimista y matematico inglés, Isaac Newton desarrolla el
calculo diferencial e integral. En el siglo XVIII, el fisico y matematico suizo Leonhard Euler, propuso que las
propiedades de la trigonometria eran consecuencia de la aritmética de los nimeros complejos, también propuso la
notacion que actualmente se utiliza en las funciones trigonométricas, y también se le atribuyen: la propuesta de la
letra e como base de los logaritmos naturales y de la unidad imaginaria, que generalmente se denota con la letra i.
Euler también popularizd el nimero pi ( 1 ). Durante el siglo XX, la trigonometria ha sido utilizada en el estudio de los
fendmenos de onda y oscilatorios, en el estudio de movimientos periddicos y en la determnacién de distancias a
estrellas préximas, en el célculo de distancias entre puntos geograficos, en sistemas de navegacion satelital.

La trigonometria siguio, y sigue siendo, una herramienta fundamental en el anélisis moderno. Los mateméticos de los
ultimos tiempos estan familiarizados con las funciones trigonométricas, que son utilizados en muy diversos
contextos, por ejemplo, como coeficientes de los desarrollos en serie de funciones continuas, o bien como soluciones
de ecuaciones diferenciales o en derivadas parciales, también se encuentran presentes en el analisis de una multitud
de problemas relacionados con el estudio de los fenémenos fisicos, también se encuentran com entradas de
matrices relacionadas con los giros de curvas o solidos en el plano y el espacio.
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PRESENTACION

La unidad IV, “Funciones trigonométricas”, incluye dos secciones: la seccion V.1 que lleva el nombre “Funciones
periddicas y el circulo unitario” y la seccion IV.2 “Funciones senoidales y cosenoidales”.

La seccion 1V.1 “Funciones periodicas y el circulo unitario” inicia con la clasificacion de los movimientos periddicos
en: movimientos circulares uniformes y movimientos vibratorios (u oscilatorios), y se proporcionan ejemplos relativos
a ellos. En cada ejemplo destaca el caracter de periodicidad. A continuacion rescata las observaciones que son
comunes en los movimientos periédicos y los generaliza para asi proporcionar la definicién formal de funcion
periédica. En la definicion de funcion periddica incluye sus elementos como, su amplitud y periodo. Continta el
desarrollo de la seccidn con la presentacion de gréficos y curvas asociadas a situaciones de naturaleza periodica.
Posteriormente, trata lo referente a las unidades de medicion de angulos destacando el caracter dual de los radianes
(como unidad de medida de angulos y como unidad de medida de arcos de circunferencia) y proporciona su
equivalencia con los grados, todo esto en relacion a la circunferencia unitaria.

La seccion IV.2 “Funciones senoidales y cosenoidales”, inicia con el estudio de las razones trigonométricas (base de
las funciones trigonométricas), considera el angulo de referencia, del tridngulo rectangulo, como variable
independiente, y como variables dependientes, los segmentos dirigidos, que constituyen los catetos del triangulo
rectangulo a partir del que se definen las funciones trigonométricas. Para dar forma a las curvas asociadas a las
funciones trigonométricas, toma como punto de partida la elaboracion de un registro tabular que incluye las
asignaciones e imaginas basicas. Posteriormente, haciendo uso de consideraciones trigonométricas obtenemos
otras imagenes especificas de las funciones trigonométricas, esto con la intnecién de complementar el registro
tabular que facilite el trazo de las curvas senoidales o cosenoidales. El siguiente paso, en el trazo de las curvas
asociadas a las funciones trigonométricas, basandonos en el circulo unitario, mostramos el comportamiento
periddico de este tipo de funciones. Enseguida, analizamos el efecto grafico al variar los parametros (amplitud, fase,
frecuencia, etc.) de una senoidal. La parte final, presenta diversas situaciones que han sido modeladas por medio de
las funciones senoidales y cosenoidales, es decir, de comportamiento de indole periddica.
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POSIBLES DIFICULTADES (PROGRAMA)

Con base en nuestra experiencia, con respecto en
relaciénal desarrollo de los aprendizajes y tematica
incluidos en el programa de la asignatura de
Matematicas IV en la unidad correspondiente a
Funciones trigonométricas, nos hemos percatado de:

En relacibn a la congruencia entre aprendizajes y
temética.

Fila1.

Falta especificar el tipo de fendomenos periddicos.

Fila 2.

Falta sefialar la igualdad de unidades empleadas al
medir la longitud de un arco y la amplitud de un angulo y
las desventajas del uso de los grados como medida de
amplitudes de angulos.

Fila 3.

No menciona la circunferencia unitaria, circunferencia
que resulta imprescindible, en la construccién de las
funciones trigonométricas.

Fila 4.

El concepto de razén trigonométrica ya fue estudiado en
otros cursos, parece que el término adecuado es
relacion trigonométrica.

No distingue entre razdn, relacion y funcion
trigonométrica, no sefiala la continuidad de éstas
funciones y las trata como funciones discretas.

Fila 5.

No aplican.

Fila 6.

La construccion de modelos puede ser un tanto
complicada.

SUGERENCIAS DE APOYO

1. Considere situaciones relacionadas con fendmenos
vibratorios, oscilatorios y de rotacion.

2. Aborde este aspecto.

3. Tome como base de la construccion de las funciones
seno y coseno, a la circunferencia unitaria.

4. Aclare las diferencias entre razon, relacién y funcion.
Sefiale algun método o forma de obtener otras
imégenes bajo las funciones trigonométricas. Sefale
que estas funciones son continuas.

5. No aplican.

6. Puede retomar modelos y situaciones propuestas en
la literatura y concretarse a obtener valores especificos
y procurar interpretarlos.
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POSIBLES DIFICULTADES (ALUMNOS)

Con base en nuestra experiencia, con respecto al
desarrollo de los aprendizajes y tematica incluidos en el
programa de la asignatura de Matematicas IV en la
unidad correspondiente a Funciones trigonométricas,
nos hemos percatado de:

Fila 1.
Confusion entre la variable independiente y la funcién
(variable dependiente).

Fila 2.
No aplican.

Fila 3.
No aplican.

Fila 4.

Problablemente el estudiante no recuerde las
caracteristicas de los tridngulos que son adecuados
para el calculo de las imagenes de las funciones
trigonométricas.

Fila 5.
No aplican.
Fila 6.
No aplican.

SUGERENCIAS DE APOYO

1. Debe sefalar las diferencias entre ambas variables en
el contexto del problema.

2. No aplican.

3. No aplican.

4. Aclare las diferencias entre razon, relacién y funcion.
Sefiale algun método o forma de obtener ofras
imagenes bajo las funciones trigonométricas. Sefiale
que estas funciones son continuas.

5. No aplican.

6. No aplican.
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TIEMPO REQUERIDO
16 Horas

RECURSOS GENERALES

BIBLIOGRAFIA GENERAL

Barnett, R., (2007) Precalculo Funciones y graficas. México. MCGRAW HILL (42 Edicion).

Demana, F., (2007) Precélculo Grafico Numérico Algebraico. México: PEARSON (72 Edicidn).

Stewart, J., (2007) Precalculo: Matematicas para el Calculo. México: CENGAGE LEARNING (72 Edicion).

Larson, R., (2008) Precélculo. México. REVERTE (72 Edicion)

Sobel, M., (1998) Precélculo. México: PRENTICE HALL HISPANOAMERICANA (42 Edicion).

Swokowski, E., (2015) Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica. México: CENGAGE Learning. (132 edicién.)
Zill, D., (2008) Precélculo con avances de calculo: México. MC GRAW HILL (4° Edicion)

SITIOS WEB

www.matesfacil.com (Recuperado agosto de 2018)
https://www.google.com.mx/search?g=portal+academico+cch&oq=PORTAL+ACA&aqs=chrome.0.0j69i57j69i60j013.6191j0j7&so
urceid=chrome&ie=UTF-8 (Recuperado agosto de 2018)

DISPOSITIVOS ELECTRONICOS
Ordenador
Proyector de videos.

SOFTWARE
Geogebra
Symbolab
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ESTRUCTURA TEMATICA: UNIDAD IV FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

CONVERSION DE

GRADOS ARADIANES

Y DE RADIANES A

GRADOS

\ 4

AvoLucrm FUNCIONES GRAFICACION DE PROBLEMAS DE
INVOLUCRAN > . » f(x)=Asen(Bx+C)+D > /
VARIACION "| TRIGONOMETRICAS g M J _ ( o» g APLICACION
PERIODICA (x)=Acos (Bx+C)+D .




seccion] FUNCIONES PERIODICAS
IV.1 Y EL CIRCULO UNITARIO

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

2 CONTENIDOS
SECCION APRENDIZAJES TEMATICOS
Apr.1 Explorard situaciones o fenémenos de variacién | Situaciones o fendémenos de
IV 1 periodica. variacién periodica.
* Apr.2 Convertira medidas angulares de grados a | Medidas angulares en grados
radianes y viceversa. y radianes. Conversiones.
CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
i. Funcion periodica.
ii. Amplitud, periodo y frecuencia.

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se invierten 3 horas en el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS
El alumno debe utilizar y manejar los procesos de:
i. Trazo de la curva asociada a una funcién periédica a partir de un periodo.

DESARROLLO
Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos probleméticos y
propuestas de solucion
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
i. Proponga al | ;Qué es un movimiento periddico? 1. El concepto de
estudiante diversos | Un movimiento periédico asociado a un objeto tiene la caracteristica de que la | velocidad angular
movimientos trayectoria (del objeto) se repite en intervalos iguales de tiempo, son ejemplos de | constante no se
periddicos, movimientos periodicos: estudia en los
movimientos Ccursos de
oscilatorios y | ACTIVIDAD IV.1 MOVIMIENTOS PERIODICOS matematicas,
vibratorios  como | a. MOVIMIENTOS CIRCULARES UNIFORMES tratelo
los propuestos en | Un movimiento circular uniforme, se caracteriza porque el objeto que lo describe, | intuitivamente.
la actividad IV.1. se desplaza sobre el perimetro de un circulo con una rapidez constante, ejemplos
de estos movimientos son:
i. El desplazamiento de la punta de la aguja de un reloj analogico.
ii. El desplazamiento de los puntos terminales de las aspas de un ventilador.
iii. El dezplazamiento de los puntos de una hélice.
iv. El movimiento de rotacién de la valvula de aire de una llanta.
v. El desplazamiento de un péndulo alrededor de su posicion de equilibrio.
b. MOVIMIENTOS VIBRATORIOS
Son aquellos movimientos en los que el objeto se desplaza de un lugar a otro
respecto a una posicion de equilibrio estable.
i. EI movimiento de vibracién de la membrana de un tambor.
ii. El movimiento de vibracién de la cuerda de un instrumento musical.
iii. El movimiento que efectia una masa colgante de un resorte en equilibrio. La
masa se desplaza respecto a su posicién de equilibrio y luego es soltada,
entonces se produce un movimiento periddico, de amplitud definida en torno a la
posicién sefialada.
iv. El movimiento que efecttia un piston dentro de un émbolo.
JAY
ACTIVIDAD IV.2 MOVIMIENTOS PERIODICOS ESPECIFICOS
a. Un péndulo simple consiste en un objeto suspendido de un hilo (de peso
despreciable). Cuando un péndulo se desvia hacia un lado (por ejemplo hacia la | 2, En los
izquierda) de su posicion de equilibrio (digamos un angulo 6, ) y luego se suelta, | movimientos
oscila (sobre un plano) alrededor de su posicion de equilibrio O, desde —¢, | circulares, los
desplazamientos

hasta 6, con un movimiento, que es a la vez, periédico y oscilatorio (suponiendo
condiciones ideales), vea la figura IV.1. Si @(t ) describe el movimiento angular
del péndulo, se cumple @(t )=6(t+T ) donde T es el periodo de oscilacion,es
decir, el tiempo que tarda el péndulo a su posicién inicial.

/

/
|// \\
/ 0
/

A
m-s.2

m NS

~N -~
-
- 00 00

FIGURA VA1

se efectlan sobre
arcos circulares.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

b. Un oscilador armédnico, es un “cuerpo” que al moverlo fuera de su posicion de
equilibrio oscila en torno a ella. En la figura IV.2 (el “oscilador armonico”,
compuesto por un sistema masa - resorte) el resorte ha sido estirado respecto a
su posicion de equilibrio O y luego se ha dejado en libertad, como consecuencia,
la masa (bloque negro) oscila en torno a su posicion de equilibrio O. El
desplazamiento de la masa la describe la funcion x(t) (y bajo condiciones

ideales) y varia de —x, hasta x, en el tiempo t=T , esta variacion es periddica
y cumple la condicion x(t )=x(t+T ), endonde t representa el tiempo, vea la

figura IV.2.
ﬂ ! - H | ! ! I." | i — H
~% o X =% o X X, X, x O Xo
FIGURA V.2

¢. La figura IV.3 muestra el mecanismo conocido como yugo. Si el eslabén 2 gira
con velocidad angular constante, entonces efectia un movimiento periodico,
completa un giro alrededor de la articulacion O en un mismo periodo de
tiempo. Simultaneamente, los eslabones 3 y 4 de este mecanismo realizan
movimientos periodicos.

FIGURA V.3
TAY

DEFINICION IV.1 (FUNCION PERIODICA)
a. La funcion con regla de correspondencia f , que satisface f(x)=f(x+T)

para cualquier nimero x en su dominio, y para algin nimero real positivo T , se
denomina funcién periédica con periodo T .

b. El valor positivo de menor tamafio de T es el periodo de la funcion.

¢. La amplitud de una funcion periddica es la semidiferencia entre el valor maximo
y el valor minimo del desplazamiento.

La condicién de periodicidad de una funcién periodica, se manifiesta en el plano
cartesiano por medio de una curva que se repite en cada intervalo de longitud T .
La actividad IV.3 muestra los gréaficos de funciones periédicas, asi como algunas
de sus caracteristicas (regla de correspondencia, gréfica, periodo y amplitud).

3. T tiene que ser
el minimo, de no
serlo, la funcién f
también seria
periddica con
periodo 2T, 3T,
4T, etc. y
tendriamos un
nimero indefinido
de definiciones de
periodo.
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Observaciones -
. . _ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias ’
ii. Proponga | ACTIVIDAD IV.3 (FUNCIONES PERIODICAS) 4, El programa de
graficos que | a. La figura IV.4 muestra la funcién periddica llamada “onda cuadrada”, con | la asignatura de

correspondan a
funciones

periddicas, solicite
al estudiante que

identifique los
elementos del
movimiento
periddico que
representan.

0 O<xx<1

con periodo
1 1<x<2

amplitud A=0.5 y regla de correspondencia f(x):{

T=2.

FIGURA V.4

b. La funcién periédica “diente de sierra’, que muestra la figura IV.5, inicia y
termina en los puntos (0,0), (1, 1), respectivamente. Tiene pendiente m=1

y la regla de correspondencia que la define es f (x )=x siempre que 0<x<1y
periodo T =1. Suamplitudes A=0.5.

FIGURA IV.5

c. La figura IV.6 muestra otro tipo de funcién periodica “diente de sierra”, tiene

2x si 0<x<1
regla de correspondencia f = de periodo T =2
g P (X) {—Zx si 1<x<?2 P y

amplitud A=1.

y

2

1

2 -1 0] 1 2 3 >
FIGURA V.6

d. El gréfico mostrado en la figura IV.7 tiene regla de correspondencia

-1.2 -1<x<0 . .
f(x ):{ < con periodo T =2, suamplitud es A=1.2.

12 0<x<1
y
,__112.__9

A S
3 -2 -1 o] 1 2 3

51240 &

FIGURA IV.7

Matematicas IV no
incluye el estudio
de funciones
definidas por
secciones, maneje
este concepto
intuitivamente.
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
ii. Sefale las | Medida de angulos

razones por las que
los grados no son
unidades
adecuadas en la
medicion de
angulos.

iii. Establezca la
dualidad “arco
angulo central”.

A la amplitud (0 medida) de un angulo se le pueden asignar dos tipos de
unidades, éstas unidades son: los grados y los radianes. La amplitud de un angulo
puede definirse en términos de una circunferencia centrada en el eje de
coordenadas del plano cartesiano, si éste es el caso, el vértice del angulo (que se
desea medir) se sitla en el centro de la circunferencia de manera que su lado
inicial coincida con la parte positiva del eje de las abscisas; los angulos se
consideran positivos si se miden en sentido inverso al movimiento de las
manecillas de un reloj, y negativos en el mismo sentido de dicho movimiento.

Un grado es una medida sexagesimal, asi, un angulo de vuelta entera mide 360°,
un angulo recto tiene una amplitud de 90° y un angulo llano tiene una amplitud de
180°. El radian es una unidad longitudinal, y un &ngulo de longitud de amplitud
igual a un radian abarca un arco de circunferencia de longitud igual al radio con el
que ha sido trazada la circunferencia. En una circunferencia de radio de longitud
1 una vuelta completa mide 2z radianes, un angulo de amplitud de un cuarto de

vuelta mide % radianes; y un angulo de amplitud de media vuelta mide =~

radianes.

éste arco mide
lo mismo que
el radio

[
»
N
»

éste arco mide
2ar
360

y 1

0 e 6} X
éste angulo
mide 1° r
éste angulo
mide
un radian

FIGURA V.8

Ordinariamente, en geometria, se utilizan niameros con unidades en grados para
asignar amplitudes a los angulos, sin embargo, en funciones el asignar medidas
de angulos en grados resulta inoperante, jlos grados presentan la desventaja de
estar definidos en base sexagesimal! Para dar solucién a esta problemética es
necesario ftransformar los grados en numeros reales, esto se consigue
estableciendo una equivalencia entre la amplitud de un angulo y la longitud del
arco que subtiende, vea la figura IV.9.

yA
S
> arco subtendido
0 X por el angulo
central X

FIGURA V.9

iii. La dualidad en
cuanto a la longitud
deunarcoyla
amplitud del
angulo central que
lo subtiende es
confusa, utilice
figuras adecuadas.
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
iii. Guie al | Para establecer la equivalencia entre angulos y arcos, se toma como referencia
estudiante para que | una circunferencia de radio de longitud uno anclada en el origen, la longitud de la
“descubra” la | circuferencia coincide con el arco subtendido por un angulo de vuelta entera, es
relacion entre | decir, 360°=27z" 0 simplemente 180°=~" (el superindice " corresponde a las

radianes y grados.

unidades en que se mide el arco).

DEFINICION IV.2 (GRADO Y RADIAN)
Sea una circunferencia de radio con longitud 1, entonces:
a. Un angulo de medida (amplitud) de un grado interseca a un arco cuya longitud
2rr
360
b. Un angulo mide un radian, si sus lados determinan un arco de longitud igual a
un radio en una circunferencia.

¢. La amplitud de un angulo en términos del arco que subtiende es 180° ="

Los radianes son medidas numéricas, es decir, son nimeros reales, por tanto, no
es necesario representarlos como angulos. Suelen representarse y medirse sobre
la recta real. Su ilustracién corresponde al punto que se obtiene al rodar la
circunferencia de radio 1 sobre la recta real. La figura IV.10 describe la relacién
entre la longitud de un arco del circulo unitario y la recta numérica, note que la
recta real IR es tangente al circulo unitario en el punto (1, 0) y a partir de éste

punto se miden los angulos positivos. Asi, cada punto t en la recta numérica
tiene asociado un punto de la circunferencia unitaria (en consecuencia, un angulo
medido en radianes) y viceversa, cada punto P(x,y) en la circunferencia

unitaria tiene asociado un punto t en la recta numérica.

Ya IR

FIGURA V.10

ACTIVIDAD IV.4 (TRANSFORMACION DE UNIDADES ANGULARES)
En una circunferencia de radio de longitud 1:
a. El éangulo de amplitud 45°, tiene asociado un arco de longitud

(45).7 =" ~0.7854 radianes.
180 4

b. El angulo de amplitud @=-18°, tiene asociado un arco de longitud
T
-18 ) 2=
( )180
c. Elarco de longitud @ =1.64", tiene asociado un angulo de amplitud

_ " ~_0.31416 radianes.
10




IV.1 FUNCIONES PERIODICAS y EL CIRCULO UNITARIO 223

Observaciones
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo
sugerencias

Dificultades y
soluciones

(1.64 )@z 93.965° .
v
d. El arco de longitud & =-5.072" tiene asociado un &ngulo de amplitud

(-5.072 )@ ~ —290.604° .
T

[AY

———___ Ejercicios y actividades adicionales ___—

Con el propésito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. Un reloj (digital) tiene en su caratula los nimeros enteros del 1 al 12. Suponga que en este instante indica que son las 9
horas.

a. ;Dentro de 3 horas, ¢qué hora indicara?

b. ;Dentro de 9 horas, ;qué hora indicara?

c. ;Dentro de 12 horas, ¢qué hora indicard?

d. Trace la gréfica que describe la hora sefialada por el reloj en un periodo de 12 horas a partir de la hora inicial.

e. Trace varios periodos.

2. Una hormiga se desplaza, a velocidad constante, sobre una linea (de longitud igual a 20 centimetros, misma que recorre en
2 segundos), para luego retornar a la misma velocidad al punto inicial. Suponga que realiza este recorrido “muchas veces”.

a. Trace la “curva” que describe el desplazamiento de la hormiga.

b. Determine la regla de correspondencia de la funcion que describe el desplazamiento de la hormiga.

3. Suponga que cada dos segundos se emite una sefial sonora cuya intensidad es constante y dura 3 segundos.
a. Trace la “curva” que describe la intensidad de la sefial.
b. Determine la regla de correspondencia de la funcion que describe esta situacion.

4,

a. ¢ Qué distancia recorre un triciclo, si sus llantas tienen un radio exterior de 40 centimetros y éstas giran 40 veces?

b. ;Qué distancia a recorrido el punto extremo de la manecilla de un reloj desde las cero horas hasta las 10:45 horas?,
suponga que la manecilla tiene una longitud de 12 centimetros.

c. ¢ Qué distancia recorre un ciclista, si los radios exteriores de sus llantas son 29 centimetros y éstas dan 253 revoluciones?
d. De una pizza en forma circular, de radio de longitud de 20 centimetros, se ha cortado un rebanada que forma un angulo
central de 30 grados, suponga que la altura de la pizza mide 2 centimetros y es uniforme, ¢ cual es el volumen de la rebanada?
e. ;Cual es el volumen de una rebanada de pastel que forma un angulo de 18 grados, si su radio mide 18 centimetros y su
altura es 10 centimetros).

5. En un reloj analdgico, el movimiento de las manecillas y el angulo que forman respecto al segmento de recta 6h —12h.
Determine la regla de correspondencia que describe el punto extremo de la manecilla en funcién del tiempo y trace la curva de la
funcién.

a. Suponga que la longitud del minutero es 8 centimetros.

b. Suponga que la longitud del horario es 5 centimetros.
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6. La siguiente figura representa un pistén, el punto B se desplaza sobre la circunferencia de radio OP, mismo que forma un
angulo de amplitud x respecto al segmento de recta OP que es paralelo a la parte superior del piston. Q es el punto de
equilibrio, para un periodo.

a. ;En qué instantes el piston tiene un menor desplazamiento?

b. ; En qué instantes el piston tiene un mayor desplazamiento?

c. Trace una curva aproximada, que describa el movimiento del punto A del piston.

/]

7

Tm

1 oo 1 2 3 4 ox 3 210 1 2 3 4 X

8. Suponga que los siguientes angulos centrales pertenecen a un circulo de radio de longitud uno, determine la longitud del arco.
a. 0=>5°. b. =583°. C. 0=23°. d. 9=883°. e. 9=98°. f.0=-19°.
g. 0=162°. h. 9=-87°. i. 0=191°. j- 6=-503°.

9. Suponga que los siguientes arcos subtienden angulos centrales en una circunferencia de longitud uno y determine la amplitud
del ngulo.

a. 9=03". b. 9=83". c. 9=164". d 6=-23". e. 9=538". f.o=-16".

g. 6=0.072".

10. La longitud de un arco de circunferencia de radio r se calcula por medio de la funcion | (ar ): r-6". Determine la longitud

de arco de las circunferencias:
a. =30y r=4. b. 6=120° y r=2. c.0=%yr=6. d.HzMT”yrzs.

11. Un auto en una pista circular recorre un angulo de 135° y barre un arco de longitud 54 .
a. Determine el radio de la pista circular.
b. Determine el area del sector circular recorrida.
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12. Un caballo estd amarrado a un poste con una cuerda de longitud “ L ", el caballo solo se puede movilizar en el &rea en que la
cuerda se lo permite. Si incrementamos 10 metros la longitud de la cuerda, el area por el cual se moviliza el caballo se
cuadruplica. ¢,Cudl es la longitud de la cuerda original?

13. a. El péndulo de un reloj al balancearse describe un &ngulo de 20° y un arco de longitud 3z . ;Cual es la longitud del
péndulo?

b. La llanta de una bicicleta de radio 0.4 metros recorre 5 vueltas por minuto (5rpm) ¢ calcular la distancia que recorrié la
llanta en 30 minutos?

14. El &rea de un sector circular de radio r, se calcula por medio de la funcion s (@ )=1r2¢". Determine el area de un sector

circular;
a. 0=15°y r=4. b.o="yr=6. c.0=110°yr=2. d.0=2%

——Yyr=5.
9 9 y

15. El area de un huso esférico (parte de la superficie de una esfera comprendida entre dos planos que se cortan en el diametro)
r

de radio r se calcula por medio de la funcion A ( 0" ): ar rz( g— J . Determine el area de un huso esférico si:
T

a. 0=30"y r=4. b.e:%yrze. C.0=120°y r=2. d.H:‘%[yr:S.

16. El volumen V de una cufia esférica (de radio de longitud r) se calcula utilizando la funcién Vv (er ): %71' r3[ o j

Determine el volumen de una cufia esférica si:

a 0=45"y r=2. b.H:%yr:& c. =120y r=2. d.o=""yr=2.



SECCION
V.2

FUNCIONES SENOIDALES
Y COSENOIDALES

APRENDIZAJES Y CONTENIDOS TEMATICOS

SECCION

APRENDIZAJES

CONTENIDOS
TEMATICOS

V.2

Apr.3 Comprendera la forma en que se extienden o
generalizan las razones trigonométricas para angulos
arbitrarios.

Apr.4 Extenderd el concepto de razon trigonométrica a
funcion, mediante la elaboracion de una tabla o grafica
de: f (x):senx’ g (x)=cosx_

Apr.5 Analizara e identificara los parametros que
aparecen en las funciones: f (x)=Asen(Bx—C}H+D Y
g (x)=Acos(Bx-C)+D, A como amplitud, B
frecuencia, o desplazamiento vertical y desfasamiento.
Apr.6 Utilizara las funciones trigonométricas para
representar fendémenos de variacion periodica.

Razones trigonométricas
seno, coseno Y tangente para
cualquier angulo.

Funciones trigonométricas:

f (x)=sen(x) g (x)=cos(x)
Grafica, dominio, rango, ceros
amplitud, periodo.

Grafica de las funciones:

f (x)=Asen(Bx—-C)+D
g (x)=Acos(Bx-C)+D.
Analisis del comportamiento
de la grafica respecto de los
parametros A, B, C Y D
Problemas de aplicacion.

CONCEPTOS CLAVE

Los siguientes conceptos son fundamentales para un buen desarrollo del curso:
i. Funcion seno, funcién coseno.

ii. Amplitud, periodo, frecuencia, fase.

TIEMPO ESTIMADO

En situaciones regulares se invierten 15 horas en el desarrollo de los aprendizajes antes sefialados.

PROCESOS Y ALGORITMOS BASICOS

i. Trazo de la curva asociada a funciones senoidales y/o cosenoidales.

DESARROLLO
Estrategias didacticas, actividades de ensefianza aprendizaje, materiales de apoyo, identificacién de puntos problematicos y
propuestas de solucion.
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Observaciones -
- ~ o . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

i. Establezca la | La construccion de las funciones trigonométricas se fundamentan en, un triangulo
diferencia entre una | rectangulo, las razones trigonométricas y el plano cartesiano. El triangulo | 1. Suelen
razon, una relaglpn rectangulo se coloca en el plano cartesiano de manera que su base coincida con | considerarse  los
y una funcion, | el gje de las abscisas y uno de sus vértices con el origen. La figura IV.11 muestra conceptos ge
establezca las | el triangulo rectangulo OBA en el plano cartesiano, el angulo /BOA esté en | razén y relacion
diferencias  entre | osicion normal, su vértice O coincide con el origen, tiene una amplitud (o | COMO €quivalentes,
ellos. ) ) ) ) 3 ) contextualice el

medida de ¢ radianes y la longitud de su hipotenusa es r=/x*+y*~ . Asi, las significado de cada

razones trigonomeétricas, respecto al angulo ~@=~/BOA, se definen en términos | uno de ellos.

de la abscisa, la ordenada y la longitud de la hipotenusa.

A YA A(X,y)
’L
. ax A
hipotenusa +
cateto P y
opuesto <
H | -
0 cateto adyacente B 0 X B X
FIGURA V.11

DEFINICION V.3 (RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO)

Sean: el triangulo rectangulo AOB en el plano cartesiano de forma que el angulo

mZBOA=6, A(x,y) un punto del lado terminal de la hipotenusa y

r=./x*+y? =0 lalongitud de la hipotenusa, entonces:

a. senoazsenezmzl.

longitud de OA r
b. coseno&:cos@:E_Jlbs$:i .
longitud de OA r

ii. Defina las ¢. tangente 0 =g 0 = orden_ada _y
razones abscisa X
trigonométricas de
manera formal. ACTIVIDAD IV.5 (CALCULO DE RAZONES TRIGONOMETRICAS)

a. En la figura IV.12, el lado terminal del angulo ~BOA contiene al punto
A(4,10), entonces x=4 y y=10; de donde, la hipotenusa tiene longitud

) 10 4 10
r=./42+(10 Y =-/116 . Asi, sen9=——, cos 0 = go="—_.
(10) 16 e’ 07 116

y
4 A(4,10)

10

0 4 X
FIGURA V.12
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Observaciones -

. . _ o . Dificultades y

y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias

iii. No olvide que | b. En la figura IV.13., el lado terminal de un angulo ~BOA contiene al punto | 2. El signo
en el plano | A(4,-3), entonces x=4 y y=-3. La longitud de la hipotenusa es | asociado a un
cartesiano, los segmento de recta

segmentos de recta
que forman a un
triangulo estan
dirigidos.

iv. Insista en la
definicion de
funcién.

r=+/42+(-3) =5, por tanto, senaz—gz—o.ﬁ,

3
y
T 4
>
X

4
cosf=——=-0.8
5 y

tgf=——=-0.75.
g 4

3
7S
s A(4,-3)
FIGURA V.13

JAY

Si en la definicién IV.3 consideramos que: el angulo £ es variable, tiene

amplitud variable & y que es posible asignarle los valores, entonces
f(0)=sendyg (0)=seno,

son relaciones entre dos variables, por tanto, tiene asociados un dominio y un

rango (recorrido o conjunto imagen) y jtambién satisfacen la definicion de funcion!,

esdecir, f (0 )=sen® y g (& )=sen@ son funciones.

En la figura IV.14, O es el origen del plano cartesiano y a la vez el centro de una
circunferencia de radio de longitud 1, el punto P pertenece a la circunferencia y
Q es la proyeccion (perpendicular) del punto P en el eje x, entonces estos tres
puntos definen el tridngulo OPQ. Asi, PQ =sent y OQ=cost (no olvide que
los segmentos de recta involucrados estan orientados, por lo que es posible
asignarles signo negativo). Las longitudes de los segmentos (dirigidos por lo que
admiten signo negativo) PQ y OQ dependen (son funcion) de la amplitud del

angulo t, es decir, PQ(t)=sent y OQ(t)=cost (en lo sucesivo daremos un

significado dual a PQ y OQ, segin nos convenga, pueden representar
segmentos de recta o la longitud de ellos.

yA
P(cost,sent)
1
sent
- >
0] cost Q X
FIGURA IV.14

En la figura V.13, la longitud del segmento dirigido PQ (altura del tridngulo
OPQ) es laimagen del angulo especifico t , bajo la funcion f (t )=sent,yla

en el plano
cartesiano se
refiere  a  su
posicibn en el
plano cartesiano y
de ninguna manera
estd  relacionado
con su longitud.
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Observaciones -
. . _ oo . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
v. Con base en la | longitud del segmento de recta dirigido OQ (base del triangulo OPQ) es la | 2. La notacion se
“circunferencia refiere a longitudes

unitaria” defina las
funciones
trigonométricas
seno y coseno de
manera completa
(regla de
correspondencia,
dominio y
contradominio).

iv. Guie al
estudiante par que
obtenga las
imagenes
(inmediatas)  de
asignaciones
especificas al

angulo que define
el dominio de las
funciones
trigonométricas.

imagen del &ngulo t bajo la funcion g, (t ):cost . El'lector debe tener en cueta
que los valores de f (t ):sent Yy g (t )=cost oscilan entre —1 y 1, por lo
que img(sent )=[ 1,1 ]y img(cost)=[ =1, 1 ]. Por otra parte, el punto

P puede rotarse tantas veces como se desee (en ambos sentidos), esto significa
que el dominio de las funciones f (t )=sent y g(t)=cost es el conjunto de

los numeros reales.
La definicion 1V.4 formaliza las observaciones hechas anteriormente.

DEFINICION IV.4 (FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SENO Y COSENO)
Sea t un numero real y P( x,y ) el punto terminal del radio correspondiente al

angulo ~t en la circunferencia unitaria, entonces:

a. La funcion seno tiene regla de correspondencia f, (t)=sent,
dom(sent )=IR, e img(sent )=[ -1, 1 |.
b. La funcion coseno tiene regla de correspondencia g, (t)=cost,

dom(cost )=1IR e img(cost )=[ 1,1 ].

El siguiente paso en el estudio de las funciones trigonométricas consiste en el
trazo de la curva que tienen asociada. La figura V.15, justifica los valores
asumidos por funciones trigonométricas  f, (t )=sent y g, (t )=cost dela

tabla IV.1.

Angulo | 0 | z/2 | = | 372 | 22
sent 0 1 0 -1
cost 11| 0 | 1 0
TABLA VA
y
A
B(0,1)
A(1,0)
» x
C(-1,0) o]
D(0,-1)
FIGURA V.15
Con base en la figura IV.15 determinemos las imagenes de % % y % bajo

las funciones f, (t)=sent y g, (t)=cost.

de segmentos
dirigidos, por tanto,
puede ser
negativa.
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Observaciones -
- ~ . . Dificultades y
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo .
. soluciones
sugerencias
V. Guie al

estudiante en la
obtencion de las
imagenes de las

. . T
asignaciones ( 5

T T
773
variable
independiente  de
las funciones
trigonométricas.
Integre los
resultados en una
tabla.

) a la

Vi. Guie al
estudiante para
que, tomando como
base la
“circunferencia
unitaria” identifique
el caracter de
monotonia de las
funciones
trigonométricas  y
plasme sus
observaciones en
una tabla.

La tabla IV.2 se construye utilizando razonamientos similares al anterior.

Si en la figura 1V.14, el radio de la circunferencia unitaria rota, y el angulo t toma
valores en el intervalo [0, 27 ], entonces el comportamiento de las funciones

A N 3
6 4 3
sent £ E l
2 2 2
cost l £ ﬁ
2 2 2
TABLA V.2

fo(t)=sent y g, (t)=cost, seresume en la tabla IV.3.

Intervalo
para t

f(t)=sent

f(t)=cost

crece desde 0 hasta 1.

decrece desde 1 hasta 0

decrece desde 1 hasta 0.

decrece desde 0 hasta -1.

decrece desde 0 hasta —1.

crece desde -1 hasta 0.

crece desde —1 hasta 0.

crece desde 0 hasta 1.

Las observaciones anteriores sugieren que las curvas asociadas a las funciones

TABLA IV.3

fo (t)=sent y g, (t)=cost son las mostradas en la figura IV.17.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

vii. Integre todas
las observaciones

en un registro
grafico.
viii. Reflieje la

caracteristica  de
periodicidad de las
funciones en el
plano cartesiano.

YA g(t):sent y“ go(t):cost

) 7 U — > 1 ‘i““““?

o} z 3 he t O g\z/gn ot

lp——_—_——————— Z__> Al ————— e >
FIGURA V.17

Si el punto P de figura IV.14 se desplaza sobre la circunferencia con rapidez
constante, entonces las funciones f, (t )=sent y g, (t)=cost son periédicas

y tienen periodo T =27 ; por tanto, sent=sen(t+27 )y cost=cos(t+27 )
0 sent=sen(t—27 )Yy cost=cos (t—27 ).

Si el punto P da n giros con rapidez constante, entonces se cumplen
fo(t)=sent=sen(t+2nz)y go(t)=cost=cos(t+2nz).

FIGURA V.18

Revisemos el efecto de agregar los parametros A, B y C a las funciones
fo (t)=sent y g, (t)=cost; es decir, analizaremos las diferencias entre las

curvas  asociadas a las  funciones f (t)=Asen(Bt+C)
g (t)=Acos( Bt+C) (llamadas funciones senoidales o cosenoidales) con las
curvas asociadas a f,(t)=sent y g, (t)=cost, respectivamente,
basandonos en las curvas asociadas a f, (t)=sent y g, (t)=cost.

El rango (conjunto imagen o recorrido) de las funciones f, (t)=sent vy
dgo (t)=cos t es el intervalo[ -1, 1 |, entonces el rango de las funciones
f (t)=Asent y g(t)=Acost es el intervalo [ —A, A |; por tanto, el
parametro A tiene los siguientes efectos en las curvas asociadas a
fo(t)=senty g, (t)=cost:

i.Si A>1,lacurvaasociadaa f (t)=Asent (0ensucaso,de g(t)=Acost)
representa un “alargamiento” vertical de A unidades de la curva asociada a
fo (t)=sen t (0oensucaso,de g(t)=cos t).

ii. Si 0<A<1, la curva asociada a f(t)=Asent (0 en su caso, de
g(t)=Acost) se contrae (verticaimente) en una proporcion de A unidades
respecto a la curva asociada a f,(t)=sent (0 de la curva asociada a
go (t)=cos t), ademas incluye una rotacion de = radianes respecto al eje de
las abscisas, vea la figura IV.19.
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y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

ix. Induzca al
estudiante a que
descubra la
transformacion que
introduce la
variacion del
parametro A en
las funciones
senoidales
(cosenoidales)

ix. Proponga al
estudiante el trazo
de un periodo de
senoidales con
distinta amplitud.

Pl A>1
Il A=1
AO<A<1 R
2r 't
YA
VR
\ A>1
// 1 \_ .
7 \

o
o

Ii AZT
/7 0<A<1

J 3n/2

FIGURA V.19

ACTIVIDAD V.6 (AMPLITUD DE SENOIDALES)
a. g(t)=—2cost oscilaentre -2 y 2, tiene amplitud A=|-2|=2.

b. f(t):fgsent oscila entre ~2 y 2 suamplitudes A=| -2 |= 2.
3 3’3 33

c. f(t)=£sent oscila entre ~X y L suamplitudes a=|-1|-1
2 272 2| 2

JAY

ACTIVIDAD V.7 (EFECTO GRAFICO DE LA AMPLITUD)
a. La figura V.20 muestra un periodo de las curvas asociadas a f, (t )=3sent,

f,(t)=sent, fa(t):%sent y f4(t):—%sent.

;/“ f(t)=3sent ——-
/”\\\ f(t)=sent ——

2 / \ f(t)=% sent — —
/ \\ fA(t): -lh gen teeesess

---------
. e
.
o ta,

----

/
\ /
\ /
\ /
\ /
3 N’
FIGURA IV.20

b. La figura IV.21 muestra un periodo de las curvas asociadas a g, (t )=2cost,

g, (t)=cost, g, (t):%cost,y g, (t)=-3cost.
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Observaciones

y
sugerencias

Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo

Dificultades y
soluciones

ix. Muestre la
importancia de los
ceros de las
funciones
f(t)=Asent y
g(t)=Acost

en la determinacion
del periodo de las
funciones

f, (t )= AsenBt

y
g, (t )=Acos Bt .

X. Guie al
estudiante para que
descubra el efecto
de introducir el
parametro B en
f(t)=Asent y
g(t)=Acost.

A gl(t) =2C0St =——-=

0
0

3 gz(t):cost E—

o
of
o
o

_2 .'.: \~// s
g(t)=%C0St mum
_3 aet® 3
g (t)= -3cost wweeee
FIGURA V.21

TAY

La funcion senoidal f (t)=Asent (0 g(t)=Acost) tienen periodo T =27,
periodo que ocurre en el intervalo [ 0, 27 ], como consecuencia, para
determinar las asignaciones a la funcion f, (t )= AsenBt (0 g, (t )=AcosBt),
que limitan uno de sus periodos, es necesario resolver las ecuaciones Bt=0 Yy
Bt =27 . Asi, los valores de la variable t que limitan un periodo de esta funcién

2r . .
son t=0y tzg, en consecuencia, uno de sus periodos ocurre sobre el

intervalo [ 0, %” } . Por otra parte, el nimero de periodos (o parte fraccionaria)

de la funcion senoidal f, (t )= AsenBt (0 g, (t)=AcosBt) contenidos en el
intervalo [0 , 2 ] recibe el nombre de frecuencia.

Si relacionamos el periodo de una curva senoidal (o cosenoidal) se encuentra la
frecuencia, el parametro B de la funcidn trigonométrica indica el numero de
veces (0 en su caso la proporcién) en que se puede trazar un periodo sobre el
intervalo [0 , 27 | por lo que su “valor absoluto” recibe el nombre de frecuencia.

DEFINICION IV.5 (PERIODO DE LAS FUNCIONES SENOIDALES)
Si f,(t)=AsenBt (0 g, (t)=AcosBt), entonces

. , 2
a. El periodo es el nimero T = ?ﬂ .

b. Un periodo ocurre en el intervalo { 0, %” }

c. El nimero \ B |, se denomina frecuencia.

La introduccion del parametro B>0 en f(t)=Asent 0 en g(t)=Acost
(que genera las funciones f, (t)=AsenBt y g, (t)=AcosBt) tiene los
siguientes efectos:

. 2 ,
i. Si B>1, entonces ng es menor que 2z Yy la curva asociada a

f,(t)=AsenBt (0 g, (t)=AcosBt) oscila con mayor rapidez que la curva
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asociadaa f (t)=Asent (0a g(t)=Acost).
ii. Si 0<B<1, entonces T = %” es mayor que 2, esto significa que la curva

asociadaa f, (t)=AsenBt (0a g, (t)=AcosBt) oscila con menor frecuencia
que la curva asociadaa f (t)=Asent (0a g(t)=Acost).

ACTIVIDAD IV.8 (EFECTO DEL PARAMETRO B)

1 2r

a.Si f(t)=2cos %t,entonces B=3 ¥y T="=6r. El intervalo [0, 27 ]

w\»—-‘

, 1 . . .
contiene 3 de periodo, por lo que un periodo completo ocurre en el intervalo
[0,67].

b. En g(t)=—3sen4t, entonces B=4 y T :27”:%7[, es decir, el intervalo

[0, 27 | contiene B =4 periodos.
VA

ACTIVIDAD IV.9 (EFECTO GRAFICO DEL PARAMETRO B)
a. La figura IV.22 muestra un periodo de las curvas asociadasa f(t)=Asen2t,

f(t)=Asent, f(t):Asen%t, f(t):Asen%t y f(t):Asen%t (con

YA |f(t)—Asen2t| | (1) =Asen 1/3t
A -~

\
\\\

A>0).

>

.' :: \ . »
0 i 2m \ N, 37r‘\ Aln' :/571 t
\
) p ;\;"{_},4/ -
|f(t)=Asent| |f(t):Asen 1/2t|

FIGURA 1V.22

VA

Revisemos el efecto grafico que se produce en la curva asociada
af,(t)=AsenBt (0 a g,(t)=AcosBt) al agregar el parametro C a la

variable independiente, es decir, determinemos las diferencias entre las curvas
asociadas a f, (t)=Asent y f,(t)=Asen(Bt—C) (0 g, (t)=AcosBt y

y 95 (t)=Acos(Bt—C)).
Puesto que f, (t)=Asent completa un periodo en el intervalo [O 2;}

entonces f, (t )=Asen(Bt—C ) lo completara si Bt-C =0y Bt—C =2z, es

decir, lo completara sobre el intervalo {% ,%+%ﬁ] jnote que éste Ultimo

intervalo es un desplazamiento de % unidades del intervalo [ 0, %r } !

La inclusién del parametro C en una funcion senoidal se manifiesta como un
. . C . . .
desplazamiento horizontal de B unidades de la curva que tiene asociada, tal

desplazamiento recibe el nombre de fase.
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Observaciones Dificultades
y Actividades de enseianza aprendizaje y materiales de apoyo . y
. soluciones
sugerencias ]
Xi. Guie al | DEFINICION IV.6 (FASE)

estudiante para que
descubra el efecto
de introducir el
parametro C en
f, (t)=AsenBt

g, (t)=AcosBt .
Resalte la
importancia de los
Ceros.

En f,(t)=Asen(Bt—C)y g, (t)=Acos (Bt—C), entonces el nimero %

se denomina fase (0 corrimiento de fase).

La figura IV.23 ilustra la fase (o corrimiento de fase) de las curvas de las funciones
senoidales f, (t)=Asen(Bt—C) Yy g, (t)=Acos (Bt-C).

. _2x
periodo T =% 27

eriodo T =%

A > A e— N
= 5 r—> = >
Elol ¢ t glo < Sy t

f—> l—

fase fase
FIGURA V.23

ACTIVIDAD IV.10 (TRAZO DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES SENOIDALES)

a. Para trazar un periodo de la curva asociada a g ('t )=cos [t —%j notemos

que la amplitud es A=1, que tiene periodo T =%”=27z y que su fase es

S:5; de t—%:o y de t—%:Z;r obtenemos t =

117
t=""—, por tanto,
B 5 y 5 P

i
5
en el intervalo [ % , % } ocurre un periodo, vea la figura IV.24.

YA

| \ /

)| ¢ v iyt
5 5

-1

FIGURA V.24

b. Para trazar un periodo de la curva asociada a f (t ):—%sen(t-r%j,

notemos que la amplitud es A:% , €l periodo es T :%rzbz y la fase es

S:—ﬁ,de t+%=0 y de t+%=27z obtenemos t=-

r
t=—, por tanto,
B 2 y 7 P

N

en el intervalo [ —% , 77” } ocurre un periodo, vea la figura IV.25.
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3
/-\ ;
_N T _77! 4 t
4 4
_2
3

FIGURA 1V.25

2r

¢. La funcion f(t):gsen Z[t—szgsen( 2t—7j tiene amplitud A=
2 3 2 3 2

) C 2z
periodo T-m_om_ y fase =
B 2 B
T

De 2t—2?”:0 y de

Wy

3
2

2t—2—”:27r obtenemos t =" y t=4—,
3 3 3

por tanto, en el intervalo [ % 4?”}

ocurre un periodo, vea la figura IV.26.

y
3 A
//\ 2 //\
/ \ / \
/ \ / \
l \ J \
‘ I’ﬂ.’ T ‘ I
\ / \ /
-3 L/ N4

FIGURA 1V.26
TAY

El “pardmetro D" en la curva asociada a f, (t)=Asen(Bt—C )+D (0 a
g, (t)=Acos(Bt—C )+D) se manifiesta como un desplazamiento vertical de
la curva asociada a f, (t)=Asen(Bt—C ) (0en su caso de la curva asociada a
g; (t)=Acos(Bt-C)).

ACTIVIDAD IV.11 (DESPLAZAMIENTO VERTICAL)

. 3 "
a. Para trazar la curva asociada a f (t )=§sen Z[t—f]ﬂ, la reescribimos

3
como f(t):gsen[ 2t—2?”)+1. Asi, oscila entre —% y g su periodo es

_T De 2-F -0y a-F_og
3 3

l\)‘m‘g’

T:%’T:n y tiene fase

w| O

3

. 4
obtenemos t:% y t:%[, por tanto, en el intervalo [% ?”} ocurre un

periodo, vea figura IV.27.
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2 . \\/ p 4 \/ 2n\_,>t

FIGURA IV.27
b. La curva asociada a g(t)zécos[ 2t+2?”)—2 oscila entre —g y —%,
27
tiene periodo Tzz—”:zz y su fase es S:izz. De 2t+2—”=0 y
2 B 2 3 3
2t+2?”:27r obtenemos tzfg y tzz?”, luego sobre el intervalo

[ —% , 2?” } ocurre uno de sus periodos, vea la figura IV.28.

FIGURA 1v.28

VA

FENOMENOS DE VARIACION PERIODICA

La oscilacién del péndulo, las vibraciones de un puente, el flujo de corriente
eléctrica, las vibraciones de las cuerdas de un instrumento musical, el movimiento
de un punto perteneciente a un disco que gira, etc. representan movimientos
periodicos. Los movimientos periodicos (bajo ciertas suposiciones) se modelan,
por medio de una funcién trigonométrica.

Una particula que se mueve verticalmente tiene un movimiento arménico simple
cuando su desplazamiento esta dado en funcion de t por alguna de las funciones
y(t)=Asena(t—e) y x(t)=Acose(t-e), |A| es la amplitud del
desplazamiento del movimiento de la particula (que varia entre —A y A). Una
imagen de la funcion seno se repite cada vez que el angulo se incrementa en 27
radianes, entonces la posicién de la particula se repite después de un periodo

2r . - . .
==, por tanto, el periodo es de un movimiento arménico simple, esto es
w

2r . - - . .
T=""". Lafrecuencia f de un movimiento armdnico simple se define como el
w

numero de oscilaciones (o ciclos completos) por unidad de tiempo; asi f = % .La

cantidad o, llamada “frecuencia angular’, esta relacionada con las cantidades

antes definidas por @ = ZT—” =2z f.
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ACTIVIDAD V.12 (SISTEMA MASA - RESORTE)

Una masa esta suspendida de un resorte, el resorte se comprime 5 centimetros y
luego se libera. Si la masa regresa al punto inicial después de 3 segundos, para
establecer la funcion que describe el movimiento (suponiendo movimiento
armonico simple), notemos que inicialmente la amplitud del resorte es 5
centimetros, es decir, a=5 en el tiempo t =0, entonces la funcién que describe
la posicion de la masa es y(t )=5sen wt . Dado que la masa regresa a los 3

segundos, el periodo es T =3, en consecuencia, Tzz—”:3, de donde
[0

wz%r. Finalmente, y(t)=55en2§t, t>0 y y(t) representa el

desplazamiento a partir de la posicién inicial.
A

ACTIVIDAD V.13 (MANIVELA)

a. La manivela de una maquina tiene una longitud de 50 centimetros y gira con
un movimiento arménico simple a razén de 0.5 revoluciones por segundo, por
tanto:

i. La manivela tiene una longitud de 50 centimetros, en consecuencia,
amplitud =| 50 | =50 .

ii. La manivela da media revolucion por segundo, es decir una revolucién cada
dos segundos, entonces el periodo es T =2, yla frecuencia f = % Dado que

a)zz—”=27rf , entonces a)zz—ﬂzzr

T 2
iii. Dado que f (O )= 50, la funcién que relaciona el desplazamiento horizontal
con el tiempo es de la forma f (t ): acosw-t, por consiguiente

f (t)=50cos zt, con t> 0. Vea la figura IV.29.
— \

'4 \

P/ S —— .&L‘ 0"
FIGURA V.29
b. Una manivela con radio de 28 centimetros gira a razén de 16 revoluciones
por segundo. Supdngase que el movimiento empieza cuando la manija esta en

T .y .y .
a=1 Para obtener la funcidén que representa la proyeccion de la manija sobre

el eje vertical en el tiempo f. Notemos que, proyeccion es sobre el eje vertical,
entonces el movimiento armoénico es de la forma: f (t)=a-cos(wt—c), pero

a=28, ot=16-27t 0 wt =32xt, entonces f(t):28cos(327zt+%)

JAY

ACTIVIDAD V.14 (LIMA GIRATORIA)

El extremo de una lima recta, de amplitud 5 milimetros, como se muestra en la
figura 4.30, se sujeta a un tornillo de banco. El extremo libre se pone a rotar a
razén de 8 ciclos por segundo. Para establecer la funcién que describe su
movimiento supongamos que ésta es de la forma f (t )= Asen Bt .
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Inicialmente, f(0)=Asen 0=0 con A=5 milimetros y B:B(i”):wn,

por consiguiente, f (t)="5sen16xt, siempre que t>0.

o/

FIGURA V.30 FIGURA V.31

JAY

ACTIVIDAD V.15 (DIAPASON)

Las ondas del sonido, generadas por un diapason, se pueden describir por medio
de la funcion f(t)=AsenBt. Cuando el diapason vibra a 440 ciclos por
segundo y tiene una amplitud de 0.005 cms., la funcién que describe las ondas
emitidas es f (t)=0.005sen440( 27 )t 0 f(t)=0.005sen880t . Vea la figura

Iv.31.
A

Ejercicios y actividades adicionales __——

Con el propodsito de reforzar los aprendizajes alcanzados por los estudiantes, UD. puede implementar en el desarrollo de sus
clases algunos de los siguientes ejercicios o actividades.

1. Determine: el dominio, la imagen, la amplitud, el periodo, la frecuencia y trace la curva de las siguientes funciones.

a. f(t)=3sen2t. b. f(t):cos%t. c. f(t)=—2cos3t. d. f(t):—ﬁsen%t.

e. f(t)=—4sen3t. f. f(t):cos%t. g. f(t ):—ZSen%t. h. f (t)=7cos6t.

2. Determine la amplitud, el periodo, la frecuencia, la fase y también explique las transformaciones requeridas para obtener la
curva correspondiente a partirde f(x)=senx 0 f(x)=cosx .

a. f(x)=—%sen(x+n). b. f(x):sen[%x+%j. c. f(x):2005[2x—%) d. f(x)=2$en(%x+%j.

_ T 1 oz _ 1 o _ oz
e. f(X)— 3005(2x+—j. f. f(x)——4sen( 2X —3) g. f(x)_ 74sen(4x 76) h. f(x)—2cos[3x —2)
i 1 1o i -2 +3i = 2, _ 1 L
I.f(x)—zsen(4x 6) J- f(x) 5COS[2X 4]. k.f(x) 7sen( SX 3). 1. f(x)— 5sen(sx 6]'

3. Verifique (graficamente) que las funciones f (x)=senx y f(x)=cosx estan desfasadas % radianes.

4. Utilice el circulo trigonométrico y explique por qué, f(x)=sen(x )=-sen(—x)yb. f(x)=cos(x )=cos(—x).
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5. Determine la amplitud, el periodo, la frecuencia, la fase y dibuje la gréfica.

a. f(x):lcos( x—fj+3. b. f(x):—ZSen[lx+£J—1. c. f(x)=—2005(3x—£]+5.
4 6 5 3 4
1 z z 1 V4

d. f(x):fsen(x—f]—& e. f(x):—2c05[3x+fj+5. f. f(x):—4sen[fx——]—6.
3 5 8 4 10

6.5i f(t)=Asenw(t—c)+Dy g(t)=Acosw(t—c)+D.Determine: laregla de correspondencia, el dominio, el rango y
trace la curva asociada.

a. A:3,W:£yC=£. b. A=—2,w:3yc:£. C. Azfi,w:lyc:l. d Azfi,w:gyc:fz.
3 7 8 10 5 10 5 3 8
e. A== w-l c——7 yp-—2 f A=20,w=3,c=" yD=6. 9. A=-12, w=4 ,c=" y D=—4.
5 10 20 7 3

h. A=9, w=6, c=—% y D=4.

7. Las siguientes curvas corresponden a periodos completos de funciones senoidales o cosenoidales. Determine la amplitud, la
frecuencia, el periodo, la fase y la posible funcion de las forma f (x )=Asen(Bx—-C )y g(x)=Acos(Bx—C ) que éstas

pueden ser.
a. b. c. d.
y

<
<

wiy
Ty
1

»

> »
0 2”\/ " /5 i /f-f
-5 -0.7 k4
0

coly

z \/yn »x
8 8
-4 5

8. Reescriba la funcion f (t)=—sent en términos de la funcion f (t)=sent y un corrimiento de fase.

9. Reescriba la funcion f (t)=—cos t en términos de la funcion seno y un corrimiento de fase.

10. a. Determine una funcion senoidal que tenga curva asociada idéntica a la curva de f (t )= cos (

oo\k! -b\-ﬁl

b. Determine una funcién cosenoidal que tenga curva asociada idéntica a la curva de f (t)=sen ( J

¢. Determine una funcion cosenoidal que tenga curva asociada idéntica a la curva de f (t )= —sen ( 2t— %j .

d. Determine una funcion senoidal que tenga curva asociada idéntica a la curva asociadaa f (t )= cos [ 4t - %j .

11. Construya una funcién senoidal (cosenoidal) con las siguientes caracteristicas.
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a. Amplitud A=2, periodo gnyfase %. b. Amplitud A=3, periodo 37 y fase %. ¢. Amplitud A:%, periodo 47y fase

r
3

12. Determine la fase ¢ de tal forma que las funciones dadas sean iguales.

a. f(t)=senty g(t)=—sen(t+o). b. f(t)=senty g(t)=sen(-t+¢p).
c. f(t)=senty g(t)=cos(t—¢). d. f(t)=senty g(t)=cos(t+¢).
e. f(t)=senty g(t)=—cos(t+¢). f. f(t)=senty g(t)=—cos(-t+g).

13. La aceleracion “A” de un objeto sujeto a un resorte estd dada por la funcion de regla de correspondencia
A(t):—ZZOsen( 2t+%j.

a. Determine, la amplitud, el periodo y la frecuencia.
b. Grafique la aceleracién como funcion del tiempo.
c. Reescriba la expresion anterior en términos de la funcion coseno .

14. Una onda puede ser modelada por la relacion S =0.04sen[27(x—80)].

a. Determine, la amplitud, el periodo y la frecuencia.
b. Grafique el desplazamiento S como una funcién del tiempo t .

15. Escriba la ecuacion del movimiento de un péndulo que oscila con una amplitud de 96 centimetros y un periodo de 2.5
segundos. Haga un esbozo de su gréfica.

16. Si B es pequefia, la relacion y(t ): Bsen wt aproxima la forma de las olas del océano.

a. Dibuje 4 ciclos para una ola descrita por la relacion y(t )= sen Z”—Ot :
b. Dibuje 3 ciclos para una ola descrita por la relacion y(t )=0.2sen Z”—Ot :

17. La variacion normal de la temperatura media se aproxima mediante la funcion T (t )=55+38 sen[ %(t -100 )} :

Suponga que T estd en grados °F y que t es el nimero de dias a partir del primero de enero.
a. Determine, la amplitud, el periodo y la frecuencia.

b. ;Cual es la temperatura media anual para un periodo de 2 afios?

c. Dibuje la gréfica de la relacién.

18. El desplazamiento S de cierto resorte se puede describir como una funcion del tiempo t, de acuerdo con la funcién
S(t )=7sen 12t.

a. Determine la amplitud, el periodo y la frecuencia.

b. Dibuje la gréfica de la funcion.

c. Reescriba la expresion anterior en términos de la funcion coseno .

19. La temperatura T de un gas es una funcion del tiempo t y esta dada por T(t )=100—-50sen2rt .

a. Grafique la relacion de la temperatura T con el tiempo t .
b. Determine la amplitud, el periodo y la frecuencia.

20. Un faro se encuentra en un arrecife a 100 metros de la costa.

a. Escriba la distancia d a un punto P de la costa como funcion del angulo x (formado por la perpendicular del faro a la costa
y la transversal del faro al punto P.

b. Si el &ngulo mide 1.4 radianes, ¢cuanto mide la distancia del punto a la costa?

c. Si el angulo mide 0.8 radianes, ¢cuanto mide la distancia del punto a la costa?
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21. Determine la funcién trigonométrica correspondiente.

a. La longitud de la altura de un triangulo equilatero en funcién del angulo formado por la base y uno de los lados.

b. La altura de un triangulo isdsceles, de lados iguales de 4 unidades, en funcién del angulo formado por la base y uno de los
lados.

22. La fuerza electromotriz E , en voltios, para cierto circuito de corriente alterna satisface la ecuacion
E (t)=110sen (80xt ), t>0 donde t representa el tiempo.

a. ;Cuél es el valor maximo de E?

b. ;Cual es el periodo de E?

c. Dibuje dos periodos de E .

23. a. Verifique que el area A de un tridngulo isésceles cuyos lados iguales miden r unidades y el angulo entre ellos es 4
estd dada por A(e ):%rzsen 6.

b. ;Para qué valores de @ tiene sentido la expresion anterior?
c. Si r =1 dibuje dos periodos de A, ;en términos préacticos tiene sentido ésta curva?

24. Suponga que la distancia d (en metros) que un objeto recorre en un tiempo t (en segundos) se rige por la funcion
d(t)=8sen(5t), t>0.

a. Describa el movimiento del objeto.

b. ; Cudl es el maximo desplazamiento desde la posicién de equilibrio?

c. ;,Cual es el tiempo necesario para cada oscilaciéon?

d. ;Cual es la frecuencia?

25. Un rectangulo esta inscrito en un semicirculo de radio de longitud 1.

a. Muestre que el area contenida por el rectdngulo es A=2sen&cos@d, donde el &ngulo & tiene su vértice en el centro de la
semicircunferencia, y sus lados tienen extremos en el vértice y en las esquinas del rectangulo.

b. ;Para qué valores de @ tiene sentido la expresién anterior?

c. Determine el angulo con el que obtiene la mayor area.

d. Determine las dimensiones del rectangulo mas grande.

26. Un canal para desaguar la precipitacién pluvial se construirad con una hoja de latén de 12 centimetros de ancho. Luego de
marcar una longitud de 4 centimetros a lo largo de la hoja, se doblaran hacia arriba formando angulos de @ grados respecto a
la horizontal.

a. Verifique que el area de la abertura como funcion de @ es A( @ )=16sen&( cosd+1) si 0° < <90°.

b. Si el angulo 6 que maximiza el area A esta dado por la ecuacion cos20+cos@=0°para 0°<&<90°, resuelva la

ecuacion.
c. ¢;Cual es el drea maxima de la abertura?

27. El nimero de clientes de una tienda varian senoidalmente. Existen 800 el primero de abril y 900 el primero de octubre.
a. Determine una funcién que describa el comportamiento de los clientes.
b. Determine una funcién que describa el comportamiento de los clientes desde el inicio del afio.

28. El desplazamiento x , en metros, que un objeto recorre en un tiempo t satisface la relacion x =12sen 7t .

a. Describa el movimiento del cuerpo.
b. ;Cual es el tiempo necesario para cada oscilacién?
c. ;Cuél es la frecuencia?

29. Un objeto se encuentra sujeto a un resorte, el resorte es jalado hacia abajo hasta que se incrementa su longitud 10
centimetros desde su posicion de equilibrio y después es liberado. Si el tiempo que requiere para efectuar una oscilacion es de
4 segundos, establezca la funcién que describe el movimiento del cuerpo, desde su posicidn de equilibrio, en funcién del tiempo
t.



SD 1. VARIACION PERIODICA

APRENDIZAJES
Apr.1 Explorara situaciones o fenémenos de variacién periédica.

CONTENIDOS TEMATICOS

Situaciones o fendmenos de variacién periodica.

APERTURA

Revisidn previa del documento

Tenenbaum, S. (2009) Objetivo: matematica Montevideo — Uruguay. Recuperado de http://www.x.edu.uy/index.html
DESARROLLO

1. Tomando como base las lecturas previas responda las preguntas:

a. Menciona la importancia de las funciones periédicas.

b. En un contexto grafico, ¢qué es una funcién periodica?

c. Formalmente, ¢ qué es una funcion periddica?

d. ;Por qué en una funcién periédica el periodo T tiene que ser positivo y minimo?

e. Proporcione, al menos dos, ejemplos de graficos que correspondan a funciones periodicas.

f. Proporcione, al menos dos, ejemplos de funciones periddicas.

2. La funcion "cuél es la hora”, se representa por h(t ) (formato 0 a 24 horas).
a. Suponga que en este instante son exactamente las 17 horas, entonces h ( 0 )=
b. ; Qué horas seré dentro de 24, 48, 72, etc.?, es decir:
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c. Complete la tabla.

Tiemp(()ht(;z;lgs)currido h ( t ) Tiemp?ht;?::)currido h(t ) Tiemp(()ht(r)?gss)currido h (t )

0 28 52
4 32 56
8 36 60
12 40 64
16 44 68
20 48 72
24

d. ;Por qué la funcion "cuél es la hora” es periddica?

e. ;Cual es el periodo de la funcion "cual es la hora”.

f. Trace la gréfica que corresponde a la funcion "cual es la hora”. ;Por qué los segmentos de recta que incluye son continuos?

g. Determine y escriba la regla de correspondencia de la funcién "cual es la hora”.
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CIERRE

1. Proporcione la definicion formal de una funcion periddica.

2. ;Cual es la caracteristica basica de la representacion grafica de de una funcién periodica?
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SD 2. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, UNIDADES

APRENDIZAJES
Apr.2 Convertira medidas angulares de grados a radianes y viceversa.

CONTENIDOS TEMATICOS
Medidas angulares en grados y radianes.
Razones trigonométricas seno, coseno y tangente para cualquier angulo.

APERTURA
Revisidn del célculo del perimetro de un circulo. Regla de tres.
Revision de las razones trigonoméricas: seno y coseno.

DESARROLLO
I. Conversion de medidas de amplitud.

1. ¢ Qué significa que un arco subtienda a un angulo central (es decir, que un angulo central sea subtendido por un arco). Trace
una figura.

2. Suponga que un angulo central se puede medir en términos de la longitud del arco que lo subtiende.
Cuando la amplitud (o medida) de un angulo central se lleva a cabo en términos de la longitud del arco que lo subtiende
se le asignan como unidades los radianes.

a. ;Cual es la amplitud de un angulo de vuelta entera (suponga radio unitario), en términos de la longitud de la circunferencia?

b. ;Cual es la amplitud de un angulo de vuelta entera (suponga radio unitario), en unidades sexagesimales (grados, minutos y
segundos)?

c. Establezca la ecuacion, en su forma mas simple, que relaciona las unidades de amplitud de un angulo central (radianes y
grados).

d. Aplique “la regla de tres” y obtenga las funciones (regla de correspondencia, dominio y reango o recorrido) que son Utiles en la
conversion de radianes a grados y viceversa, de grados a radianes, trace sus gréficas.
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e. Trace las gréficas de las funciones que obtuvo en el inciso anterior.

f. Complete la tabla (en términos de = ).

GRADOS 30 45 60 90
RADIANES
g. Complete la tabla (en términos de = ).
T V4 T T
RADIANES o " 3 5
GRADOS
CIERRE

1. ¢ De qué tipo es la funcidn que obtuvo para convertir grados en radianes?

2. ; De qué tipo es la funcion que obtuvo para convertir radianes a grados?
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SD 3. TRAZO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

APRENDIZAJES

Apr.3 El alumno comprendera la forma en que se extienden o generalizan las razones trigonométricas para angulos arbitrarios.

Aprd Extendera el concepto de razon trigonométrica a funcion, mediante la elaboracién de una tabla o gréfica de:
f(t)=senty f(t)=cost.

CONTENIDOS TEMATICOS

Razones trigonométricas seno y coseno para cualquier angulo.

Funciones trigonométricas f (t )=sent y f(t)=cost; dominio y rango.

APERTURA
1. Revisién de: El circulo unitario, las razones trigonométricas de un triangulo.

DESARROLLO
a. Trace un circulo unitario (de radio de longitud uno) cuyo centro coincida con el eje de coordenadas, el radio esté en el primer
cuadrante y tenga extremos en los puntos OA. Proyecte (perpendicularmente) el punto A en el eje de las abscisas y nombre el
punto de proyeccion como B. En la figura anterior marque el triangulo rectangulo OAB, nombre al angulo con vértice en el
punto O como t.

longitud del cateto opuesto to longitud del cateto adyacente
longitud de la hipotenusa longitud de la hipotenusa
teorema de Pitagoras y utilice las figuras que se muestran a continuacién para completar la tabla.

b. Recuerde que, en un triangulo rectangulo, sent =

m|\r z
1 313 1 4
i ? 1
2
r z KL
6 6 4
[ !
2 2 !
T T
t - - —
6 4 3
sent

cost
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¢. Tome como base la figura y complete la siguiente tabla.

y
2 A(cost,sent)
1
sent
t\ »
Ol cost g T X
T s
t 0 = — = =
6 4 3 2
f(t)=sent
f(t)=cost

d. Utilice la tabla del inciso anterior y trace la curva correspondiente.

y y
4 f(t)=sent 4 f(t)=cost
1 1
o 3 3 A 0 L E AL
6 4 3 2 6 4 3 2
-1 -1

e. Considere que en el segundo cuadrante la funcion f (t )=cost (longitud de la base del triangulo rectangulo en el circulo
unitario) se le asigna signo negativo (por la forma en que se encuentra orientada) y complete la siguiente tabla.

Vs Vs A 67 5r
= = — | = | = T
3 2

p/a
t =z
0 6 6 8 6

i
4

f(t)=sent

f(t)=cost

f. Utilice la tabla del inciso anterior y trace la curva correspondiente.
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y
2+ f(t)=sent
1
o z £ x LR [ S gt

6 4 3 2 6 8 6

-1

yA

f(t)=cost
1
0 z z z z 4z 67 S5z 7r>t
6 4 3 2 6 8 6
-1

g. En el tercer cuadrante ambas funciones ( f (t )=sent y f(t )=cost) son negativas. En el cuarto cuadrante f (t)=cost

es positiva y la funcion f (t )=sent es negativa, utilice estos hechos y complete la tabla.

Vs Vs Vs Vs A 67 5r T 5r 4z 37 107 1ix
t ol === == =]~ | | —| =| = || = 1|2z
6 4 3 2 6 8 6 6 4 3 2 6 6
f(t)=sent
f(t)=cost

h. Utilice la tabla del inciso anterior y trace la curva correspondiente.
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y
4 f(t)=sent
1
4 T 3 5 3 7 > t
ry T
0 n z 471' T Z” 2:1 i on
-1
yA
f(t)=cost
1
0 K3 L 3 5n 3z n 2 > t
4 2 n T z 2 2 n
-1
CIERRE
1. ¢ Cual es el periodo de las funciones f (t)=sent y f(t)=cost?
2. Trace varios periodos de las funciones f (t )=sent y f(t )=cost.
f(t)=sent y
1
>
-5z7 -4z -3z -2ax -m O # 2n 3t 4x Sz 6w t
-1
f(t)=cost y
1
>
-5z -4z -3x -2x -m O 7 2r 3w 4x 5zm 6w t
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3. Establezca el dominio y rango (recorrido o conjunto imagen de las funciones f (t )=sent y f(t)=cost.
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SD 4. PARAMETROS DE LAS FUNCIONES SENOIDALES (COSENOIDALES)

APRENDIZAJES

Aprd Extendera el concepto de razon trigonométrica a funcion, mediante la elaboracién de una tabla o gréfica de:
f(t)=senty f(t)=cost.

Apr.5 Analizard e identificarda los pardmetros que aparecen en las funciones: f(t)=D+Asen(Bt+C) y
f(t)=D+Acos (Bt+C). D desplazamiento vertical, A amplitud, B frecuencia, y desfasamiento.

CONTENIDOS TEMATICOS
Gréficas de las funciones f (t )=D+Asen(Bt+C) Y f(t)=D+Acos (Bt+C).
Analisis del comportamiento de la gréafica respecto de los parametros A, B, C y D.

DESARROLLO

a. Amplitud.

i. Trace un circulo de radio de longitud A cuyo centro coincida con el eje de coordenadas, el radio se encuentre en el primer
cuadrante y tenga extremos en los puntos OP . Proyecte (perpendicularmente) el punto P sobre el eje de las abscisas y
nombre el punto de proyeccion como Q. En la figura anterior marque el triangulo rectdngulo OPQ, nombre al angulo con
vértice en el punto O como t .

ii. Tome como base la figura, revise la forma en que varia las funciones f (t )=Asent y f(t )=Acost y complete la siguiente
tabla.

P (cost,sent)

A

t\ Asen t .

0 | Acost Q X
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A 67 5 T 5 Az 3r 107 11
t ol |21 = === |=|=]2
6 4 3 2 6 8 6 6 4 3 2 6
f(t)=Asent
f(t)=Acost
Ya
A
f(t)=Asent
1
o 3 T 3 5 3 7 >t
£ 7T T 7T T
z 2 2 ™ i 7 i 2n
-1
-A
YA f(t)=Bcost
A
1
0 z T 3 5n 3 n >t
Z 2 Z ™ i 7 i 2n
-1
-A

iii. Sobre los sistemas cartesianos anteriores trace las curvas asociadasa f (t)=sent y f(t)=cost (utilice un color distinto)
y describa los efectos geométricos de incluir el parametro A en las funciones senoidales f (t )=sent y f(t)=cost.
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b. Frecuencia
i. La funcion f(t)=Asent es periodica, de periodo t =2z mismo que ocurre sobre el intervalo [ 0, 2z ]. ¢En qué intervalo

ocurre un periodo de la funcion f (t )= Asen Bt ? Suponga que B es un nimero positivo mayor que uno.

ii. La funcion f(t ):Asent , definida sobre el intervalo [ 0,2 ] tiene ceros en cuando t=0, t=7 y t=2x. Suponga que
B es un nimero positivo mayor que uno.;Cuales son los ceros de la funcion f(t)=AsenBt definida sobre el intervalo
[ 0, 2x ]?

iii. La funcion f (t )= Asent, definida sobre el intervalo [ 0, 27 ], tiene como méaximo el punto M[ % A j . ¢,Cuales son

los méximos de la funcion f (t)=AsenBt sobre elintervalo [ 0, 27 |?

iv. La funcion f (t )= Asent, definida sobre el intervalo [ 0, 2z ], tiene como minimo el punto M[ 37” , —A j ¢Cudles

son los minimos de la funcion f (t )= AsenBt sobre el intervalo [ 0, 27z |?

v. En un mismo sistema cartesiano traza las curvas asociadas a f (t )=Asen2t, f(t)=Asen3ty f(t)=Asen4t sobre el
intervalo [ 0, 27 |.
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intervalo [ 0, 27 | tiene ceros cuando t:% y t:%n, como minimo el punto m( % ,—A j y maximos los puntos

Ml( 0,A)y MZ( 7, A) (suponga que el parametro es un nimero positivo mayor que uno).

vii. En un mismo sistema cartesiano traza las curvas asociadas a f (t )=Acos2t, f(t)=Acos3t y f(t)=Acos4t sobreel
intervalo [ 0, 27 |.

CIERRE

1. ¢Cual es el efecto del parrametro B en las curvas asociadas a f (t)=AsenBt y f(t )=Acos Bt respecto a las curvas
asociadas a f(t)=Asent y f(t)=Acost respectivamente? (suponga que el parametro es un nimero positivo mayor que
uno).

2. El nimero B en f(t)=AsenBt y f(t)=Acos Bt se llama frecuencia, ¢qué efecto tiene en el intervalo [ 0, 27 |?
(suponga que el parametro es un nimero positivo mayor que uno). Explique.

3. ;Puede establecer observaciones equivalentes, para las preguntas 1. Y 2. Si al parametro B le son asignados nimeros
mayorea que Cero pero menores que uno?




IV.3 SECUENCIAS DIDACTICAS 257

SD 5. PROBLEMAS DE APLICACION

APRENDIZAJES
Apr.6 Utilizara las funciones trigonométricas para representar fenémenos de variacion periddica.

CONTENIDOS TEMATICOS
Problemas de aplicacion.

APERTURA
dentificacion de las caracteristicas de las funciones f(t)=AsenBt y f(t)=Acos Bt (en particular, parte positiva, parte
negativa, dominio y periodo).

DESARROLLO

1. DESPLAZAMIENTO DE UNA ESCALERA

a. Una escalera tiene longitud 10 metros, su extremo superior esta apoyado en una pared. Si la escalera resbala:

Construya una funcién que describa el comportamiento de la distancia entre el pie de la escalera y el pie de la pared en funcién
del angulo formado por la escalera y la pared.

i. Trace una figura que muestre la pared y la escalera.

ii. En la figura que trazo, sefale las variables que intervienes (angulo de la escalera con el piso y distancia ente el pie de la
escalera y el pie de la pared.

iii. Identifique la funcion trigonométrica que relaciona la variacion del angulo que forma la escalera con el piso y la distancia entre
el pie de la escalera y el pie la pared (regla de correspondencia y dominio).

. . . . . T
b. Calcule la distancia entre el pie de la escalera y el pie de la pared cuando, la pared y la escalera forman un angulo de 5

radianes.
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. . . . . V4
c. Calcule la distancia entre el pie de la escalera y el pie de la pared cuando, la pared y la escalera forman un angulo de 7

radianes.

2.DISCO

Un disco (de radio de longitud de 16 ) gira con rapidez constante. En el extremo de uno de sus radios se ha puesto una marca.
a. Trazo de figuras.

i. Trace una figura que muestre esta situacion de manera que el centro del disco coincida con el origen del plano cartesiano.

ii. Proyecte perpendicularmente el extremo del radio sobre el eje de las abscisas y trace el triangulo rect6anguo con vértices en
el origen, en el extremo del radio y en la proyeccion del punto en el eje de las abscisas.

b. Construya una funcién que describa el comportamiento de la longitud entre un didmetro horizontal del disco y el &ngulo
formado por el didmetro horizontal y el radio con el extremo que ha sido marcado.

c. Calcule la distancia entre el extremo del radio marcado y el diametro horizontal si forman un angulo de o radianes.

3. EL TRANSLADO DE UNA VARILLA
Se desean analizar las longitudes de las varillas que puede transportarse por el pasillo que determinan las esquinas de dos
muros cuyas paredes son paralelas entre si (vea a la figura).
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a. Construya una funcién que describe el comportamiento de longitud de la varilla en términos del angulo que forma con la pared
horizontal de la esquina externa.

b. Calcule la longitud de la varilla que puede ser transladada si forma un angulo de % radianes con la pared horizontal de la

esquina exterior.

4. CERCADO DE UN TERRENO
Se utilizaran 4000 metros de almbre con puas para cercar un terreno triangular.
a. Trace una figura que muestre el terreno y la cerca.

ii. En la figura que trazo, agregue una altura y seleccione uno de angulos agudos como referencia.

iii. Construya una funcion que describa el area de los terrenos que es posible cercar.

. . . . T .
b. ;Cual es el area del tereno que ha sido cercado si t = 5 radianes?

5. VOLUMEN DE UNA CAJA
La siguiente figura muestra una caja en forma de prisma.
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a. Construya una funcion (regla de correspondencia y dominio) que describa el volumen de la caja, mostrada en la figura, en
términos del &ngulo x .

b. ;Cual es el volumen de la caja si t = % radianes?

6. FLUJO A TRAVES DE UN CANAL

Con una lamina de forma rectangular se desea construir un canal (descubierto en la parte superior). La Iamina mide 2 metros de
ancho y sus orillas deben doblarse 40 centimetros hacia arriba, de manera que formen angulos iguales con la vertical.

a. Trace una figura que muestre el canal.

b. Construya una funcion que describa el area de la seccion transversal del canal en términos del angulo t .

c. ;Cual es el area de la seccion transversal del canal si t = % radianes?
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CIERRE

1. En los problemas que ha resuelto, ;por qué solo tienen sentidos las partes no negativas de las funciones?

, . . y . v
2. En los problems que ha resuelto, ¢ por qué solo tienen sentido angulos no negativos menores a 5 ?




