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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO
ESCUELA NACIONAL COLEGIO DE CIENCIAS Y
HUMANIDADES
PLANTEL ORIENTE

|. INTRODUCCION.

La presente Guia para el Profesor de Matematicas Il de la Escuela Nacional
Colegio de Ciencias y Humanidades, se elabor6 considerando el Programa de
Estudio del Area de Matematicas I-IV, 2016, de acuerdo a los contenidos y
enfoque de la asignatura, con el propdsito de apoyar al profesor en el desarrollo
de la asignatura. Esta guia esta formada por secuencias didacticas®, mismas que
estan formadas por hojas de trabajo de acuerdo a los distintos aprendizajes que
estan sefialados en cada una de las unidades del programa de estudio, de manera
que el profesor puede aplicar las que considere pertinentes de acuerdo a las
necesidades del grupo, ya que las secuencias deben ser trabajadas en equipo por
parte de los alumnos, lo que permite que el profesor revise el trabajo colectivo y
les vaya indicando los errores que se van cometiendo para su correccion por parte
de los alumnos, y esta apoyada por los programas de GeoGebra y Excel, que
ofrece al estudiante ambientes de trabajo que estimulan la reflexién y lo convierten
en un ser activo y responsable de su propio aprendizaje, ademas provee un
espacio problematico comun al maestro y al estudiante para construir significados,
elimina la carga de los algoritmos rutinarios para concentrarse en la
conceptualizacién y la resolucion de problemas, da un soporte basado en la
retroalimentacion y reduce el miedo del estudiante a expresar algo erroneo y, por
lo tanto, se aventura mas a explorar sus ideas.

Al trabajar colectivamente, los alumnos pueden socializar de manera mas libre sus
conocimientos, la mayor parte de este curso se centra en el método analitico que
permite representar y analizar a través del algebra, a las curvas y los objetos
geomeétricos que, desde el punto de vista euclidiano so6lo admite formas

particulares de construccion, estudio y analisis de sus elementos. El tratamiento

! Cf. Anexo 1



de la tematica no se centra en manejar un conjunto de férmulas, se intenta
aprender estrategias generales y diversas formas de representacion que apoyan la
comprension y facilitar el trabajo, dependiendo de los elementos o condiciones
gue se estipulan en un problema.

Como todo producto de trabajo colegiado, sabemos que la presente Guia esta
sujeta a la discusion y replica de los docentes del Area de Matematicas, pues no
hay otra forma de medir su contribucion. Los autores asumimos como benéficas la
retroalimentacion, criticas y comentarios con fundamentos académicos que

puedan desprenderse de este recurso didactico.

ll. PRESENTACION.

Sin duda, el principal actor de esta experiencia didactica, es el alumno o aprendiz.
Ahora, puesto que es de suma importancia conocer su contexto, aunque sea de
manera general, conviene echar mano de la informacion disponible acerca de esta
cuestion. En general, este material esta disefiado para ser trabajado de forma
individual o por equipo con el fin de que todos los alumnos participen y el profesor
pueda interactuar con los alumnos para detectar a los alumnos con problemas de
aprendizaje.

La presente guia consiste de un conjunto de secuencias didacticas que cubren los
aprendizajes del programa de estudios al nivel y profundidad de los contenidos
actitudinales, conceptuales y procedimentales especificados en el programa de
estudio de Matematicas Ill, y esta dirigida principalmente al profesor para que
después de un analisis de la misma seleccione las secuencias que considere mas
adecuadas para que sean trabajadas en sus grupos, se recomienda utilizar la
tecnologia ya que en esta guia se utiliza principalmente GeoGebra por lo cual hay
gue leer el anexo 2.

En esta propuesta didactica el principal papel del profesor consistira en generar
espacios de aprendizaje que faciliten la construccibn de los conocimientos
establecidos institucionalmente. De hecho, esos espacios de aprendizaje deben
ser la consecuencia y conclusion de la puesta en escena de las secuencias
didacticas para las que, como hemos venido sefalando, el profesor es el principal
encargado de su ejecucién. Ahora bien, el uso de la sala Telmex, genera
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experiencias completamente diferentes a lo que han sido las "clases" de la
ensefianza tradicional, son la realizacién de nuestras secuencias didacticas, es
decir, son nuestros espacios de aprendizaje. En ellas ha lugar para la interaccion
entre estudiantes, el profesor y las tecnologias informaticas contemporaneas, por
lo que son el lugar propicio para la construccidon de conocimiento matematico
conjugando el analisis, la sintesis, la modelacion, la representacion, etc., asi como
la evaluacion del conocimiento construido por todos los participantes.

Cabe mencionar que al final de cada unidad didactica hay una autoevaluacién que
puede aplicarse antes de cada examen para detectar si los alumnos han tenido un

cambio o evolucién en los aprendizajes esperados para cada unidad didactica.
l1l. USO DE ESTRATEGIAS Y/O SECUENCIAS DIDACTICAS.

En general, las estrategias y/o secuencias didacticas que se disefiaran para esta

guia de Matematicas lll, tienen como fin en menor o mayor medida que los

alumnos alcancen los aprendizajes propuestos para cada curso, por las siguientes

consideraciones:

= Inciden en la estructura cognitiva’® del aprendiz ya que a partir de los
conceptos base con los que cuenta el alumno, las ideas nuevas puedan ser
relacionadas o ligadas. Por esto, Ausubel argumenta que el factor individual
mas importante que influye en el aprendizaje es lo que el estudiante ya sabe.
De ahi que, cada secuencia didactica debe tener en cuenta los conocimientos

previos, concepciones y motivaciones de los alumnos.
= Se crean con estas un entorno adecuado para el aprendizaje y la ensefianza.

» (Cada secuencia y/o estrategia debera plantear situaciones en las que los
alumnos identifiquen y reconozcan sus ideas, a partir de una reflexion
individual y del contraste o diferenciacion con las del profesor, de otros

comparieros o de la informacion documental.

Hablar de la estructura cognitiva es referirse a la posibilidad de recibir, asimilar, asociar, almacenar y abstraer
informacién, ademas de darle significado. Pero estas habilidades pudieran no ser sélo producto de la biologia humana,
sino el resultado de la constante interaccién de un individuo con su entorno préximo.

9



Favorecen aquellos procesos que ayudan a los alumnos a ser responsables de
su propio aprendizaje. (Esto tiene lugar cuando los estudiantes construyen sus

propios conocimientos).

Utilizan hechos, fendbmenos y situaciones proximas al contexto de los

estudiantes, ya que para aprender algo, los alumnos necesitan ver su utilidad.

Para cada secuencia y/o estrategia didactica se debera disponer de un amplio
abanico de actividades y recursos para ser utilizados segun los diferentes
estilos de aprendizaje de los estudiantes, asi como la diversidad de situaciones

en las que se desarrolla, evitando con ello la improvisacion.

Todas las situaciones de aprendizaje, es decir, los trabajos practicos, la
resolucién de problemas, la utilizacién del conocimiento en la vida cotidiana,
etcétera., deben ser contempladas en el disefio y realizacién de una secuencia
didactica como actividades coadyuvantes para que el aprendizaje sea
significativo.

Dan lugar a una ensefianza intencionada y dirigida de los conocimientos
implicados, es decir, el sentido de los conocimientos por ensefiar debe ser
pertinente al estudiante y a los contenidos, tratando de que esto de lugar a que
los descubra o aprenda de manera significativa.

Favorecen el desarrollo personal, el debate, la cooperacion, el rigor, la
honestidad, la creatividad, la critica razonada, los planteamientos no

dogmaticos y la satisfaccién por aprender.

Finalmente, consideramos que a lo largo del desarrollo de cada hoja de trabajo, se

deberd ir determinando la adecuacion y pertinencia de las construcciones

conceptuales de los alumnos a través del uso de los “materiales de apoyo” para

cada unidad didactica, para que se vaya confrontando a cada estudiante con sus

nuevas adquisiciones y ello le permitira ir diferenciando aquellas interpretaciones

no matematicas de las que si lo son para que, en ultima instancia, reconcilie las

interpretaciones matematicas con las restantes de manera que los nuevos

conocimientos queden integrados en su acervo lingtistico de manera permanente
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y estable. Estos “materiales de apoyo” deben tener siempre presente el trabajo
cotidiano que desarrollan los alumnos a través de las secuencias didacticas.

En particular, la resolucion de estos materiales de apoyo, se deberan sustentar
mas en el esfuerzo, trabajo, participacion y actitud (disposicion para aprender) de
cada estudiante, que en las “respuestas rapidas y/o correctas” de “los estudiantes
brillantes”. El aprendizaje es todo un proceso del que no se puede soslayar lo
anterior, antes al contrario, habria que estimular a los estudiantes en la cultura del

esfuerzo.
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UNIDAD 1.

Elementos de Trigonometria MATEMATICAS IlI.

Propdsito:

Al finalizar el alumno:

Utilizara las razones e identidades trigonométricas, asi como las leyes de senos y
cosenos mediante la resolucion de problemas en distintos contextos que
involucren triangulos con la finalidad de construir conocimientos que seran
empleados en asignaturas posteriores. Tiempo: 15 horas.

1. Presentacién de la Unidad 1.

En esta unidad se trabajard de manera que los alumnos tengan una vision general
de la trigonometria para que tengan una vision general de la misma y entiendan el
porqué de la definicion de las razones trigopnométricas y que dichas definiciones
solo dependen de las magnitudes de los angulos.
Luego se pasa a la resolucion de algunos triAngulos rectangulos para que
posteriormente apliquen la metodologia aprendida en la solucién de problemas
cuyo modelo sea un triangulo rectangulo.
Posteriormente se pasa a la deduccion de algunas identidades trigopnométricas
paso a paso para que los alumnos entiendan el procedimiento y puedan aplicar
estos conocimientos posteriormente, por Ultimo, se amplian las aplicaciones a
triangulos no rectangulos.
El significado de la palabra trigonometria de acuerdo con las raices griegas es,
“trigonon” triangulo y “metrén” medida, asi que la trigonometria se encarga de la
medida del triangulo.
A continuacién, hacemos una pequefia introduccibn a la historia de la
trigonometria de la cual el profesor puede tomar los puntos que considere
importantes.

EGIPTO 2000-1800 a.C.

."“; ‘T : @--uul-.'ul,,_ En el problema 56 del Papiro de Rhind o de

o ' Ahmes (en la figura se observa un detalle de
- A s> ... este papiro) se encuentran por primera vez
O —— ";-:-LI,\M';‘ rudimentos de trigonometria y de teoria de
- | - -("- |]"| triangulos semejant(?s. Del problema de
8 R DA Y N oim f{\h" mantener la pendiente de _(,:ada cara
[0 vy, e =% '8 constante durante la construccién de una
s aisal =1} 1 | piramide, surge lo que podriamos considerar

- T o 7 TR 8 . , . L.
GBS ad el 09 s 1Y como la primera razén trigonométrica. Los

el 2N S AZATalaMs egipcios tenian en cuenta el cociente entre “el
AR St P 5:\ \21"|,s% <\ avance’y ‘la subida” para medir la pendiente,
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es decir, lo hacian por medio del cociente entre la variacién horizontal y la vertical
(la actual cotangente) a la que llamaban “seqt”.

BABILONIA 1900-1600 a. C.

Ry g Y 28 En la tablila 322 de la coleccion
':,;u , 7% : Plimpton, conservada en la
—= =9y~<f.# Universidad de Columbia, aparece

i L. _)ﬂ ¥ b TS otro “germen” de la trigonometria.
“Yre PR — ®p T o p Esta tablila muestra una tabla con
" — ~ M-l una serie de ternas pitagdricas

formadas por nudmeros enteros
. . ‘ ‘ (idearon un método para obtenerlas) y
i N a— LT aparece también en la tabla la razén

entre hipotenusa y cateto mayor (la
actual secante) en una secuencia de grado en grado de 31° a 45°, Ademas los
babilonios establecieron los grados, minutos y segundos para obtener la magnitud
de los angulos. Aunque los resultados de los babilonios y los egipcios eran mas
bien practicos, para resolver problemas de la vida diaria.

GRECIA.
Sy Ep g Tty ety § PR T Ak atespipwae  ANISTArCO logré descubrir que
3:2'19.;’“"""‘“ fz:_*;‘::;:;m"*j‘ los planetas se encontraban orbite_lndo
P T alrededor del Soly no de la Tierra
como se pens6 por muchisimos afios.
Escribié un tratado (en torno al 260
a.C.) titulado Sobre los tamafios y
distancias del Sol y la Luna en el que,
por medio de la semejanza de
og -.w-p\:- it asTerow TivAE q-'u-,-t-un. ., . .

st O -ru.-&q.‘q..-. 10 & b ‘,,wi triangulos logro hacer estimaciones
1“""“‘3"' NprSa e sertn B rmis’ sobre el tamafio de la Tierra, el tamafio
de lalunay ladistancia que hay hasta ella, y con respecto al tamafio y la
distancia del sol, Descubrié también que las estrellas eran cuerpos similares al sol
gue se encontraban a distancias enormes. Dejé como legado el modelo

heliocéntrico, que nos explica que el sol es el centro del universo y no la tierra.
Eratéstenes de Cirene. (276 a.C. -194 a.C.), que, en su tratado, Sobre la medida
de la tierra, aproxima el tamafio de ésta
utilizando una medicion del angulo entre
dos ciudades, Assuan y Syena, situadas en
e el mismo meridiano, obteniendo el resultado
N\ de un cincuentavo de circulo completo, para
\ después multiplicar por 50 la distancia entre

RAYOS DEL S0L

,, {
S LONGITUD

4 LELA
/ SOres A

/

f
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estas dos ciudades y obtener asi una aproximacion bastante buena de la longitud
de la circunferencia de la tierra, de unos 250.000 estadios, o lo que es lo mismo,
unos 46.000 Km. En este trabajo se aprecia como se empiezan a relacionar
angulos (en la circunferencia) y distancias (longitud del arco).

Hiparco de Nicea, considerado el padre de la

trigonometria porque elabora la primera tabla

trigopnométrica de la que se tiene constancia. Hiparco de

Nicea (ca. 180-ca. 125 a.C.) se ocup0 de elaborar una

tabla en la que aparecieran valores de arcos y sus

r cuerdas correspondientes, asi como la razon entre éstos,

rene para una serie completa de angulos. La contribucion que

0 se le atribuye a Hiparco es la de organizar y ordenar los

datos empiricos obtenidos por los babilonios. No sabemos con precision cuando

comenzo a usarse una division del circulo completo en 360°, pero parece ser que
este hecho se debe principalmente a Hiparco.

sen ACF senBAD senCBE Menelao de Alejandria. Nace en el 70 d. C.
senFCB senDAC senEBA y muere en el 140 d. C. Su nombre ha
guedado ligado al teorema de

Geometria plana o esférica relativo a un triangulo cortado por una recta o un gran
circulo, de los muchos libros de Menelao s6lo ha sobrevivido Sphaerica. Se trata
de triangulos esféricos y su aplicacion a la astronomia. El fue el primero en escribir
la definicidn de un triAngulo esférico que recoge la definiciébn en el comienzo del
libro 1.

Ptolomeo. En su obra Sintaxis matematica (que fue llamada por los arabes
Almagesto), escrita durante el segundo siglo de nuestra

0) S era, de la cual se conservan copias, Ptolomeo realiza
A= \\ un tratado astronoémico, en el que calcula tablas de
k . ‘) cuerdas, usadas para “leer’ la posicion de los astros.
| X | En este tratado Ptolomeo presenta un importante
% ) X resultado, del cual se deducen como casos particulares
g -’ férmulas para el calculo de cuerdas para la suma y

diferencia de arcos, y de éstas las del arco doble y

mitad. Con estas herramientas, Ptolomeo tuvo mas
facil la elaboracion de tablas de cuerdas con mayor exactitud, e incluydé en su
Almagesto una para angulos desde medio grado hasta 180°, de medio en medio
grado.

14



LA TRIGONOMETRIA HINDU.

SerT TSERNAS Los Siddhéntas son unas obras escritas, que aparecieron
hacia finales del siglo IV, que recogen conocimientos

\ sobre astronomia. En ellos se puede observar una gran
‘ \ influencia de las teorias astrondmicas griegas, La
/<x "', trigonometria de Ptolomeo se basaba en la relacion entre
| las cuerdas y los correspondientes arcos o angulos

centrales que ellas subtienden, pero los hindles
/ estudiaron la razon entre la mitad de la cuerda
(semicuerda) y la mitad del arco, y esta razén fue el

antecesor de nuestro actual seno.

\ /

LA TRIGONOMETRIA ARABE.

Un par de siglos después de Aryabatha, aparecen las primeras referencias sobre
trigonometria en Arabia. Estas referencias en principio adoptaban el modelo de
cuerdas griego, pero finalmente se decantaron por el modelo hindd, basando asi
su teoria sobre la funcion seno, y fue a través de los arabes como lleg6 a Europa
la trigonometria del seno. Una de las obras destacables es la de Al-Battani (ca.
850-929), conocido en Europa como Albategnius, que en su libro Sobre el
movimiento de las estrellas aplica la trigonometria directamente al triangulo

rectangulo, obteniendo una férmula que en la actualidad se leeria como b =

sen(90°—A)
sen(4)

opuesto al lado a.

donde a y b son los catetos de un triangulo rectangulo y A el angulo

LA EUROPA MEDIEVAL.

El libro de Ibn Mu‘adh al-dJayyant del siglo XI, El libro de los arcos desconocidos
de una esfera introdujo la ley general de los senos. La ley plana de los senos fue
descrita mas tarde en el siglo XIII por Nasir al-Din al-Tas1. En su Sobre la figura
del sector, declaré la ley de los senos para triangulos planos y esféricos, y
proporciono las pruebas de esta ley.

Segun Glen Van Brummelen, «La ley de los senos esta en realidad basada
en Regiomontanus, en sus soluciones de triangulos rectangulos en el Libro IV, y
estas soluciones fueron a su vez las bases de sus soluciones de los triangulos
generales.» Regiomontanus fue un matematico aleman del siglo XV.

Durante el siglo XllI los europeos latinos superaron la barrera linguistica que les
separaba de la cultura arabe, e incluso de la cultura griega. Comenzaron a
hacerse en esta época una oleada de traducciones del arabe, hebreo y griego al
latin.
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De una de estas traducciones, hecha por Gerardo de Chester sobre el 1150, surge
el término seno.

Europa no alcanzé un alto nivel en el campo de la trigonometria hasta que
Regiomontano (1436-1476) escribi6 su obra De triangulis hacia el 1464 En el
primer

libro de este tratado, encontramos una exposicion de los conceptos fundamentales
sobre magnitudes y razones, inspirada por Euclides, y a continuacion vienen mas
de 50 proposiciones que tratan de la resolucién de triangulos basandose en las
propiedades de los triangulos rectangulos.

En esta época también contribuyé al desarrollo de la trigonometria Nicholas
Copernicus o Copérnico (1473-1543) que fue un astrénomo que revolucioné la
concepcion del mundo, si bien es cierto que su obra estaba directamente
influenciada por la obra de Regiomontano.

Se sabe que en 1539 Copérnico recibié como estudiante al joven matematico
prusiano Georg Joachim Rheticus (1514-1576) que habia estado en contacto con
la matematica que se hacia en Nuremberg, por lo tanto con la trigonometria de
Regiomontano, pero Rheticus fue mas lejos, aunando las ideas de estos dos
maestros escribio el tratado mas completo que se habia escrito hasta el momento
sobre trigonometria, bajo una obra en dos volimenes titulada Opus palatinum de
triangulis.

PRELUDIO A LA MATEMATICA MODERNA.

Francois Viete (1540-1603), o en su forma latinizada Franciscus Vieta. La
trigonometria de Viéte se caracteriza por su enfoque analitico general. Realiz6 un
trabajo similar al de Rheticus, realizando también tablas para las seis razones
trigonométricas, en su obra Canon mathematicus (1579).

En 1635, Gilles Persone de Roberval realizo un bosquejo de la mitad de un arco
de la curva “seno”, hecho con el que se descubre un nuevo aspecto de la
trigonometria, encaminada ahora hacia un enfoque funcional, que culminara con
Euler.

Pocos afios mas tarde, la trigonometria tomé un nuevo rumbo dado por los
hermanos Jacques Bernoulli (1654-1705) y Jean Bernoulli (1667-1748), que
redescubrieron los desarrollos de sen n8, cos n6, en funcion de sen 6 y cos 6
dados anteriormente por Viéte y los generalizaron a valores racionales de n.

Un trabajo fundamental en este nuevo aspecto analitico de la trigonometria fue el
de Roger Cotes (1682-1716). Cotes tuvo una muerte prematura y solo se
publicaron algunos trabajos incompletos, a titulo péstumo, en 1722 con el nombre
de Harmonia mensurarum. En esta obra se reconocia el caracter periodico de las
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funciones trigonométricas, y aparecieron por primera vez impresas las
representaciones de las funciones tangente y secante.

De Moivre siguid utilizando la trigonometria para experimentar con numeros
complejos que resolvieran ecuaciones polindbmicas o facilitaran descomponer
polinomios sin raices reales en factores cuadréaticos, como ya hiciera Cotes.

En lo que respecta a la trigopnometria, para Euler el seno de un angulo era
indistintamente un segmento, sino simplemente un namero, la ordenada de un
punto de la circunferencia unidad, o el numero definido por una serie infinita. Euler
convirtié la trigonometria en una potente herramienta del analisis.

Como ultimo apunte de la aportacion que Euler hizo a la trigopnometria, cabe decir
también que la notacibn que actualmente se utliza para las funciones
trigonométricas, sin, cos, tan, cot, sec, cosec se debe también a su obra
Introductio en la cual utilizaba estas abreviaturas.

Es importante hacer notar que todas las secuencias estan disefiadas de manera
gue los alumnos vayan paso a paso en la obtencién de los conceptos y en el inicio
de cada una hagan un pequefio repaso de algunos conceptos que necesitan para
comprender de manera adecuada los conceptos y métodos presentados.

Los conceptos que consideramos basicos para el buen desarrollo de la unidad son
los siguientes.

Triangulo rectangulo, &ngulos complementarios, teorema de Pitdgoras, razones y
proporciones, congruencia, semejanza de triAngulos, suma de los angulos internos
de un poligono, angulos alterno — internos, areas de figuras geométricas,
poligonos regulares, lineas importantes de un triangulo, operaciones con
fracciones y manejo algebraico.

Por lo que durante el desarrollo de la unidad se pueden ir presentando entre otros
los siguientes problemas de aprendizaje:

a. El distinto ritmo de aprendizaje de los alumnos.

b. Que a pesar de decirles que externen sus dudas no lo hacen.

c. No tienen un manejo adecuado de las operaciones aritméticas basicas en
particular con los numeros racionales representados en su forma
fraccionaria.

d. Desarrollar un binomio al cuadrado como producto notable o como el
producto de dos polinomios.

e. No saber bien los conceptos de congruencia y semejanza.

f. No manejar de manera adecuada el algebra.

Para que el alumno supere estas dificultades proponemos lo siguiente:

e Aplicar una evaluacion diagnostica al inicio de la unidad de aprendizaje.
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e Dejar actividades de forma paralela al curso, en base a las deficiencias
detectadas en la evaluacion diagnostica.

e Manejar de manera adecuada las plenarias para hacer participar a los
alumnos detectados con problemas de aprendizaje.

e Fomentar el trabajo entre pares, para socializar los aprendizajes.

e Invitarlos a participar en el Programa Institucional de Asesorias (PIA).

2. Actividades de Ensefianza Aprendizaje.

El estudiante comprendera y aplicard las razones trigonométricas, asi como las
identidades trigonométricas y las leyes de los senos y cosenos a partir del
desarrollo de las siguientes secuencias didacticas, conceptos que aplicara
posteriormente en sus cursos posteriores:

e Recordara y reafirmara el concepto de razén trigonométrica y lo aplicara en
problemas donde se encuentran los &angulos de elevacion, depresion y
también calculara distancias inaccesibles.

e Deducira y comprenderd que el valor de las razones trigopnométricas no
depende del triAngulo en particular que se trabaje, mas bien de la magnitud
del &ngulo.

e Deducird paso a paso las identidades trigonométricas fundamentales, para
gue posteriormente apligue los conceptos aprendidos en la comprobacion de
otras identidades.

e Deducird paso a paso la ley de los senos, para que posteriormente la aplique
en la resolucién de otros problemas de aplicacion.

e Deducird la ley de los cosenos y la aplicar4 en la resolucién de problemas
cuyo modelo de solucion se adapte a dicha ley.

3. Conceptos Clave.

Razones trigonométricas seno, coseno, tangente, cotangente, secante Yy
cosecante, angulo de elevacion, angulo de depresion y distancias inaccesibles,
triangulo rectangulo, semejanza de tridngulos, identidades trigopnométricas
fundamentales, reciprocas y pitagodricas, ley de los senos, ley de los cosenos,
férmulas de reduccion del segundo al primer cuadrante para el seno y el coseno.
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4. Puesta en Escena de los Aprendizajes por Desarrollar.

Aprendizajes. Al realizar las secuencias didacticas, los ejercicios propuestos en las
secuencias, las discusiones de pares, las plenarias, y los ejercicios adicionales,
asi como asistiendo si es necesario a las asesorias, el alumno podra acceder a lo
siguiente:

Razon trigonométrica:

El alumno: recuerda la definicién
de las razones trigopnométricas en
un triangulo rectangulo.

El valor depende de la magnitud
del angulo y no del triangulo
rectangulo en particular:

El alumno: Emplea la semejanza
de triAngulos para ver que las
magnitudes de los lados del
triangulo no determinan el valor de
las razones trigonométricas.
Resolucion de triangulos
rectangulos:

El alumno: estudia los problemas
resueltos de triangulos rectangulos
para luego aplicar los métodos en
otros problemas.

Resolucion de problemas con
angulos de elevacion, depresion y
calculo de distancias inaccesibles:
Aplica los conceptos mencionados y
obtiene el modelo matematico del
problema para resolverlo.
Identidades trigonométricas:

Aprende la deduccién de las
rezones trigopnométricas
fundamentales, reciprocas y

pitagdricas para luego demostrar
otras identidades que
posteriormente utilizara si lleva la
materia de célculo diferencial e
integral.

Deduce la ley de los senos para
luego aplicarla en la resolucion de
problemas cuyo modelo matematico
se adapte a dicha ley.

Deduce la ley de los cosenos para
luego aplicarla en la resolucion de
problemas cuyo modelo matemético
se adapte a dicha ley.
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Secuencia 1. Razones Trigonométricas. Parte 1.

Aprendizajes: El alumno.
Comprende que el concepto de razon trigonomeétrica se deriva de las
razones entre los lados de un triangulo rectadngulo dos a dos.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales:
Procedimentales:

Actitudinales:

Fase de inicio.

e Comprende la  definicibn de las razones
trigonomeétricas.

e Construye un triangulo rectangulo y recuerda Ila
definicién de las razones trigonométricas.

e Valora el procedimiento geométrico para obtener los
valores de las razones trigonométricas por medio de
triangulos rectangulos semejantes.

e Valora el uso de la calculadora para obtener los valores
de las razones trigonométricas para un angulo agudo
dado.

Actividad 1. Realiza las siguientes operaciones paso a paso.

1. Dibuja un tridngulo rectangulo.

2. Asigna a los angulos agudos los
nombres de ay 3.

3. Nombre el vértice que
corresponde al angulo a con la
letra A y al cateto opuesto a

» dicho angulo con la letra a.

4. Nombre el vértice que corresponde al angulo 3 con la letra B y al cateto
opuesto a dicho angulo con la letra b.

5. El vértice que corresponde al &ngulo recto némbralo con laletra C, y a la

hipotenusa con la letra c.
6. El cateto opuesto al angulo a es:

7. El cateto adyacente al angulo a es:

8. La hipotenusa es:
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9. Como la suma de las magnitudes de ay 3 es de los angulos se

llaman.

Al terminar se deben formar equipos de 2 o 3 alumnos para revisar sus resultados,
en caso de duda deben preguntarle a su profesor.

Fase de Desarrollo.

10.De acuerdo con la siguiente figura, escribe las definiciones
correspondientes.

Sena=— Cosa=— Tana=——

Cotana=—— Seca=— Csca=—

11.Traza un segmento AB de 6 centimetros de longitud.

12.En el extremo A traza un angulo de 40°.

13.En el extremo B traza un angulo de 90°.

14.Prolonga la perpendicular y el lado terminal del &ngulo de 40° hasta que se
corten en el punto C.

La figura obtenida debe ser parecida a la siguiente.

15.La magnitud del angulo <ACB es.

16.El cateto BC mide.

17.La hipotenusa AC mide. :
g 18.Calcula hasta centésimos las siguientes
razones trigonométricas considerando las magnitudes
g s — 7 que obtuviste.
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Sen 40° = —— Cos 400 = —— Tan 40° = ——

Cotan 40° = —— Sec40°= —— Csc40°= ——

19.Utilizando la calculadora obtén el seno, coseno y tangente de 40° y
compara los valores que obtuviste con los de la calculadora.

Sen40° = —— Cos 400 = —— Tan 40° = ——

20.¢Son iguales o diferentes?
21.En caso de ser diferentes, escribe la magnitud de Ias diferencias.

Sen 40° - Sen 40° = Cos 40° - Sen 40° = Tan 40° - Tan 40° =
Manual Manual Manual
calculadora calculadora calculadora

22.¢Se pueden obtener las razones trigopnométricas cotangente, secante y
cosecante, con la calculadora?
23.Traza un tridngulo rectangulo cuyos angulos midan 25° 65° - 90°.

24.La magnitud del cateto a es =

25.La magnitud del cateto b es =

26.La magnitud de la hipotenusa c es =

27.Con respecto al < 25° el cateto adyacente es el cateto
opuesto es y la hipotenusa es

28.Encuentra el valor de las siguientes razones trlgonometrlcas aproximadas
hasta centésimos.
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Sen 25° = —— Cos 25° = —— Tan 25° = ——

29.Con respecto al < 65° el cateto adyacente es el cateto
opuesto es y la hipotenusa es
30.Encuentra el valor de las siguientes razones trlgonometrlcas aproximadas

hasta centésimos.

Sen 650 = —— Cos 650 = — Tan 65° = ——

Fase de Cierre.

En plenaria con ayuda del profesor se revisan todos los resultados obtenidos en la
secuencia, y se resuelven los siguientes ejercicios.

31.Si sen(a) = 0.6, j,se pueden encontrar las demas razones trigonométricas?

- . a
Busquen dos nimeros a y c, cuyo cociente sea —=06, a = :

c=
32.Por la def|n|C|on del seno, el numero a representa la longitud del cateto
y C representa la longitud de la , aplicando el
teorema de Pithgoras la longitud del cateto

es =

Dibuja un triangulo rectangulo cuyos lados tengan las longitudes obtenidas y
marca el angulo a en el lugar correcto, las demas razones trigonométricas son.

Sena=——=0.6 Cosa=—- Tana=—

Cotana=—— Seca=— Csca=—

33.Traza un triangulo rectangulo cuyos angulos midan 30° - 60° - 90° y
encuentra el valor de las razones trigopnométricas del angulo de 60°.

Sen 60° = —— Cos 60°= —— Tan 60° = ——

Cotan 60° = —— Sec 60° = —— Csc 60° = ——
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Secuencia 2. Razones Trigonométricas. Parte 2.

Aprendizaje: El alumno.
Comprende que el valor de las razones trigonométricas depende Unicamente
del valor del angulo.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales:

Procedimentales:

Actitudinales:

Fase de Inicio.

Comprende que el valor de una razén trigonométrica para
un angulo determinado es el mismo en triangulos
rectangulos semejantes.

Obtiene el valor de las razones trigonométricas seno,
coseno y tangente para diferentes angulos agudos utilizando
triangulos rectangulos semejantes.

Comprueba los valores obtenidos utilizando una calculadora
cientifica.

Valora el procedimiento geométrico para obtener los valores
de las razones trigonométricas por medio de triangulos
rectdngulos semejantes.

Valora el uso de la calculadora para obtener los valores de
las razones trigonométricas para un angulo agudo dado.

El grupo se divide en equipos de 3 o0 4 alumnos.
Cada alumno de manera individual debe contestar cada una de las siguientes

preguntas.

1. Dos tridngulos son semejantes, si.

a) Sus angulos correspondientes son
b) Sus lados correspondientes son

Si los siguientes triangulos rectangulos son semejantes.

s e A1 |

2. Sia es correspondiente con y, entonces 3 es correspondiente con .
3. Si“s” es correspondiente con n, entonces m es correspondiente con y

Recordando que,

Si

c” es correspondiente con .

dos triangulos son semejantes, entonces sus lados

correspondientes son proporcionales.
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4. Por lo tanto.

5. Silos siguientes triangulos son semejantes, encuentra los valores pedidos.

/ID

18 er
o Cn
= P a
A

S .’/./ o “/,.
jcm g

7 " / arye
M_A o s B Y IBY

4cm

6. Lalongitud de e es =
7. Lalongitud de s es =
Cada equipo debe revisar los resultados obtenidos hasta el punto 7.

Fase de Desarrollo.

En cada equipo se realizan las siguientes operaciones de manera individual

8. Cada alumno selecciona un numero entre 6 y 12 para que cada uno trace
un segmento de AB centimetros de longitud, cada segmento debe ser de
diferente longitud.

9. En el extremo A del segmento 4B, traza un angulo de 35°,

10.En el extremo B traza una semirrecta perpendicular al lado AB.

11.Si es necesario prolonga la semirrecta y el lado terminal del angulo para
que se corten en el punto C. La figura que se muestra a continuacion es:

o

12.cuando la longitud del cateto AB es de 6 centimetros.
Mide las longitudes hasta centésimos.
13.La longitud del cateto BC es de centimetros.
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14.La longitud de la hipotenusa AC es de centimetros.

tet t
15.El seno de 35° es, sen 35° = S22 0PUESTO0

16.El coseno de 35° es, cos 35° = ———— =
hipotenusa

a
b
c
b

a

17.La tangente de 35° es, tan 35° = =

cateto adyacente c

Las siguientes operaciones las hacen cada uno de los alumnos.
18.Traza un segmento QR de longitud de 10.5 centimetros.

19.En el punto Q traza un angulo de 35°.
20.En el punto R levanta una perpendicular al segmento QR.
21.Si es necesario prolonga la perpendicular y el lado final del angulo de 35°

hasta que se corten en el punto T.

c .'("I

La figura obtenida debe ser parecida a la siguiente.

22.La longitud del cateto g es

23.La longitud de la hipotenusa r es
Calcula las siguientes razones trigonométricas aprOX|madas hasta centésimos.

24 .sen 35° = + = —— =

t 10.5

25.cos 35° =

26.tan 35° = —— = =
t 10.5

27.Escribe los valores obtenidos por cada uno de los alumnos en la siguiente
tabla del paso 14 al paso 16, luego escriban en la ultima columna los
valores obtenidos del paso 23 al paso 25 de uno de los alumnos para

compararlos.

alumno 1 2 3 4 Valor
del 23
al 25
Seno
Coseno
Tangente
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Fase de Cierre.

En plenaria con ayuda del profesor se revisan los procedimientos y respuestas
hasta el punto 26, del punto 27 en adelante se contestan y revisan de manera
grupal.

28. ;,Son semejantes los triangulos AABC y AQRT?
29.Indica las razones por las que son semejantes

30.Indica cual es el lado correspondiente al lado AB en el triangulo AQRT

31.Indica cual es el lado correspondiente al lado BC en el triangulo
AQRT :
32.Indica cual es el lado correspondiente al lado CA en el triangulo AQRT

33.Como los triangulos son semejantes sus lados correspondientes son
proporcionales y se pueden establecer las siguientes proporciones.
AB AC
QR~ “RT
34.Si consideramos Unicamente g—i =

BC
RT

las proporciones, el producto de medios es igual al producto de los
extremos.

por la propiedad fundamental de

(AB)(RT) = (BC)(QR)
35. Dividiendo la igualdad por AB tenemos.

== _ (BC)(QR)
RT) = ———
- ®D =5

36.Dividiendo la igualdad por QR se tiene.

(RT) _ (BO)

(QR)  (4B)
37.En el triangulo AQRT la razén % corresponde a la de 35°.
38. En el triangulo AABC la razén Ef;_—g corresponde a la de 35°.

39.Como los triangulos AQRT y AABC son semejantes, la tan (35°) tiene el
mismo valor en ambos triangulos, lo que nos indica que el valor de la
tan(35°) no depende de las longitudes de los lados de los triangulos, sino
unicamente de la magnitud del angulo.
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Secuencia 3. Razones de 30° 45° y 60°. Secuencia Didactica de Exploracion
y Consolidacién.

Aprendizaje: Determina los valores de las razones trigonométricas para
los angulos de 30°, 45°, y 60° y emplea la calculadora para verificarlos.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: .

Procedimentales: e

Actitudinales:

Determina el seno, coseno, tangente, cotangente, secante y
cosecante de 30°.

Determina el seno, coseno, tangente, cotangente, secante y
cosecante de 60°.

Determina el seno, coseno, tangente, cotangente, secante y
cosecante de 45°.

Utiliza la semejanza de triangulos para obtener las razones
trigonométricas de 30°, 45° y 60°.

Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
Muestra tolerancia.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Lee con cuidado y realiza las indicaciones de la secuencia, puedes consultar tus
apuntes y en caso de alguna duda pregunta a tu profesor.
El grupo se divide en equipos de trabajo de 3 0 4 alumnos.

Fase de Inicio.

Obtenciodn de las razones trigonométricas para los angulos de 45°.

Cada alumno elige un nimero entre 4 a 8 cm, y traza el segmento AB con
la longitud seleccionada, cada numero seleccionado debe ser diferente.

En el punto A traza un angulo de 45° con AB cémo lado inicial.

En el punto B Traza una perpendicular al segmento 4B.

Prolonga los dos segmentos trazados hasta que se corten en el punto C.
Nombra con “a” el lado opuesto al angulo A, con “b” al lado opuesto al
angulo B y con “c” el lado opuesto al angulo C.

1.

ok

p 4
A fr.’ o W E

6. Tufigura debe ser parecida a la siguiente AABC.
7. Lalongitud del cateto AB es, AC =
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8. La longitud del cateto BC es, BC =
9. Con el teorema de Pitagoras, determina la Iongltud de la hipotenusa
AC =
10.La magnitud del angulo <C=
En el triangulo AABC, calcula las razones trlgonometrlcas indicadas.
11.Seno de 45° =
12.Coseno de 45° =
13.Tangente de 45° =
14.Cotangente de 45° =
15.Secante de 45° =
16.Cosecante de 45° =

Fase de Desarrollo.

Para obtener el valor de las razones trigonométricas de los angulos de 30° y 60°
realiza las siguientes instrucciones.
17.Traza un segmento AB cuya longitud puede ser de 4 hasta 9 centimetros de
largo, con incrementos de 1 centimetro.
18.En el extremo A traza un angulo de 30°.
19.En el extremo B traza un angulo de 90°.
20.Prolonga los segmentos hasta formar el triangulo, el punto donde se cortan
los segmentos designalo por C, la figura obtenida debe ser parecida a la

siguiente.
La magnitud del angulo <C es,
» 21.La longitud del cateto CB es,
4
P 22.La longitud de la hipotenusa AC
/ es,

// " 23.Con respecto al angulo <A el
A / o cateto adyacente es, y el

i o cateto opuesto es,

24.De acuerdo con las longitudes de los lados del triangulo que trazaste.
Sen (30°) =
Cos (30°) =
Tan (30°) =
Cotan (30°) =
Sec (30°) =
Csc (30°) =

Ahora se calcularan las razones trigopnométricas del angulo de 60°.
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25.Con respecto al angulo <C el cateto adyacente es, y el cateto
opuesto es,

26.Sen (60°) =
Cos (60°) =
Tan (60°) = )
Cotan (60°) = :
Sec (60°) =
Csc (60°) =

Compara tus resultados con uno de tus compafieros, y hagan una tabla en sus
cuadernos indicando cuéales son iguales y cuales son diferentes. Cuando sean
diferentes agreguen una columna mas en la que anoten la diferencia.

Fase de Cierre.

En plenaria y con ayuda del profesor se revisan los procedimientos y respuestas
obtenidas, y las siguientes preguntas se responden de manera grupal de manera
que el profesor pueda resolver las dudas que se presenten.

A continuacién, veremos la explicacion del por qué los valores obtenidos son
iguales, 0 muy aproximados.

La siguiente figura muestra dos de los triangulos que pudieron ser trazados en el
punto anterior, con sus medidas aproximadas. Observa que los nombres de los
vértices del segundo triangulo fueron cambiados.

27.Escribe el concepto de semejanza de triangulos.

28.Escribe la razon por la cual los triangulos AABC y ADEF son semejantes.

29.Como sabes si dos triangulos son semejantes, sus lados correspondientes
son proporcionales, asi que indica los lados proporcionales de los
siguientes lados en el triangulo AABC en el triangulo ADEF.
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AB « — — —

CBe———>

AC e ————

Entonces podemos establecer las siguientes proporciones.
AB _BC_ _

DE  DF

Tomando la primera parte de las proporciones.

AB BC — == S — : AB DE
— ==, de donde (AB)( EF) = (BC)(DE), y finalmente, ===
. . AB teto ad t .
30.En el triangulo AABC, la razén = = S 22Y2%NE aq |a razdn
BC cateto opuesto
trigonométrica que corresponde a:
. s . DE teto ad t .
31.En el triangulo ADEF, la razon — = S 222 o5 |a razén
EF cateto opuesto

trigonométrica que corresponde a:

Como observas, cotangente (A) = cotangente (D). Que nos indica que el valor de
la cotangente del angulo de 30° no depende de las longitudes de los lados del

triangulo, Unicamente depende de la magnitud del angulo.
. : ., BC _AC
32.Si ahora consideramos la segunda parte de la razon —= === prueba que se
cumple la siguiente proporcion: Z< = E-
Y g prop T T o

En el triangulo AABC la razoén % corresponde al seno (30°) y en el triangulo

a

. EF ]
ADEF la razén — corresponde al , asi que

33.Utilizando los triangulos semejantes AABC y ADEF, ahora muestra que el
seno y el coseno para el angulo de 60° son iguales al ser calculados en los
dos tridngulos.

34.Cada alumno hace una tabla con los valores de las razones trigopnométricas
para los angulos de 30, 45° y 60, luego compara los valores obtenidos con
los que se obtienen al usar una calculadora.

) Diferencia
razén Manual Calculadora
Manual - calculadora

Seno

Coseno

Tangente
Cotangente
Secante

cosecante
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35.Se comparan los resultados de todo el grupo, y se hacen las conclusiones.
36.El profesor muestra una hoja de trabajo de GeoGebra para obtener las
razones trigopnométricas en diferentes triangulos que sean semejantes.

Tarea complementaria de la practica.

Investiga la forma de obtener las razones trigonométricas de 45° usando un
cuadrado cuyos lados miden 10 cm.

Investiga la forma de obtener las razones trigonométricas de 30° y 60° utilizando
un triangulo equilatero cuyos lados midan 10 cm, cada lado.

Compara tus resultados con los que se obtuvieron en la practica para los dngulos
de 30°, 45°y 60°, en una tabla escribe los que se obtuvieron en la practica, los que
se obtienen en esta actividad y los que nos da una calculadora, indicando si son
iguales 0 muy aproximados.
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Secuencia 4. Solucion de Triangulos Rectangulos (introduccién). Secuencia
Didactica de Exploracion.

Aprendizaje: Resuelve problemas que involucran triAngulos rectangulos.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Comprende las razones trigonométricas seno, coseno y
tangente.

Procedimentales: e Resuelve triangulos rectangulos utilizando las razones
trigonométricas.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

Actitudinales: .
e Muestra tolerancia.
[ ]
[ ]

Participa en el trabajo.
Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de Inicio.

Lee y analiza los siguientes problemas debido a que después tienes que
resolver problemas parecidos, las operaciones se aproximan a centésimos sin
redondear. Encontrar los elementos que faltan en el siguiente triangulo
rectangulo.

. L Para encontrar el angulo f,
- recordamos que la suma de los
angulos agudos de todo triangulo
ac rectangulo es de 90°.

30° + B =90°.
o Despejando 3, se tiene.
| ~ ¥ B=90°-30°=60° B =60°

8om
2. Para encontrar la longitud del segmento AC, tenemos que utilizar una razén

trigonométrica en la que intervengan dos datos conocidos y el segmento AC.
En este caso la razén coseno.

c0s(30°) = -, despejando AC, ACcos(30°) = 8, AC = —

cos(30°)°

Sustituyendo en el despeje cos (30°) = 0.86, tenemos, AC = 0%6

Haciendo las operaciones indicadas, AC = 9.30 cm.
La longitud del segmento AC = 9.30 cm.

3. Para encontrar la longitud del segmento BD, utilizamos la razén trigopnométrica
tangente.

tan(30°) = =2, de donde, BD = 8 tan(30°).
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Como tan(30°) = 0.57 sustituyendo este valor en el despeje.
Haciendo las operaciones indicadas, BD = 8 (0.57) = 4.56.
La longitud del segmento BD es de, BD = 4.56 cm.

Encontrar los elementos que faltan en el siguiente triangulo rectangulo.

razon trigonométrica tangente.
focs tan(25°) = %, de donde AC = 6 tan(25°).
/ Sustituyendo tan (25°) = 0.46 en el despeje, se tiene que

/ B 4. Para encontrar la longitud del cateto AC, usamos la

# AC = 6(0.46)
f«?;//' scm.  Realizando la operacién se tiene AC = 6(0.46) = 2.76.
/ La longitud del segmento AC = 2.76 cm.
/ 5. Para encontrar la longitud de la hipotenusa AB

/8 90" usamos la razén trigonométrica coseno.
AC cos(25°) = 2 despejando AB tenemos AB = °
AB cos(25°)
Como cos (25°) = 0.90, Sustituyendo el valor en el despeje.

. . g 6
Haciendo la operacion AB = TS

La longitud del segmento AB = 6.66 cm.

6. El valor del angulo 8, se obtiene de, 25° + & = 90°.
De donde 6 = 65°.

Encontrar los elementos que
,.\ faltan en el siguiente triangulo

/ f rectangulo.
b=577cm B 7. Para encontrar la longitud
/ 4=5359 cm el cateto ¢, podemos emplear el

C g teorema de Pitagoras, c® + a° =
/ b
A_Aa ~[]8 Conb=5.77ya=2.89.

c Sustituyendo estos valores en la
ecuacion, ¢ + (2.89)? = (5.77)%
Despejando c? tenemos, ¢ = (5.77)% - (2.89).
Haciendo las operaciones indicadas, ¢ = 33.29 — 8.35.
De donde c¢® = 24.94, haciendo la raiz cuadrada, ¢ = 4.99 centimetros.
Para encontrar el angulo a, utilizamos la razén trigonométrica tangente.

2.89

Tan(a) = i 0.57
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8. Como vamos a usar la calculadora, primero presionamos la tecla SHIFT.
Después la tecla tan, y en la pantalla aparece, tan™(

Ahora escribimos el valor de 0.57 y cerramos el paréntesis, tan™(0.57).

Al presionar la tecla =, la pantalla muestra, 29.68.

Para ver el angulo en grados se presiona la tecla .

La pantalla nos muestra que el angulo a mide 29° 40’.

El angulo B se encuentra utilizando que la suma de los angulos agudos de todo
triangulo rectangulo es 90°.

a+p=90°

Como a = 29° 40’, sustituyendo en la ecuacion tenemos, 29° 40’ + 3 = 90°

De donde B = 90° - 29° 40" = 89° 60’ - 29° 40', y el valor de B es, B = 60° 20'.

Fase de Desarrollo.

Ahora cada alumno resuelve los siguientes problemas utilizando lo aprendido en
los problemas anteriores.
Encuentra los elementos que faltan en cada uno de los siguientes triangulos
rectangulos.

9. Para determinar la longitud del cateto

AC, Utiliza la razén trigonométrica cos (359).

cos (35%) = —

72.5°
El valor de cos (35°) =

Sustituyendo el valor en la igualdad se

'\’1«5

4 35° o tiene, ==Y despejando AC =

, de manera que el

valor de AC =

El valor del &ngulo <CBA =

Para determinar la longitud del cateto BC, Utiliza la razén trigonométrica

sen (350) = =
Como sen (35°) = , sustituyendo el valor en la igualdad se
tiene, = —, y despejando BC = , de manera

— 72.5
gue la longitud de BC =
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24.36

58°
A 'C

. 24.36
ecuacion, 0.84 = )

10. Para determinar la longitud del cateto AC usamos la

, . fas 24- 36
razon trigonomeétrica tan (58°) = , como el valor de

tan (58°) = 1.60, sustituyendo en la ecuacion tenemos

24.36 . . .,
= , despejando y haciendo la operacion

indicada la longitud de AC =
Para determinar la longitud de la hlpotenusa AB
Se puede utilizar la razon trigonométrica

sen (58°) = 2430
Sustituyendo el valor de sen (58°) = 0.84, en la
despejando AB y haciendo las operaciones indicadas el

valor de la hipotenusa es AB = .
La magnitud del angulo <CBA se encuentra utilizando la siguiente igualdad.

<CBA + 58° = 90°, asi

B

439

4 243 €

que <CBA =

11. Primero encontramos el angulo <CAB, utilizando

43.9

la razdn trigonométrica de tan (<CAB) = a3 = :

Una vez calculado el valor, usamos la calculadora
para encontrar la magnitud del angulo, para lo cual
realizamos el siguiente procedimiento.

- Presionamos la tecla shift

- Presionamos la tecla tan

- En la pantalla aparece, tan™(

- Ahora escribimos el valor del cociente,
cerramos el paréntesis y presionamos la tecla =.

presionamos la tecla

La magnitud del <CAB

- Para ver el valor del angulo en grados

07 1y

es =

Utilizando el teorema de Pitagoras la Iongltud de la hipotenusa AB =
12. Un papalote queda atorado en las ramas superiores de un arbol. Si el cordon
de 20 metros forma un angulo de 22° con el suelo, la altura aproximada del arbol,
calculando la altura del papalote sobre el piso es.

20 metros "~ '
Altura=a

”/‘
(90 i

l—Distancia =d —I

! 7 a0

Como puedes observar podemos formar un
triangulo rectangulo, de manera que.

La hipotenusa es =

El cateto opuesto es =

El cateto adyacente es =
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Para encontrar la altura del papalote sobre el suelo usamos la identidad
trigonométrica , Ssustituyendo datos en la ecuacion:

sen(22°) = g COmo sen(22°) = , al sustituir este valor y despejar a =
, Y después de hacer la operacion indicada el valor de la

alturaesa=

13. Una escalera de 6 metros esta recargada sobre una casa, si la base de la
escalera esta a 2 metros de la casa, ¢.el angulo

x que forma la escalera con el piso es?

La razon trigonométrica que usaremos es.

== , para encontrar el

angulo realiza el siguiente procedimiento.
- Presiona la tecla Shift.
- Presiona la tecla
- Escribe el valor del cociente
- Elvalor en la pantalla es
- Al presionar la tecla ©* “
oLl o grados es

6 metros

el valor del angulo

——2metros —|

Fase de Cierre.

En plenaria con ayuda del profesor se revisan los resultados se aclaran las dudas
y se resuelven los siguientes problemas.

14. Un edificio proyecta una sombra de 20 m de longitud. Si el angulo que forma el
edificio con el segmento que va desde el punto mas alto del edificio con el punto
més lejano de la sombra

Y _/\ del edificio es de 69° ¢qué
| |~ 68° altura tiene el edificio?
att La altura de edificio es.
L \ alt = -
L - |

l 20m +|
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15. Una escalera de 10 metros esta recargada sobre una pared. ¢Qué altura

l

h 10m

72°

alcanza si forma con el suelo un angulo
de 72°?

Altura =
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Secuencia 5. Solucion de Tridngulos Rectangulos. Parte 1.
Aprendizaje: Resuelve problemas que involucran triangulos rectangulos.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Comprende los conceptos de angulos de elevacion y
angulos de depresion.

Resuelve problemas de aplicacién con angulos de elevacion
y angulos de depresion.

Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
Muestra tolerancia.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Procedimentales:

Actitudinales:

Fase de Inicio.

Al resolver algunos problemas de aplicacion a veces hay que considerar alguno de
los siguientes angulos.

El que se forma de la linea visual del observador que es horizontal hacia arriba
localizando el objeto o punto de referencia, a dicho angulo le llamamos angulo de
elevacion.

El otro &ngulo que consideramos es el que se forma de la linea visual hacia abajo
para localizar el objeto o punto de referencia, a este angulo lo desighamos como
angulo de depresion.

1. ¢Qué ilustracidn muestra un angulo de elevacion?

-
Visual .-~ v

S ‘Tbﬂwlo A £ Heaizoan

A )
s e\ 3\.--.\,,, ~
3

¥ Hanzonra

=

/' Hoazonti!

FMgulo

4

vi r-¥.
Visanel ™
)

|
A

3. En la siguiente figura tenemos dos rectas cortadas por una transversal, marca
los &ngulos alterno — internos.
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Respuesta:

4. En la figura anterior, los angulos alternos — interno que marcaste son.
b. complementarios c. suplementarios d. diferentes

a.

Iguales

Ahora lee con cuidado cada uno de los siguientes problemas y completa las
respuestas, aqui aplicaremos los conceptos de angulos de elevacion y angulos de
depresion.

Fase de Desarrollo.

5. Una secoya proyecta una sombra de 12 metros de largo. Encuentre la altura
del arbol si el angulo de elevacion del Sol es 25°

> -

-

| 25°

17 wteom

. Qué

razén

En la figura que representa el problema, con respecto
al angulo de 25°, el cateto adyacente es

El cateto opuesto es
¢, Qué angulo forma el segmento que va de donde
termina la sombra de la secoya hasta la punta de
esta con respecto al piso?
¢,Cual de los catetos es la incégnita?
trigonométrica se

usa para resolver este problema’?
, escribe la razén trigonométrica que

indicaste para resolver el problema.
Despeja la incognita de la igualdad que escribiste.

Sustituye el valor de la razon trigonométrica en tu despeje, realiza las

operaciones indicadas, el valor de la altura del arbol es.

Una torre de alta tension proyecta una sombra de 160 metros de largo, cuando

(P

160 m

el angulo de elevacion del sol mide 20°.
¢, Cual es la altura de la torre?

En la figura traza el segmento que
represente la altura de la torre.

Marca con las letras A, B y C los
siguientes puntos, A el final de la sombra,
B el pie de la altura de la torre y con C el
punto final del segmento que representa la
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altura de la torre.

¢, Qué segmento representa la incognita del problema?
¢Escribe la razon trigonométrica que se utiliza para encontrar la incégnita deI
problema?
Despeja la incognita de la razon que escribiste. :
Encuentra el valor de la razdn que escribiste y realiza las operaciones
indicadas para encontrar el valor de la incégnita.
La altura de la torre es

Un faro tiene una altura de 55 metros de altura. El angulo de depresion desde
la cima del faro hasta un barco en el mar es de 72°. {Qué tan lejos de la base
del faro se encuentra el barco?

Traza en la figura el segmento que
representa la distancia del barco a
la base de la torre.

Coloca las siguientes letras en los
puntos indicados, A al inicio del
segmento que representa la
distancia de la base del faro al
barco, B en donde termina el
segmento que representa la distancia entre el barco y la base del barco, el
punto C en la cima del faro.

Escribe la magnitud del angulo <CBA = , escribe el segmento que
representa la distancia buscada
Escribe la razén trigonométrica que se utiliza para encontrar la distancia
buscada de acuerdo con los datos
Despeja la incognita de la igualdad escrita
Sustituye el valor de la razon trigonométrica en el despeja y realiza las
operaciones indicadas, el valor de la incognita es
La distancia del faro al barco es

El piloto de un avién en vuelo observa la torre de control del aeropuerto a 3 km
de distancia desde el avién con un angulo de depresion de 37° . Si la torre de
control tiene una altura de 50 m, calcule la altitud aproximada a la que vuela el
avion en ese momento. Se transforman los 50 metros a su equivalente en

e — kildmetros.
N 37" 1k
“ 50 m =50 m——= = 0.05 km
) " 5 En el dibujo se muestran los datos del problema, de
5 m . . 7
A acuerdo con la misma escribe la razon
LS trigonométrica que se utiliza para encontrar la altura
Y. S de lo alto de la torre al avién , ahora
0,05 L 'o"¢| despeja la incognita
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Sustituye el valor de la razon usada en el despeje y realiza las operaciones
indicadas, el valor encontrado es
Para encontrar la altura aproximada suma al valor encontrado la altura de la

torre y el resultado es
La altura aproximada del avién al suelo es

Fase de Cierre.

Resuelve los siguientes problemas y al finalizar en plenaria seran revisados todos
los resultados y se aclararan las dudas que surjan con ayuda del profesor.

% 30°

-

16.2m

9. Un pino grande proyecta una
sombra de 16.2 metros de largo.
Determina la altura del arbol, si el

angulo de inclinacion del sol en ese
momento es de 30°.

La altura h del pino es

10.  Un arbol de 15 metros de altura
proyecta una sombra de 20 metros de
largo, ¢.cudl es el angulo que forma el
sol con el horizonte?

Angulo =

62 m

30m

11. Desde la punta B de una torre, el angulo
de depresion a la punta D de otra torre, que
estd a 30 metros de la primera es de 28°. Si la
torre mas alta mide 62 metros, ¢cual es la
altura de la torre menor?

Altura de la torre menor
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12.De lo alto de un faro, de 120 metros sobre el nivel del mar, el angulo de
depresion de un bote es de 15°, ¢a qué distancia de la base del faro estd el
bote?
La distancia del bote a la base del faro es

B

120
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Secuencia 6. Solucion de Tridngulos Rectangulos. Parte 2.

Aprendizaje: Resuelve problemas que involucran triangulos rectangulos.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Aplica en la resoluciébn de problemas los conceptos de
distancias inaccesibles y célculo de areas.

Procedimentales: e Resuelve problemas de aplicacién con angulos de elevacién

y angulos de depresion.

Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.

Muestra tolerancia.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Actitudinales:

Fase de Inicio.

El grupo se divide en equipos de 4 o 5 alumnos, cada uno lee y resuelve los
siguientes dos problemas, después discuten sus resultados, en caso de dudas
deben preguntar a su profesor.

13.Desde un punto en el suelo a 200 metros de la base de un edificio, un

observador encuentra que el angulo de elevacion a lo alto del edificio es 24° y
qgue el angulo de elevacion a lo alto de una astabandera que esta en el edificio
es de 27°. Encuentre la altura del edificio y la longitud de la astabandera.

La figura muestra los datos y los nombres asignados a la altura del edificio (h)

y la altura desde el piso hasta lo alto

P . de la astabandera (k), y la altura del
/ a astabandera (a)
’// - 1 T

/// 7 = : : :: Asigna la letra A al punto a 200
S = S h k metros del edificio, la letra B al
e .\,’70 Ffeaipuniypfos punto donde empieza el edificio, C
"v’\24o == R R al  punto donde empieza Ila
- — Y_Y | astabandera, y el punto D hasta el

- 200 metros "| punto mas alto del astabandera.

Para encontrar la altura del edificio utilizamos el AABC, asi que escribe la
razon trigonométrica para encontrar el valor de h,

Despeja la h de la igualdad anterior
El valor de tan (24°) = .
Escribe el valor de la razdn trigonométrica en el despeje y realiza las
operaciones indicadas, el valor de h es
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La altura del edificio es

Usaremos el triangulo AABD para encontrar Ia altura desde el piso hasta la
punta del astabandera, o seaquek=h+

Escribe la razon trigonométrica para encontrar la longitud del segmento BD,
gue corresponde a (k) .
Despeja la incognita k de la igualdad escrita
El valor de tan (27°) =

Sustituye el valor de la razon trigonométrica en la ecuacion y realiza las
operaciones indicadas, el valor de k es
La altura de la astabanderaes,a=k—-h =

14.En un trapecio isésceles de bases AB y DC, si la longitud de los lados
es AB =5m y BC = 3 m, y los angulos que forma la base mayor con los lados
oblicuos, miden 45°. Halla su area.
A 5m B Asigna la letra E al punto donde el
segmento h corta la base mayor.
Escribe la razén trigonométrica para
encontrar el valor de h en el AECB

<« x —>» El valor de sen (45°) =
Sustituye el valor del seno en la

igualdad, y despeja la incognita h =
Realiza las operaciones indicadas, el valor de h =
Escribe la razén trigonométrica para calcular x en el triangulo AECB

El valor de cos (45°) es
Sustituye el valor del coseno en la |gualdad y despeja la incognita.
X =
Realiza las operaciones |nd|cadas el valor de x =
Escribe la férmula para encontrar el area del trapecio :
sustituye los valores en la formula, realiza las operaciones indicadas.
El valor del area es
15.Calcular el area y la apotema de un decéagono regular si sus lados miden 20
centimetros.
Primero se determina el centro del poligono, para lo
cual se deben trazar las mediatrices de dos lados del
poligono.
El punto donde se cortan las dos mediatrices
corresponde al dentro del poligono, y lo
designaremos con la letra C.
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tenemos que cada a

Una vez determinado el centro, trazamos desde dicho
punto los segmentos a los extremos de uno de los lados
del poligono, a los cuales designaremos con las letras M
y N.

Como los dos lados del tridngulo trazados son radios de
la circunferencia donde esta inscrito el poligono, el
triangulo tiene dos lados iguales es un triangulo

Para determinar la magnitud de los angulos de la base,
primero determinamos la magnitud de cada uno de los
angulos internos del poligono con la férmula.

S = (n—2)180°, con n = 10, sustituyendo en la formula, S
= (10 —2)180°

Después de hacer operaciones la suma S 14409,
dividiendo entre 10 que es el numero de angulos internos
ngulo mide, 144°.

Como cada radio trazado a uno de los vértices, es bisectriz del angulo
correspondiente, cada angulo formado mide 72°.
Si llevamos esta informacién al triangulo formado tenemos.

M

Se tiene que la bisectriz ademas tiene las siguientes propiedades, debido a
gue los triangulos formados son congruentes.

Es mediatriz del lad

o MN, es la mediana del triangulo ANCM, es la altura del

triangulo ANCM con respecto al lado MN, al punto de interseccion de la

bisectriz con el lado

MN lo llamamos P.
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Asi que si nos filamos en uno de los dos triangulos formados tenemos el
siguiente triangulo, ACPM.

Para encontrar la longitud del
segmento CP, Usamos la razén

trigonométrica de tan(72°) = P

10’
Como tan (72°) = 3.07.
Sustituyendo el valor en la
ecuacion y despejando CP, tenemos CP = 10(3.07) = 30.70.
La longitud la apotema CP del poligono es de 30.70 cm.
El area del ACPM es igual a, A = 2asexaiture
Sustituyendo valores y haciendo las operaciones indicadas se tiene que.
A= 10 x 30.70 — 1535,
Como el triangulo ACMN, esta formado por dos triangulos congruentes, su area
es A = 2(153.5) = 307.0 cm?.

Y como el decagono esta formado por 10 triangulos congruentes al ACMN, su
area es Axcwn = 10(307.0) = 3070 cm?.

, base = 10 cm y altura = 30.70 cm.

Fase de Desarrollo.

Cada alumno debe leer y resolver cada uno de los siguientes problemas.

16.Desde lo alto de una torre situado frente a un océano, una persona ve un
barco que navega directamente hacia la torre. Si el observador estd a 50
metros sobre el nivel del mar y si el angulo de depresion del bote cambia de
25° a 40° durante el tiempo que dura la observacién, encontrar la distancia que
recorre el bote.

_______ D Como el nivel del piso
f jﬁ e /250 es paralelo a la linea
oooo e 40° horizontal que parte del
DB oo g k
50 metros fa 8 & & punto D, el angulo B
it mide 40°, y el angulo a
A mide 25°.

En el ABCD, para encontrar la longitud del segmento CB usamos la razon
trigonomeétrica,
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Si despejamos CB de la razén tenemos, CB =

50

, como tan (40°) = 0.83,

sustituyendo este valor en despeje y haciendo las operaciones indicadas, el

valor de CB =

En el AACD, la razon trigonométrica para encontrar la longitud del cateto AC es

Cdmo tan (25°) = 0.46, sustituyendo valores, despejando AC y haciendo las

operaciones indicadas, la longitud de AC es =
Asi que la distancia recorrida BA por el barco es =

17. Calcula el 4rea y la apotema de un pentagono
regular de perimetro 100 cm.

Para localizar el centro de la circunferencia donde
estd inscrito el pentagono regular debes trazar las
siguientes dos mediatrices. La mediatriz al lado AB
La mediatriz al lado BC. El punto de interseccion de
las dos mediatrices asignale la letra M.

La figura que se obtiene es parecida a la siguiente.
Ahora traza los siguientes segmentos.

AM

BM
Y designa con la letra N el punto de interseccion de
la mediatriz al lado AB, con el lado AB, Para tener el
siguiente triangulo isésceles.

b=
_0,_:_

La magnitud del angulo <BNM =

La magnitud del angulo <MBN =

La longitud del segmento NB = .
La razon trigonométrica para obtener la
longitud del segmento NM, en el ANMB es.
Como tan (54°) =

Al despejar MN tenemos,

Sustituyendo el valor de tan (54°) y haciendo las operaciones, MN =

Asi que la longitud del apotema es
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El area del triangulo ANMB =
El area del triangulo AABM =
El area del pentagono es =

Fase de Cierre.

Con ayuda del profesor en plenaria se resuelven los siguientes problemas y luego
se revisan los procedimientos y resultados de toda la secuencia.

En la siguiente figura anota el valor de a.

¢, Qué tipo de triangulo es el que se forma al trazar
segmentos desde el centro a los extremos de uno de
los lados del heptagono?

1
:

Despeja r de la ecuacién anterior
El valor de sen (25° 42’) =

18. ¢Cuél es el radio de una circunferencia que tiene
un heptagono regular inscrito si sus lados miden 2 cm?

Como puedes observar en la figura se tienen 7 angulos
centrales q, y la medida de cada uno de los angulos es,
a =

2
; i
Si trazamos la bisectriz del angulo a, se forman dos
triangulos y en la siguiente figura se muestra
uno de ellos.

Escribe el valor del angulo indicado,
¢Por qué la longitud del cateto opuesto al angulo que
escribiste es 1? .
La razon trigonométrica para encontrar r es

Sustituyendo el valor de sen (25° 42’) y haC|endo las operaciones indicadas, la

longitud de r es
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19.Desde un punto en el suelo a 50 metros de la base de un edificio, se observa

que el &ngulo de
elevacion hasta la parte
superior del edificio es de
24° y que el angulo de
elevacion hasta la parte
superior del astabandera
del edificio es de 27°.

= Determinar la altura del
edificio y la longitud del
astabandera.
Sen (24°) = &
De donde h; = .
Sustituyendo en el despeje sen (24°) = y haciendo las operaciones
indicadas h; = y la altura del edificio h; =
Sen (279) = b
De donde h; =
Sustituyendo en el despeje sen (27°) = y haciendo las operaciones

indicadas h, =

Asi que la longitud del piso hasta la punta del astabandera h;, =

La longitud del astabandera = h; - =
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Secuencia 7. Identidades Trigonomeétricas.

Aprendizaje: Comprende la deduccion de algunas identidades
trigonométricas.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: ¢ |dentifica las identidades fundamentales, reciprocas vy
Pitagdricas.

Procedimentales: e Aprende el procedimiento para deducir las identidades
fundamentales, reciprocas y Pitagoricas.

Actitudinales: ¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

e Muestra tolerancia.

¢ Participa en el trabajo.

[ )

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de Inicio.

Cada uno de los alumnos responde las preguntas de acuerdo con la figura del
siguiente triangulo rectangulo.

A E 1. Con respecto al angulo © del
triangulo rectangulo, indica el:
Cateto opuesto
r Cateto adyacente .
2. Ahora con respecto al angulo B
indica el:
Cateto opuesto
5 . Cateto adyacente .
= . = 3. Ahora con respecto al angulo ©,
completa las siguientes definiciones.
d
S€n9=]7 cos 0 = — tan 0 = —
_f
cotan @ = — SeCH—E csc = —
4. Ahora con respecto al angulo B, completa las siguientes definiciones.
senf3 = — cosB=7 tanp = —
_f
cotan 3 = — secB= — CSCB_E

Con respecto al siguiente triAngulo rectangulo, en cada uno de los ejercicios aplica
el Teorema de Pitagoras para encontrar la incognita indicada.
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A E 5. Escribe el Teorema de Pitagoras con
respecto al ADFE.

6. Sif=15cm., d =12 cm., la longitud del
" | segmento e,

7. Sid=13 cm., y e = 10 cm., la longitud
). 8 : 3 de la hipotenusa f es, .
: 8. Sid=2e,yf=20cm, lalongitud de

los segmentos d y e son.

d= ,e=
Efectla en cada caso la division de fracciones indicada.
9. Sia= Z yb = g el cociente % = , el cociente g =
10.Sia = S, yb = ; el cociente % = , el cociente Z =
11.Sia = % yb = % el cociente % = , el cociente g =

Una vez que los alumnos han terminado, se revisan los resultados en el pizarron
con la participacion de todos los alumnos y el profesor.

En caso de haber un error, no se corrige la respuesta incorrecta, a un lado se
escribe la respuesta correcta para que se comparen.

Fase de Desarrollo.

Para obtener las Identidades Trigonométricas fundamentales, cada alumno debe
leer con cuidado y seguir las instrucciones dadas.

AE
/ 12.Con respecto al angulo ©, el seno
del angulo es.

sen(f) =
d 13.El coseno del angulo © es.
cos(0) =

14.Ahora sustituye la definicion de

D A — £ | ambas razones en el siguiente cociente.
B sen(0) _ —

cos(9) '

15.Ahora realiza la division de fracciones indicada, simplifica el resultado y

sen(8) _

escribe a continuacion el resultado. =
cos(0)
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16. ¢ A qué identidad trigopnométrica es igual la fraccion simplificada?

sen(8)
cos(6) -

17.Ahora sustituye la definicion de ambas razones en el siguiente cociente.

cos(6) - . . . T
sen(@) — _ como en el ejemplo anterior realiza la operacion indicada y
o 0
simplifica el resultado, <@ = —
sen(8)

18. ¢ A qué identidad trigopnométrica es igual la fraccion simplificada?

Para obtener las Identidades Trigonométricas reciprocas, cada alumno debe

leer con cuidado y seguir las instrucciones dadas.

19.Considerando el triangulo rectangulo ADFE, escribe las definiciones de las
siguientes razones trigonométricas.

tan(0) = — sec(f) = —

cot(0) = — csc(9) = —

20.Ahora sustituye las definiciones de las expresiones, en el siguiente
producto.

tan(0) cot(0) = (—) (—)
21.Realiza la multiplicacion de fracciones indicada, simplifica y escribe a
continuacion el resultado, tan(@) cot(0) =

22.Escribe nuevamente la igualdad que se obtiene.

23.En la igualdad anterior despeja la razon tan(8), y ahora escribe el
resultado.

24.Ahora sustituye las definiciones de las expresiones, en el siguiente
producto.

sen(@) csc(0) = (—) (—)

25.Realiza la multiplicacion de fracciones indicada, simplifica y escribe a
continuacion el resultado, sen(@) csc(8) =

26.Escribe nuevamente la igualdad que se obtiene.

27.En la igualdad anterior despeja la razon sen(8), y ahora escribe el
resultado.
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28.Ahora sustituye las definiciones de las expresiones, en el siguiente
producto.

cos(0) sec(0) = (—) (—)

29.Realiza la multiplicacion de fracciones indicada, simplifica y escribe a
continuacion el resultado, cos(0) sec(8) =

30.Escribe nuevamente la igualdad que se obtiene.

31.En la igualdad anterior despeja la razén cos(6), y ahora escribe el
resultado. .

Para obtener las Identidades Trigonométricas pitagoricas, cada alumno debe

leer con cuidado y seguir las instrucciones dadas.

_~1 5| De acuerdo con el ADFE. Si sen(8) = %, al

elevar al cuadrado ambos miembros de la
ecuacion.

’ 32.Tenemos (sen())” = (%)2, realiza

la operacién de la derecha y escribe el
resultado en la siguiente expresion.

| (sen(®)’ =—.

33. Si cos() = ]% al elevar al cuadrado

, . 2 2 ,
ambos miembros de la ecuacion, tenemos, (cos(8))” = (%) , realiza la

operacion de la derecha y escribe el resultado en la siguiente expresion,
(cos(é?))2 =—

34.Ahora sustituye el valor de cada identidad en la siguiente y realiza la suma
de fracciones y simplifica el resultado.

(sen(@))2 + (cos(é’))2 =E—t —— = =
35.Escribe la igualdad obtenida.

36.Nuevamente de acuerdo con el triangulo ADFE.

2
tan(9) = g, asi que (tan(@))z = (g) , realiza la operacion indicada y escribe el
resultado, (tan(8))* = —.

2
37.Si sec(9) = ’e; al elevar al cuadrado se obtiene, (sec(@))2 = (f) , realiza la

multiplicacion de fracciones y escribe el resultado.

(sec(9))? = ———

54



38. Sustituye el valor de tan?(©) en la siguiente expresién.

1 + tan*(®) = 1 + —, realiza la suma de fracciones, y escribe el resultado a

continuacion, 1 + tan’(©) =

39.La suma que aparece en el numerador de acuerdo con el teorema de
Pitagoras en el triangulo ADFE, es igual a _____, sustituyendo el valor en la
fraccion se obtiene. 1 + tan?(8) = —.

Compara la fraccion de la derecha con el valor de (sec(8))?
40.Como son las expresiones entre si , en caso
de ser iguales escribe la expresion que resulta

Fase de Cierre.

41.Cada alumno usando un método parecido para obtener la igualdad, 1 +
tan?(8) = sec?(©), probara que cot’(8) = 1 + csc’(8).

. 5 ) . .
42.Si Csc (x) = " ¢cuanto vale el seno del mismo angulo?

43.Demostrar que, sen (A) cot (A) = cos (A).

44.Demostrar que, =& — 1 4 csc(a).

sen (a)
Luego en equipos de 3 0 4 alumnos comparan sus resultados, asi como los demés
resultados del inicio y el desarrollo de la practica.
Finalmente, con ayuda del profesor corregiran los errores que hayan ocurrido en la
practica.
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Secuencia 8. Triangulos Oblicuangulos.

Aprendizaje: Comprende el proceso de deduccion de las leyes de senos y
COSEenos.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Aplica la ley de los senos para resolver triangulos
oblicuangulos.
e Aplica la ley de los cosenos para resolver triangulos
oblicuangulos.
Procedimentales: e Aprende los procedimientos para deducir las leyes de los
Senos y cosenos.
e Aprendo procedimientos para la solucion de triangulos
oblicuangulos.
Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.
Muestra tolerancia.
Participa en el trabajo.
Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Actitudinales:

Cuando tenemos triangulos que no son triangulos rectangulos, no podemos
emplear las razones trigonométricas para resolverlos, asi que tenemos que
aprender nuevos procedimientos que nos permitan resolverlos.

Fase de Inicio.

Daremos un repaso de algunos conceptos vistos antes de pasar a la demostracion
de los dos teoremas.

De acuerdo con la siguiente figura contesta las

P //I preguntas. |
@ ¥ 1. La suma de los angulos internos del
12 . | triangulo es de .
/,/'/ ‘ 2. La suma de los angulos a y B es
' ,/ o iE , por lo cual se llaman .
Al = a3 3. El cateto opuesta al angulo B e

El cateto adyacente al angulo B es
Y la hipotenusa es

La razén trigonométrica de sen (B) =

La razon trigonométrica de cos (B) =

© N o 0k

Escribe el teorema de Pitagoras de acuerdo con el triAngulo rectangulo
trazado:
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De acuerdo con la siguiente figura realiza lo que se piden y contesta las
preguntas.

F Traza la altura correspondiente al vértice F.
TN Asigna la letra M al punto de intersecciéon de la
% / \\ 4 altura trazada con el segmento f.
A X 9. El triangulo AEMF es un triangulo
L/ NE 10. El triangulo ADMF es un triangulo

11.El seno del &ngulo <MDF es =

12.El seno del &ngulo <MEF es =

Traza la altura correspondiente al vértice D, y asigna la letra S al punto de
interseccion a la altura trazada con el lado d.

13.El triangulo AEDS es un triangulo
14.El triangulo AFSD es un triangulo

15.El seno del &ngulo <SED es =

16.El seno del &ngulo <SFD es =

Fase de Desarrollo.

F Ley de los senos: Lee con cuidado la demostracion de
o ’A\\ la ley de los senos
Va Trazaremos en el ADFE la altura correspondiente al
Ve lado f, y el punto de interseccién de la altura con el
0 “z | lado f nombralo con la letra s.

La altura trazada que corresponde al segmento SF lo designaremos dicho
segmento con la letra m. Al hacerlo se forman los
o triangulos, ADSF y AESF.

8 / : 17. ¢ Qué tipo de triangulos son?
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En el triangulo ADSF, al segmento DS lo designaremos con la letra s, y se
muestra a continuacion.

A | Elseno del angulo D es igual a.

m
sen<D=—
/ e

e / m

// De donde m=e (sen < D). ... (1)

o/ IS

S

En el triangulo AESF, al segmento SE lo designaremos con la letra n, y se
muestra a continuacion.

N El seno del &ngulo E es igual a.
\ m

. N sen<E=d

Dedondem=d (sen<E).... (2
.S _lE De las igualdades (1) y (2) tenemos.

e(sen<D)=d (sen <E)
Dividiendo la igualdad por (e)(d), se obtiene.

sen<D sen<FE

p PR 3
A\
Z K/ \\ Ahora trazamos la altura al lado DF, a la altura le
N\l asignaremos la letra g, el punto de interseccion de la
/ : \\ altura g, con el lado e lo designaremos con la letra Z.
D[_/ — \\\\ E

Se forman los triangulos AFZE y ADZE.

17.¢Qué tipo de triangulos son?
En el triangulo AFZE, designamos al segmento ZF con la Ietra g.

=
. /\ El seno del <F es igual a.
7\ g
y sen(< F) = 3
X \ De donde.
\ g=d(sen(<F))....(4)
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Z En el triangulo ADZE, designamos al

f

De las igualdades (4) y (5) tenemos.

segmento DZ con la letra p.

g El seno del <D es igual a.

sen(< D) = %

De donde.
g = f(sen(<D)).... (5

d(sen(< F)) = f(sen(< D))
Dividiendo la igualdad por (d)(f), se tiene.

sen<D _ sen<F

d

De las igualdades (3) y (6) tenemos.
sen<D _ sen<E _ sen<F

. (6
[ (6)

d S

Fase de Cierre.

ley de los senos.

f

A continuacién, se resolveran dos problemas utilizando la ley de los senos, luego
tienes que resolver dos problemas mas que luego seran revisados en plenaria con

ayuda del profesor.

A
c <>\()

12()0 l 3()0 }7\ (_

a

De donde 150° + y = 180°.

Ejemplo 1. Calcular las partes
restantes del triangulo de la siguiente
figura.

Como la suma de los angulos internos
de todo tridngulo es 180°.

20° + 130° + y = 180°.

Asi que, y = 180° - 150°, la magnitud del angulo y = 30°.
Para la resolucién de algunos triangulos usando la ley de los senos, se utiliza

la siguiente igualdad.

Sia+ 3 =180° entonces, sen (a) = sen (180° - a) = sen (B), con 90° < a < 180°
La cual puedes comprobar con tu calculadora, sean a = 110°, y B = 70°,
entonces 110° + 70° = 180°, y 70° = 180° - 110°, por lo que.
Sen (110°) = sen (180° - 110°) = sen (70°) = 0.939.
Ahora aplicando la ley de los senos al triangulo dado.
sen(20°)  sen(130°) sen(30°)

6

a Cc

y como sen (130°) = sen (50°), podemos escribir.
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Considerando,

sen(20°)  sen(50°) sen(30°)

6

La longitud del lado a = 13.438.

Ahora considerando,
La longitud del lado ¢ = 8.771.

(o

Ejemplo 2. Longitud de una alberca
B alberca en forma de
3 A extremos opuestos, pe

distancia de A a B.

Como 115° =180° - 65°
Sen (115°) = sen (65°)

Aplicando la ley de los senos tenemos.
sen(65°)  sen(35°)
AB 10
Despejando AC cuya longitud queremos

determinar, tenemos.
AB = 10xsen(65°) _ 10x0.906
sen(35°) 0.573

de AB = 15.81 metros

6 a c
sen(20° sen(50° o
( ) — ( ), — 6xsen(50°) — 6x(0.766) — 13.438.
a sen(20°) (0.342)
sen(20°) _ sen(30°)  6xsen(30°) _ 6x(0.5) _ 8.771

' sen(20°)  (0.342)

. Se quiere medir la longitud de una
rinidn del punto A al punto B en los
ro la cuerda de 10 metros que se tiene

Y, no es lo bastante larga. Asi que se encuentra un tercer punto
i C tal que la distancia de A a C es de 10 metros. Y se
determina que el angulo ACB es de 115°, y que el angulo
ABC es de 35° como se muestra en la figura. Calcula la

= 15.81, La distancia

Ejercicio 1. Calcular las partes
A restantes del triangulo de la siguiente
SN figura.
€ TNCN\J2 metros
' _/f."'3 )e 115° y‘,\\ 18. La suma de los angulos
B= a — internos  de  todo

19.La suma de los angulos del triangulo dado es, 30° +

De donde y = 180° -
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20.El valordey =
21.Para el &ngulo de 115°, sen (115°) = sen ( ) y aplicando la ley de

los senos.
sen(65°) sen(  °)  sen(30°)
B 12
: : sen(65°) _ sen(30°) : .
22.Considerando la igualdad, o = 17 al despejar la incognita

a, se obtiene a = .
23.Como sen (65°) = , 'y sen (30°) = , al sustituir
en el despeje y hacer las operaciones indicadas el valor de a =

: : sen(35°) _ sen(30°) : P
24.Considerando la igualdad, - = P al despejar la incognita

C, se obtiene ¢ = .
25.Como sen (35°) = , 'y sen (30°) = , al sustituir
en el despeje y hacer las operaciones indicadas el valor de c =

Ejercicio 2. Para hallar la distancia entre dos puntos A y B que se
encuentran en margenes
opuestas de un rio, un topégrafo
traza un segmento de recta AC de
240 metros de longitud a lo largo
de una de las margenes vy
determina que las medidas de los
angulos son <BAC = 63° y <ACB=
54°, respectivamente. Calcule la
distancia entre Ay B.

26.La magnitud del <CBA =

27.Completa los huecos que se muestran aI aplicar la ley de los senos
Sen(63°) _ Sen( )
4B

28.Despeja AB, .
29. Sustituye sen (63°) = y sen (54°) = en el despeje.
30.Realiza las operaciones indicadas, AB =
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Secuencia 9. Tridngulos Oblicuangulos. (Continuacion).

Aprendizaje: Comprende el proceso de deduccion de las leyes de senos y

cosenos.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales:

Procedimentales:

Actitudinales:

Aplica la ley de los senos para resolver triangulos
oblicuangulos.

Aplica la ley de los cosenos para resolver triangulos
oblicuangulos.

Aprende los procedimientos para deducir las leyes de los
Senos y cosenos.

Aprende procedimientos para la solucion de triangulos
oblicuangulos.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.
Muestra tolerancia.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Cuando tenemos triangulos que no son triangulos rectangulos, no podemos
emplear las razones trigonométricas para resolverlos, asi que tenemos que
aprender nuevos procedimientos que nos permitan resolverlos.

Fase de Inicio.

De acuerdo con las siguientes figuras contesta
las siguientes 4 preguntas.

1. Escribe el teorema de Pitdgoras.

2. Despeja m?.
3. Despeja n’.

El coseno de B es igual a.

4. Cos(B) =

Para las siguientes preguntas consideramos el triangulo AABC.
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5. De acuerdo con triangulo AABP de la izquierda, el teorema de Pitagoras es.

6. De acuerdo con el triangulo AAPC de la A
derecha el teorema de Pitdgoras es. L

7. De acuerdo con el triangulo AABP de la ; B y
izquierda.

g AP ; N

El cos(B) = P

8. De acuerdo con el triangulo AABC se . o
tiene que a = x + , despejando de la ecuacién anterior y, se
obtiene y= )

9. El desarrollo de las siguientes expresiones es.

(@-x°=

@-y)’=

Fase de Desarrollo.

Ahora veamos la deduccion de la ley de
los cosenos.
Se tiene que.

]

o

a=x+y
de donde

= 4

y=Cc—X
v Aplicando el teorema de Pitagoras al
triangulo AABP de la izquierda.

X +h*=c?... (1)

m
l ‘ov------
0O

[ oo - X - - S (B -

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo AAPC de la derecha.
(@a-x)?+h*=b%...(2)
Despejando h? de (1) y (2).
h?=c?-x?... (3)
h?=b?-(a-x)?... (4)
Igualando los despejes en (3) y (4).

c?-x*=b?>—(a-x)... (5)

Desarrollando el binomio y simplificando.
c?—x?=b%*-a’+2ax-x?
c? = b?—a? + 2ax — xX*+ x*
c?=b*—a%+2ax... (6)
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En el triangulo AAPC de la derecha.
y a—x
cosV) =y =%

Despejando x.
b* cos(y) =a—x=>» X = a— b* cos(y)

Sustituyendo el valor de x en (6).

b® — a® + 2a (a — b* cos(y))
b? — a? + 2a® — 2ab* cos(y)
b? + a? — 2ab* cos(y)) ... (7)

CZ
CZ
CZ

La expresion (7) es la ley de los cosenos.
Y con respecto al triangulo dado, las tres expresiones representan la ley de los
cosenos.
c? = b? + a® — 2ab* cos(y)
a’ = b? + ¢® — 2bc* cos(a)
b? = a® + c® — 2ac* cos(B)
Fase de Cierre.

A continuacion, mostraremos dos ejemplos de la ley de los cosenos, después
debes resolver los dos ejercicios, al final en plenaria con ayuda del profesor se
revisa el procedimiento y los resultados.

Ejemplo 1. Encuentra las partes restantes del siguiente triangulo.
Aplicando la ley de los cosenos al lado

A
b.
<\>\ b b? = a? + ¢? — 2ac* cos(B)
- cona=12,c=10yp = 26°.
¥ b? = 122 + 10% — 2(12) (10) cos (26°)
— Haciendo operaciones.

b? = 144 + 100 — 2(12) (10) (0.898)
b? =244 — 240(0.898) = 244 — 215.52 = 28.48
Sacando raiz cuadrada en ambos miembros.

b = 1/28.48 = 5.33, el valor de b = 5.33

Aplicando la ley de los senos para encontrar el angulo y.
Setiene,c=10,a=12,b=5.33

c? = b? + a® — 2ab* cos(y)

10? = 5.33% + 12% — 2(12) (5.33) * cos(y)

100 = 28.48 + 144 — 127.92 * cos(y)

100 =172.48 — 127.92 * cos(y)

127.92 * cos(y) + 100 = 172.48 =» 127.92 * cos(y) = 172.48 — 100
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72.48
127.92

127.92 * cos(y) = 72.48 =>» cos(y) = = 0.566

Para encontrar y realiza el siguiente procedimiento en la calculadora.

- Presiona la tecla Shift

- Luego presiona la tecla cos

- En la pantalla se despliega, cos™(

- Escribe el numero 0.566

- Cierra el paréntesis derecho y presiona la tecla =

- El resultado es, 55.52823806, para tener el resultado en grados presiona la
tecla >’ ©

- Enla pantalla vemos, 55° 31’

- La magnitud del angulo y = 55° 371’

La aproximacion en los minutos de la magnitud de y depende de la cantidad de
decimales que se tomen en los resultados.

Como la suma de los angulos internos de todo triangulo es de 180°, el valor de q,
lo obtenemos de, a + 3 +y =180° cony =55°31"y B = 26°.

Sustituyendo valores, a + (26°) + (55° 31’) = 180° después de hacer las
operaciones indicadas a = 98° 29’

Ejemplo 2. Un paralelogramo tiene lados de longitudes de 30 centimetros y 70
centimetros y un angulo de 65°. Calcule la longitud de la diagonal AC al centimetro
mAas cercano
A D La siguiente figura ilustra el problema.
En el ABCA, se tiene.
a=30,c=70y<B =65°.
La ley del coseno dice,
b? = a® + c? — 2ac* cos(B)
sustituyendo valores.
b? = (30)? + (70)? — 2 (30) (70) cos (65°)
Haciendo las operaciones indicadas.
b? = (30)? + (70)? — 2 (30) (70) cos (65°) =
900 + 4900 — 4200 (0.422)
= 5800 — 1772.4 = 4027.6, asi que, b* = 4027.6
Sacando raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad.
b = 63 centimetros

C
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Algunas veces es necesario obtener el coseno de un angulo obtuso, y aunque las
calculadoras lo hacen de manera automatica te mostraremos la siguiente igualdad
que permite la obtencién del coseno antes mencionado.

Si a es un angulo que cumple con 90° < a < 180°y a + 3 = 180°, entonces.
Cos (a) = cos (180 — a) = - cos (B)

Ejemplo. Si a = 100° entonces B = 80° ya que a + 3 = 180°, entonces.
Cos (100°) = cos (180° - 80°) = - cos (80)
Cos (100) =-0.17 y -cos(80) =-0.17

Que puedes comprobar con tu calculadora.

Ejercicios.
a) Calcula la diagonal BD al centimetro mas cercano en el paralelogramo del
ejemplo 2.
A 3 D
10. BD =
b) Un poste vertical de 40

metros de alto se encuentra sobre una ladera
gue forma un angulo de 17° con la horizontal.
Calcule la longitud minima de cable que llegara
de lo alto del poste a un punto situado a 72
metros colina abajo desde la base del poste.

11. Como <DAB y <DBA son

12. <DAB + <DBA =

De donde.

13. <DBA = .

14. Como los éangulos <DBA y <ABC son

15. <DBA + <ABC =

16. <ABC = .

Aplicando la ley de los cosenos para el AABC.
17. AC =

72 metros
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5. Materiales de Apoyo para las Secuencias Didacticas.

Secuencia Didactica 1.

C 1. Encuentra los elementos que
A se piden en el siguiente triangulo
rectangulo.
b=
b
a=4 | sen(d) =——

/ cos(4) = ——
A / B tan(4A) = ——

L ]

C=0b
 C 2. Encuentra los elementos que se piden en
// el siguiente triangulo rectangulo.
/ a=
// sen(C) = ——

csc(A) = ——

E= tan(4d) = ——

3. Traza un segmento AB de 6 cm. de longitud, en el vértice A traza un angulo
de 45°, en el vértice B traza una perpendicular al segmento AB, prolonga
los dos segmentos trazados hasta que se corten en el punto D.

Realiza con cuidado las siguientes medidas.

Longitud del cateto BD =
Longitud de la hipotenusa AD =

csc(A) = ——
tan(A) = ——
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Secuencia Didactica 2.

Los siguientes tres triAngulos son semejantes.
4. En el AABF.
sen(30°) = —— =
con(30°) = —— =
tan(30°) = —— =
5. Enel ACDG.
sen(30°) = —— =
con(30°) = —— =
tan(30°) = —— =

6. En el AEHM.
sen(30°) = —— =

con(30°) = —— =
tan(30°) = —— =

De acuerdo con los resultados, consideras que el valor de las razones
trigonométricas para el angulo de 30° depende de las longitudes de los
triangulos.
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. ¢Se podran construir triangulos semejantes
para cualquier otro valor de un angulo?

Secuencia Didactica 3.

7. Aqui daremos solucion a los problemas de la tarea complementaria de la practica.

Secuencia Didactica 4.

Resolver los siguientes triangulos rectangulos.

8. Elvalor del angulo 8 =
9. Longitud del cateto b =
10.Longitud de la hipotenusa d =

11.La magnitud del <a =

12.La longitud del cateto a =

13.La longitud del cateto ¢ =

Un papalote queda atrapado en las ramas de la parte alta de un arbol. Si la cuerda
de 34 metros de largo forma un angulo de
25° con el suelo, encuentra la altura

aproximada del arbol.

14.h = altura del arbol =
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Un carpintero hace un corte en el extremo de una tabla de 20 centimetros de
ancho, formando un bisel de 25° con respecto a la parte vertical comenzando en

un punto a 15 centimetros del borde. Calcular la longitud del corte y de los lados

restantes.
A
15. x=
20 cm.
16. y=
Y
17. z =
- cm.

Secuencia Didactica 5.

Un topografo usa un instrumento llamado teodolito para medir el angulo de
elevacion entre el nivel del piso y la cumbre de una montafia. En un punto, se
mide un angulo de elevacién de 42°. Medio kilometro mas lejos de la base de la

montafia, el angulo de elevacién

medido es de 35°. ¢Qué altura
tiene la montana?

Z=

18. h =

Altura de la montafa =

19. x=
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Un observador en la azotea del edificio A mide un angulo de depresion de 27°
entre la horizontal y la base del edificio B. El angulo de elevacién del mismo punto
en la azotea a la azotea del segundo edificio es de 45°. ¢Cudl es la altura del
edificio B, si la altura del edificio A es de 80 metros? Suponga que los edificios Ay

B estéan sobre el mismo plano horizontal.

8
i ! 20. x = distancia entre los
—p— 0 5o : ' 1 edificios =
50 r:.n-(u,v'. . 80 metos
' A & 21. p = distancia entre la
R parte mas alta del edificio A
oo - . hasta la parte alta del edificio
Y = B=

22. h = distancia entre los edificios =

Unos observadores en dos pueblos A y B, a cada lado de una montafia de
1200 metros de altura, miden los angulos de elevacion entre el suelo y la
cumbre de la montafia. Suponiendo que los pueblos y la cumbre de la montafia

estan en el mismo plano vertical, calcule la distancia entre ellos.

Y
A T B

AT = distancia del pueblo A hasta el punto T que esta debajo de la cumbre.

BT = distancia del pueblo B hasta el punto T que esta debajo de la cumbre.

AB = distancia entre los dos pueblos.

71



23.AT =
24.BT =
25.AB =

Desde la punta B de una torre, el angulo de depresion de la punta D de otra
torre, es de 30°. Si la torre mas alta mide 100 metros y la mas pequefia mide 70

metros, ¢a qué distancia estan entre si las torres?

D 26. La distancia vertical que hay
T entre los puntos B y D es
100m
70 m.
27. La distancia entre las dos
| torres es x =
X metros
Secuencia Didactica 6.
Determina el valor de la distancia y.
D 28. <BAC=
5° y
e <=
29. <BAD = <BAC + <CAD =
25m
30. DB=
A B
% %
40 m 31. DC=y=

Desde el nivel del piso, el angulo de elevacién con respecto a un risco distante es
de 30°. Al caminar 600 metros directamente a la base del risco, el angulo de

elevacion mide 45°. ¢ Cual es la altura del risco?
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g 32. x=

300~ a5° 33. Altura=h=

—~<-

Dos arboles estan en las orillas opuestas de un rio, como se ve en la. Se mide una
linea de referencia de 100 metros del arbol T1 y de esa posicion se mide un
angulo B a T2, que resulta de 29°. Si la linea de referencia es perpendicular al

segmento de recta entre T1y T2, calcule la

distancia entre los dos arboles.

34.T1T2 = distancia entre los arboles.

Desde la parte superior de un edificio que mide 100 metros de altura, un hombre
observa un automovil que se desplaza frente al edificio. Si el angulo de depresion
del automovil cambia de 22 a 46° durante el periodo de observacién, ¢cuanto se

ha trasladado el automovil?

35.d=
36. x=




Secuencia Didactica 7.

Demuestra las siguientes identidades trigonométricas.

37. tgO + cotg® = sec’® cotg®
Sugerencia utilizar cotg®© tgo = 1
38. Sec?6 — csc?O = tg°O — cotg’e

Sugerencia utilizar, 1 + tg?0 = sec?®, 1 + cotg?®© = csc?©

39. Sen© cotgo secO =1

cosf

Sugerencia utilizar, sec© cos© = 1, cotg® = >3

40. 1 - 2sen’®© = 2c0s’0 — 1
Sugerencia utilizar, cos?® + sen’© = 1

cotgBcosf
" esc20-1

sen@

Sugerencia utilizar, 1 + cotg®® = csc’©

Secuencia Didactica 8.

en6

. A‘ . “L

Encontrar los elementos indicados
en el siguiente tridngulo.
42. <ACB =

43. a =

44. b=

Determinar la distancia entre los puntos A y B en las orillas opuestas de un lago,

150 metros|

D>
c
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redondear la distancia a metros.

45, Distancia entre los puntos Ay
B en las orillas opuesta de un lago.

X =




Encuentra el valor de los
elementos indicados en el

siguiente triangulo.

46.p =

47.© =

Encuentra los elementos indicados en el
siguiente triangulo.
48. b =

49, a=

50. y=

Encuentra los elementos indicados en el

siguiente triangulo.

51. a=

52. B =

53. y=

75



Para el cometa que se muestra, use la ley de los cosenos para calcular las

longitudes de las dos varas que se requieren para

los soportes diagonales.

80 ¢cm 80 cm
70°

54. Vara grande =

55. Vara chica =

Respuestas de los Materiales de Apoyo de las secuencias didacticas.
Secuencia Didactica 1.
1. b=721
sen(A4) = 0.55
cos(A4) = 0.83
2. a=4.99
sen(C) = 0.70
csc(C) =141
3. BD=6
AD =8.48
csc(A) =141
tan(A) =1
Secuencia Didactica 2.
4. Para el AABF.

2.31
4.62
4
4.62

sen(30°) = = 0.5

cos(30°) = = 0.86

31

tan(30°) = % =0.57
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Para el ACDG.

4.62
9.24
8
9.24

sen(30°) =

cos(30°) =

62

tan(30°) = LLT

Para el AEHM.

6.93

13.86

12
13.86

sen(30°) =

cos(30°) =

93

tan(30°) = 6'T

Secuencia Didactica 3.

0.5

= 0.86

= 0.57

= 0.5

= 0.86

= 0.57

El valor de las razones trigonométricas no depende de las longitudes de los
lados del triangulo rectangulo. Si se pueden construir triAngulos semejantes

para angulos agudos, aunque tomar medidas puede ser un poco dificil.

La longitud de los lados del siguiente cuadrado es de 10 cm.

Se traza la diagonal AC para obtener los triangulos AABC y

ACDA.

77



Los cuales son congruentes, ya que.
AB €= DC,y AB=DC =10cm.
BC €= DA, yBC=DA=10cm.
Y AC = AC lado comun de los
triangulos.
AABC = ACDA por el axioma (I, I, 1).
— En el AABC Como AB = BC, entonces.

<BAC = <BCA, y <BAC + <BCA = 90°

Se tiene que <BAC = <BCA = 45°,

La longitud de AC = 14.14 cm, y ya podemos calcular las razones

trigonométricas de 45°.
10

sen(45°) = ErE 0.70
cos(45°) = 11?14 = 0.70
tan(45°) = 11(; =1
cotan(45°) = 11(; =1
sec(45°) = % = 141
csc(45°) = —=1% = 141

10

La longitud de los lados del siguiente triangulo equilatero es de
10 cm.
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Se traza la bisectriz al angulo <C, y se asigna la letra D al punto

de interseccioén de la bisectriz con el lado AB.

Se obtienen los triangulos AADC y ABDC, que son congruentes
ya que.

AC =BC=10cm.

Como la bisectriz CD al <BCA, también es mediatriz del
segmento AB, y tenemos que, AD =BD =5 cm.

Se cumple que <DCA = <DCB = 30°, por ser DC bisectriz del
<<BCA.

Luego se cumple el axioma (I. a. I) y los triangulos son

congruentes.

Consideremos el triangulo ACDB que se
muestra a continuacion.

Aplicando el teorema de Pitagoras.

DC = V102 — 52 = /100 — 25 = V75 = 8.66

Las razones trigopnométricas de 30°.

5

sen(30°) = = 0.5

cos(30°) = % = 0.86

tan(30°) = 8566 = 0.57
cotan(30°) = 8% - 173

5
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10

sec(30°) = vk 1.15

csc(30°) = 1;) =2

Las razones trigonométricas de 60°.

sen(60°) = —>22° = 0.86

o —_— 5 J—

cos(60°) = TR 0.5

tan(60°) = % = 1.73

cotan(60°) = > = 057

8.66
sec(60°) = 12 =2
o —_— 10 —_—

csc(60°) = yran 1.15
Secuencia Didactica 4.
8. B =55°
0. b=3.85
10. d=6.79
11. a = 30°
12. a=8.6
13. b=5
14. La altura del arbol es = h = 12.48 metros
15. X =9.2 cm.
16. y = 22.22 cm. longitud del bisel
17. z=24.2 cm.
Secuencia Didéactica 5.
18. z=1.75 km.
19. Altura de la montafia = h = 1.57 km.
20. X =2.25km
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21.
22.

23.
24.

25.

26.
27.
28.

Secuencia
29.

30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

Secuencia

Distancia entre los edificios = x = 160 metros

Distancia de la azotea del edificio A hasta la azotea del edificio B
=160 m.

Altura del edificio B =80 + p =80 + 160 = h = 240 metros

AT = distancia del pueblo A al punto debajo del punto mas alto =
2264 m.

BT = distancia del pueblo B al punto debajo del punto mas alto =
1165 m.

AB = distancia entre los pueblos = 3429 metros.

La diferencia de alturas entre las dos torres es de 30 metros

La distancia entre las dos torres es x = 52.63 metros.

Didactica 6.
<BAC =31°47’
<BAD = 36°47’

DB = 29.6 metros.

DC =y =DB — CB = 4.6 metros

X = 795.34 metros

h = la altura es = 795.34 metros.

Distancia entre los dos arboles = 55 metros

Distancia del auto al edificio al inicio de la observacién 97.08
metros

La distancia recorrida por el auto entre las dos observaciones
151.95 m.

Didactica 7.

38. tg® + cotg® = sec?O cotgd
Sugerencia utilizar cotg® tgo = 1, 1 + tg°© = sec’®

tge + L = M = ﬂ = SeC29 COtge

tgb tgb tgb

39. Sec?® — csc?® = tg°e — cotg?®
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Sugerencia utilizar, 1 + tg’6 = sec®®, 1 + cotg®® = csc’6
Sec?® — csc?O = (1 + tg®0) — (1 + cotg®d) = tg°O — cotg?®
40. SenO cotgo secO =1

. e 9
Sugerencia utilizar, sec© cos© = 1, cotgo = j;’flg

Sen® cotgd secOd = send (Cose) ( : ) = senbeosb _ 4

sen8) \cos6 senfcos
41, 1 —2sen’® = 2c0s’0 — 1
Sugerencia utilizar, cos’6 + sen’® = 1
1-2sen’©=1-2(1-cos’0)=1-2+2c0s’6 = 2cos’0 — 1

cotgBcosb
42. 29 = send
csc?0-1
Sugerencia utilizar, 1 + cotg®® = csc’0
cotgfcos@® _ cotgbcosd _ cos® __ cosO

= = = = senf
20_ 2 [
csc?0-1 cotg?6 cotgb Sond

Secuencia Didactica 8.

43, <C =~ 093°
44. a=17.47
45, b=6.26
46. X = 343 metros

47. O = 46° 53’

48. B=79°45

Secuencia Didéctica 9.

49. b=551

50. a = 96° 53

51. y=57°7

52. a = 50° 58

53. B=41°45

54. y=87°17

55. Vara grande = 175.45 cm.
56. Vara chica = 99.91 cm.

82



6. Bibliografia Basica.

Goodman A., Hirsh L.. (1994). Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica. México:
Pearson Educacion.

Barnett R., Ziegler M., Byleen K., (2000). Algebra. México: Mc Graw Hill.

Swokowski E., Cole J., (2009). Algebra y trigonometria con geometria analitica. México:
Cengage Learning.

Smith, et al., (1998). Algebra y trigonometria con geometria analitica. México: Addison
Wesley.

Internet.

Duarte J., Martinez A., Flores A., (2008). Geometria y Trigonometria. 24 de febrero de
2019, de Universidad Auténoma de Sinaloa Sitio web:
http://uaprepasemi.uas.edu.mx/libros/3er SEMESTRE/19 Matematicas_I1l.pdf.

Ramirez, et al., (2000) Geometria y Trigonometria. 24 de febrero de 2019, Geometria y
Trigonometria. DGETA Sonora:
https://www.quao.org/sites/default/files/biblioteca/Geometr%C3%ADa%20y%20Trigonom
etr%oC3%ADa.pdf.

83



UNIDAD 2.

Elementos Basicos de Geometria Analitica MATEMATICAS lIl.

Propositos:

Al finalizar el alumno:

Ser4 capaz de manejar algebraicamente algunos conceptos béasicos de la
geometria euclidiana y algunos lugares geométricos con la finalidad de introducir
el método analitico. Tiempo: 10 horas.

1. Presentaciéon de la Unidad 2.

En esta unidad se mostrara un enfoque general del método de la Geometria
Analitica, ya que manejaremos de manera algebraica algunos conceptos basicos
de la geometria euclidiana y algunos lugares geométricos con la finalidad de
introducir el método analitico.

Recuerda que la palabra geometria es de origen griego, y proviene de las raices
geo (tierra) y metron (medir).

René Descartes realiza una de las mayores aportaciones a la Geometria analitica
relacionando el Algebra y la Geometria plana, Descartes introduce el concepto de
sistema coordenado en 1637 donde es posible obtener correspondencia uno a
uno entre puntos y numeros reales, esto nos permite aplicar los métodos de
analisis a la Geometria, de ahi el nombre de Geometria analitica.

La geometria analitica nos permite representar figuras geométricas mediante
formulas del tipo f(x,y) = 0, donde f representa una funcion u otro tipo de
expresion matematica. Por ejemplo, las rectas que fueron estudiadas en
Matematicas 1 pueden expresarse como ecuaciones polindmicas de grado 1
(y=mx + b); las circunferencias y el resto de cdnicas como ecuaciones
polinémicas de grado 2, por ejemplo la circunferencia de centro (7,-6) y radio r=4
queda representada por la ecuacion: (x — 7)% + (x + 6)% = 16.

Un lugar geomeétrico es el conjunto de puntos (X, y) en el plano que cumplen
con una misma propiedad o condicibn geométrica. Dicha condicién es
representada mediante una ecuacion de la forma f (x, y) = 0. El conjunto de
puntos cuyas coordenadas satisfacen tal ecuacion recibe el nombre de
gréafica o lugar geométrico de la ecuacion.

De acuerdo con lo anterior, las siguientes figuras representan Lugares
Geométricos.

84




v | Pz, val

23 y1 :\IH—I--‘I

M, v

\
]
Xre
bt
o

-3
X2 — Xy

‘y' =m X+b

(e-h)2 = 4p(y-k)

directnz

y=k-p

g
v

Por lo tanto, el estudiante comenzara a resolver ejercicios o problemas donde
debera dada la ecuacion interpretarla geométricamente (construccion de grafica),
o dada la figura geométrica o la condicién o condiciones que debe cumplir los
puntos de esta, determinar su ecuacion.

Durante el desarrollo de la unidad se pueden ir presentando los siguientes
problemas de aprendizaje:

e Deficiente conocimiento del sistema de coordenadas cartesiano

e Deficiente manejo de las operaciones aritméticas basicas en particular con los
nameros racionales representados en su forma fraccionaria.

e Desarrollar un binomio al cuadrado como producto notable o como el producto
de dos polinomios.

e Latraduccion de lenguaje algebraico a lenguaje comudn y viceversa.

Para que el alumno supere estas dificultades proponemos lo siguiente:
Aplicar una evaluacion diagndstica al inicio de la unidad de aprendizaje.
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e Dejar actividades de forma paralela al curso, en base a las deficiencias
detectadas en la evaluacion diagnostica.

e Desarrollar las hojas de trabajo de la secuencia didactica sobre los temas en
donde tienen mayor problema los alumnos y que se encuentran en esta
unidad.

e Invitarlos a participar en el Programa Institucional de Asesorias (PIA).

Es importante dejar de tarea a los estudiantes una investigacion sobre la historia
de la Geometria Analitica, para que se motiven a estudiar esta y las siguientes
unidades y puedan ver la utilidad que tiene la Geometria Analitica en su entorno.

2. Actividades de Ensefianza Aprendizaje.

El estudiante deberd comprender y aplicar algebraicamente algunos conceptos de
la geometria euclidiana y algunos lugares geométricos con la finalidad de empezar
a trabajar con el método analitico a partir del desarrollo de las siguientes
secuencias didacticas:

e Reafirmara el conocimiento y aplicacion de los sistemas de coordenadas
rectangulares a través de problemas de su entorno, que le permitiran
comprender la importancia de contar con un sistema de referencia.

e Comprendera la nocién de segmento rectilineo en el plano cartesiano, sus
condiciones necesarias y suficientes para determinar dicho segmento.

e Deducird la formula para determinar la longitud de un segmento rectilineo
utilizando los conocimientos adquiridos en Matematicas Il

e Comprendera el concepto de angulo de inclinaciéon y pendiente a través de
diversas actividades para que el alumno relacione ambos conceptos y que
comprenda que la inclinacion de un segmento puede darse a través de su
angulo de inclinacion o su pendiente.

e Deduce la férmula que proporciona el angulo de inclinacion a partir de los
conocimientos adquiridos en la primera unidad para definir la pendiente como
la tangente del angulo de inclinacion.

e Localiza un segmento rectilineo dadas las condiciones necesarias y
suficientes como su longitud e inclinacion.

e Deducira a partir de que el profesor obtenga la formula de divisiobn de un
segmento, puntos especiales de un segmento y punto que divide el segmento
en una razén dada.

e Comprende la nocién de lugar geométrico en el plano cartesiano, ademas de
obtener la expresion algebraica y grafica de este.
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3. Conceptos Clave.

Lugar Geomeétrico, plano cartesiano, segmento rectilineo, longitud de un
segmento, angulo de inclinacion, pendiente, puntos especiales de un
segmento, punto que divide al segmento en una razon dada, punto medio.

4. Puesta en Escena de los Aprendizajes a Desarrollar.

Aprendizajes. Realizar las Secuencias
didacticas, hojas de trabajo, Proyectos de
trabajo y en funcioén de ello:

El punto en el plano cartesiano:

El alumno: representa la ubicacion de un
punto en el plano utilizando un sistema
de referencia cartesiano y viceversa.
Segmento rectilineo en el plano
cartesiano:

El alumno: Localiza un segmento en el
plano cartesiano y proporciona la
informacion suficiente para que otro
alumno lo pueda hacer.

Obtencion analitica de los elementos
asociados a un segmento en el plano
cartesiano

El alumno: Deduce la férmula para
determinar la longitud de un segmento,
dados sus puntos extremos y la aplica en
diferentes situaciones.

Comprende el concepto de angulo de
inclinacion de un segmento.

Calcula el angulo de
inclinacion a partir de las
coordenadas de los extremos
de un segmento.

Localiza un segmento dadas
condiciones  necesarias Yy
suficientes, distintas a su
determinacién por sus puntos
extremos.

Localiza los puntos de division
de un segmento.

Obtiene la expresion
algebraica y la grafica de un
lugar geométrico.
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Secuencia Didactica 1. Plano Cartesiano.

Aprendizaje: El punto en el plano cartesiano:
El alumno representa la ubicacion de un punto en el plano utilizando un sistema de
referencia cartesiano y viceversa.

Conceptuales:
Procedimental

Actitudinales:

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR
e |dentifica los elementos que forman un plano cartesiano.

es: e Aprende a localizar puntos en un sistema de coordenadas
rectangulares.

Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
Muestra tolerancia.

Participa en el trabajo.

Fase de
Inicio

Los estudiantes de manera individual leeran lo siguiente:

Para localizar un punto en el plano es conveniente construir un
sistema a partir de un punto fijo llamado origen, para que se pueda
medir la distancia horizontal y vertical de un punto deseado. Se traza
una recta real horizontal y una vertical que intersecan en este punto
fijo que llamamos origen. Estas rectas reales se dividen en intervalos
regulares de tal manera que se pueden numerar hacia la derecha
(numeros reales positivos) o a la izquierda (nUmeros reales negativos),
hacia arriba (nUmeros reales positivos) y abajo (nimeros reales
negativos), donde el origen es el cero. De esta manera se construye lo
gue se conoce como sistema de coordenadas cartesianas.

SISTEMA DE COORDENADAS
' T::;;T '

1
1
1
1
L
1
1
1
1
r
1
1
1
1
r
1
1
1
1
r
1
1
1
]
T
1
1
1
L
1
1
1
1
L
1
1
1
1
r
1
1
1
1

T TTrITTTTrTTTSATTTTIETTTATTTTATTTTTITTTTrRTTCT
L U | | Y O
Ty U v A A
P R il e e R e
m---T----r----F-rzf---A----q----7----p----
I e e e ey R E M B

_w

La recta horizontal recibe el nombre eje de las abscisas y se
representa por X, y la recta vertical recibe el nombre eje de las
ordenadas que se representa por y. Estas dos rectas determinan al
plano cartesiano, el cual esta dividido en cuatro cuadrantes.
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y<0 I” -2 IV y<0
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Sistema coordenado bidimensional
rectangular o Plano Cartesiano

Pares de ordenadas o coordenadas de un punto.
Al punto P en el plano cartesiano le corresponden dos coordenadas, la
primera indica la distancia horizontal y la segunda la distancia vertical
con las que se ubicara el punto, primero localizamos la distancia en eje
X para seguir con la distancia en eje y, a cada punto le corresponde un
par ordenado (x, y) y cada par ordenado (x, y) le corresponde
solamente un punto en el plano.

Fase de Desarrollo.

Area Abscisa Ordenada Ejemplos
Cuadr?nte + + 5. 3)
Cuadrlalmte i + (-4, 2)
Cuadrlﬁnte ) ) (-3, -3)

Cuadrante
I + - 4, -1)
Puntos
ubicados Cualquier 0 (3,0) o (-3,0)
sobre el eje valor (4,0) o (-4,0)
X
Puntos
ubicados 0 Cualquier | (0,5) 0 (0, -5)
sobre el eje valor (0,10) o (0,-10)
y
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El sistema coordenado rectangular en el plano establece una
correspondencia biunivoca entre cada punto del plano y un par
ordenado de numeros reales.

Fase de

Desarrollo.

Hoja de trabajo 1.
1.Resolver los ejercicios en forma colaborativa, en equipos y/ o
individual en el salén de clases:

1) Determlna las coordenadas de Ios puntosA B C, D F G, H l.

e e
RS SO AU A . B (NN WP 2 SO O N
3 Lo 5
B ST E s
......... e A N
: 1 : H
IR S S U HUOUpION NSRUNS NS UL ST SO N N
(I 0 G X
1 : 1 1 : : I 1 ’ 1
-4 -3 -2 A1 a ?1 2 3 4
SUURR T SUU SUUS Wl NP OO U OO - T SO TS
1 1 : 1 1 _2 1 1 .‘, 1 1 1
_______ R L S T T S R R
R R e SRRl EEE bl e EE
A - :
' .. |




2)Ubica en un plano cartesiano los siguientes puntos:
A(-2,3) B(2,-3)

C(2,3) D(-2,-3)

E(,5) F(5,0)

G@4,4) H(4 -4

h i B e e e ‘ly b e B S Bl i B i
'
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
___________________________________ L
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
'
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
PSSO YUY UG U I U U DU . U U U U Uy P [
|
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
'
[ [FSSUSIRRRR R [  AU USR N ) KRSy [ K P [ i U ) P |-
'
'
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
--------------------------------------------------------------------
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
'
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
--------------------------------------------------------------------
' '
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
' '
' '
[l Bl dolldl dii et el ity diidied el Tttt il sl sl it Tt
' '
' .
1 1 1 1 1 1 I:I 1 1 1 1 1 1 1
| ' | '
; | P
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o .
'
R B (PSP UPRDEY RSP PP MR [ B RS URDU TP ERpUP ISR I
|
'
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
____________________________________________________________________
'
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
'
LR B el ol ] L i il e Bl e BTl il Sl ] ol R
'
'
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
--------------------------------------------------------------------
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
'
'

Fase de
cierre.

Hoja de trabajo 2.
Resolver lo siguiente de manera individual y compartiendo los
resultados con sus compafieros.
1. ElI sistema de referencia que hemos trabajado se Illama:

2. Las dos rectas perpendiculares que utilizamos en el sistema de

referencia, la recta horizontal se llama: y la recta vertical
se llama: :
3.Como se llama el punto donde se cortan las rectas perpendiculares:
4 .Cada punto esta determinado por un , la distancia al eje x
se le llama, y la distancia al eje y se le llama
5. Cuantos cuadrantes forman los ejes:
6. Indica a que cuadrante pertenece cada par ordenado (x,y):
(3,5): (-2,-4):
(-3,8): (6,-4):

7. Ubica en el plano cartesiano los siguientes puntos recordando que
dos puntos determinan un Unico segmento de recta.

A (3,1),B (5,1), C (5,3), D (4,4), E (3,3), F (2,3), G (2,2), H (2,4), | (3,5),
J (3,6), K(2,5), L (1,6), M (1,5), unir punto M unir con punto E
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8. Encuentra las coordenadas de cada vértice en la figura, recordando

gue dos puntos determinan un Unico segmento de recta:

Comparar los resultados de manera grupal.
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Secuencia Didéactica 2. Segmento Rectilineo en el Plano Cartesiano.
Aprendizaje:

El alumno localiza un segmento en el plano cartesiano y proporciona la informacion
suficiente para que otro alumno lo pueda hacer.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Comprende las condiciones necesarias y suficientes para
definir y/o determinar un segmento en el plano.

Procedimentales: ¢ Construye segmentos a partir de dos puntos dados.

Actitudinales: e Valora el procedimiento geométrico para obtener

segmentos de recta.

Fase de De los conceptos mas utilizados en Geometria analitica es el de
Inicio. segmento rectilineo, con origen de la palabra: segmentum de aqui se
puede decir que es una parte de la recta que esta delimitada por dos
puntos, siempre se le relaciona con la longitud de dicho segmento que es
la distancia entre los dos puntos, por ejemplo, entre los puntos Ay By se
representa como |AB| 0 dag.

Tenemos tres formas de caracterizar el segmento de recta, por los
extremos que forman, por su longitud y uno de los puntos que lo forma, y
por ultimo por un punto y el angulo de inclinacién o la pendiente que lo
determina (o su prolongacion) con el eje x.

Tomando como base la anterior secuencia 1. Plano cartesiano,
empezaremos a trabajar.

Fase de Hoja de trabajo 3.

Desarrollo. | Empecemos por dos puntos que conforman el segmento rectilineo.

1. Punto inicial A(3, 3) y el punto final B( 6,-2) , grafica el segmento
rectilineo uniendo los puntos.

2. Punto inicial A(-2, 3) y el punto final B(-2,-2), grafica el segmento
rectilineo uniendo los puntos.
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De acuerdo con la figura siguiente determina las coordenadas del punto
que representa la figura de la mujer y de la figura de la casa (toma como
referencia).

3. De acuerdo con la figura siguiente determina las coordenadas del
punto que representa la figura de la mujer y de la figura de la casa
(toma como referencia el centro de las figuras para calcular las
coordenadas de cada uno de ellos) y traza el segmento rectilineo
entre las dos.

Las coordenadas de la mujer son ( , )
Las coordenadas de la casa son ( , )
4. A partir del siguiente sistema de coordenadas cartesianas en el

cual hay tres segmentos rectilineos menciona el punto inicial y el
final de cada uno de ellos.
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Fase de Hoja de trabajo 4.

Cierre. A partir del mapa de la Republica Mexicana, calcula las coordenadas de
la Ciudad de México como punto de inicio y selecciona puntos que
pertenezcan a tres diferentes estados de la republica, utilizalos como
puntos finales de cada segmento de recta, traza los segmentos y obtén
las coordenadas del punto final, que representa un Estado de la

Republica Mexicana, el que tu selecciones.
Y
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Define con tus palabras que es un segmento rectilineo:

Qué otras aplicaciones crees que puedan tener los segmentos
rectilineos:

Cdémo se relaciona el anterior aprendizaje (secuencia 1) con lo que
aprendiste en esta secuencia:

Secuencia didactica 3. Obtencién Analitica de los Elementos Asociados a un
Segmento en el Plano Cartesiano.

Aprendizaje:

El alumno deduce la férmula para determinar la longitud de un segmento, dados sus
puntos extremos y la aplica en diferentes situaciones.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Comprende las condiciones necesarias para definir y/o
determinar un segmento en el plano.
Procedimentales: ¢ Determina la distancia que hay entre dos punto en el plano,
asi como su perimetro.
Actitudinales: e Valora el procedimiento analitico para obtener la distancia
entre dos puntos.
Fa_ls_e de En este nuevo aprendizaje seguiremos utilizando lo que aprendiste sobre
Inicio. sistema de coordenadas cartesiano ya que seguimos graficando en él y
afladiremos la nocién que tienes de segmento rectilineo para obtener su
longitud.

La longitud de un segmento de recta es la distancia entre los puntos
gue lo determinan.

Distancia entre dos puntos.
Dado un segmento de recta formado por A,y A,

A%, w)

A= v)

L
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Para obtener una expresion que de manera general proporcione la
distancia entre los puntos Ai( X1, Y1) Y Ax( X2, Y, ), formamos el
triangulo rectangulo siguiente:

(o)

y2y1

Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:

c’=a’+b?
donde
c: hipotenusa
ay b: catetos

Sustituyendo los valores de a = X,- X3, b=y, - y; y c ladistancia de
A1 4 A,, aplicando el teorema de Pitdgoras tenemos:

(dA;14,)* = (xz‘X1)2 +( )~
Resolviendo:
dA14; = V( )%+ ( )?

Férmula para calcular la distancia entre dos puntos en el plano
cartesiano.

Condiciones que satisfacen la distancia entre dos puntos:

e Ladistancia entre dos puntos del plano cartesiano siempre es un
ndmero no negativo.

e La distancia de un punto asi mismo siempre es igual a cero.

e La distancia del punto A al punto B es igual a la distancia del
punto B al punto A.

Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 5
Resolver el siguiente ejercicio:
Calcular la distancia entre los puntos A (-2,3) y B (4,2)

97




_____ EL_.I:M'.YH_E_____
CA23) 3

P (x2y2)

_____________________

______________________________

La distancia del punto A al pun

to B es:

dAB=\/(4—(-2) )2+(__—__ )2

V)2 +1=y___+ =437
Fase de Hoja de trabajo 6.
Cierre.

Ejemplo: Calcula el perimetro
B(12,2), C(-4,10).

del triangulo con

> B(12,2)

C(-4,10)
~ e
2
2
A ( '4r-6)
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El perimetro de cualquier tridngulo es P = L+L+L, donde L
representa la longitud de cada lado del tridngulo.

dAB = /( )2+ ( )2

dAB=(16)2 + (___)?

dAB =,/ + 64

d AB = 4V5
dBC =/(__)*+( )2

d BC = /(16)2 + (__)2

dBC =/ + 64

d BC = 45
dAB = /( )2+ ( )2

dcA=(__)?+162

dCA= + 256

dCA=16

Por lo que tenemos que sustituir los valores encontrados en la
férmula de perimetro del triAngulo y como resultado tenemos:

P = + + = 33.88 cm., las longitudes de los lados
indican también que es un triangulo Isésceles.

Obtén el area del mismo tridngulo, recuerda de Matematicas II, la
férmula de Herdén de Alejandria.

Define con tus palabras que es longitud de un segmento:

Qué otras aplicaciones crees que pueda tener la longitud de un
segmento:

Coémo se relaciona los anteriores aprendizajes (secuencias 1y 2) con
lo que aprendiste en esta secuencia 3:

Cuando nos desplazamos a algun sitio como el cine, la escuela, el
mercado, siempre hay un punto de inicio y punto final, logras
identificarlos, podrias calcular alguna longitud de segmento rectilineo
relacionado estos sitios, en el caso hipotético que el desplazamiento
lo pudiéramos realizar en linea recta.

99




Secuencia didactica 4. Angulo de Inclinacion y Pendiente.

Aprendizajes.
Comprende el concepto de angulo de inclinacion de un segmento.
Calcula el angulo de inclinacién a partir de las coordenadas de los extremos de un
segmento.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Aplica la definicién de pendiente para determinar el angulo
de inclinacién de un segmento de recta.
¢ Determina la pendiente de un segmento de recta a partir de
las coordenadas de sus extremos.
Procedimentales: e Aprende los procedimientos para deducir la pendiente y
angulo de inclinacion de un segmento.
e Aprende los procedimientos para definir cuando la
pendiente de un segmento es positiva, negativa, infinita o
nula.
Actitudinales:

¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
e Muestra tolerancia.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
Fase de
Inicio. Seguimos trabajando en el plano cartesiano, con segmento de rectilineo, su

longitud, ademas de recordar la primera unidad de mateméticas uno,
Trigonometria que nos serd de utlidad para trabajar estos nuevos
aprendizajes.

El angulo de inclinacién a, es el que se forma con una recta” S” y el eje “x”
medido en direccién positiva del mismo eje (en sentido contrario a las
manecillas del reloj).

0 <x< 180°
La pendiente de la recta “S”, se define como el valor de su tangente:
m=tangente a. Por lo tanto: «= arctan(m).

Y
N
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Pendiente positiva
0°<a<90°

n=ndefngs 0= Y

a=90°

Pendiente indefinida

1 Y
\. |
N
\.
\
N
\\
\,
N
m= \
\
\,
Q== f o
- z-‘
N

Pendiehte negativa
90°<a<180°

a=0

o

Pendiente nula.
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Partimos nuevamente de un segmento de recta AB y formamos el triangulo
rectangulo siguiente:
Y

N B (x2y2)
2

|
. _1

Y1
A(x1y1) x2-x1

H\_

01l x1 %2 -~ X

Para obtener la pendiente de un segmento de recta AB

cateto opuesto
Recordando la Tangente a = SET0 oPReT0
cateto adyacente

En este caso Tangente de a= 22=22

Por tanto, si tenemos dos puntos que forman un segmento de recta A (X,

Y2 - yl .
— Slempre que x2 ES Xl'
X, =X

y1) Y B (X2,y,) obtenemos m=

Si x, = x, la pendiente del segmento de recta no esta definida, porque el
denominador es igual a cero.

El angulo de inclinacion del segmento de recta AB con extremos en los
puntos A (x1, y1) y B (X2, y2), es el menor angulo positivo que forma con el
eje X.

Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 7.
Si la pendiente m=1.3
Cual es el valor del angulo de inclinacién a:

Si el angulo de inclinaciéon es 55°
Cual es el valor de la pendiente m:

Si tenemos el punto A(-3,2) y B(-5,-6) que forman un segmento rectilineo,
calcular la pendiente y el &ngulo de inclinacion de dicho segmento

=6-_)

m=
-

a=tg~'( )

Realiza la gréfica del segmento de recta
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distintas a su

Hoja de Trabajo 8.

Define con tus palabras que es angulo de inclinacion:
103

Como se relaciona los anteriores aprendizajes (secuencias 1, 2, 3),
ademas de la unidad uno de Matematicas Ill Trigonometria, con lo que

aprendiste en esta secuencia 3:

Qué otras aplicaciones crees gque pueda tener ya sea él angulo de

inclinacion o el concepto de pendiente en tu entorno:

Define con tus palabras que es pendiente:
Localiza un segmento dadas condiciones necesarias y suficientes,
determinacion por sus puntos extremos.

Fase de
Cierre.

Secuencia didactica 5. Continuacion.

Aprendizaje:




APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Aplica la definicion de pendiente para determinar el &ngulo de

inclinaciéon de un segmento de recta.
¢ Determina la pendiente de un segmento de recta a partir de las
coordenadas de sus extremos.

Procedimentales: e Aprende los procedimientos para deducir la pendiente y angulo

de inclinacion de un segmento.

e Aprende los procedimientos para definir cuando la pendiente
de un segmento es positiva, negativa, infinita o nula.

e Manejo del programa GeoGebra.

Actitudinales: e Formacion de una actitud positiva en el Manejo del programa

GeoGebra.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de Ahora relacionemos lo aprendido en las anteriores secuencias.

Inicio. En la secuencia numero 2 identificamos los segmentos rectilineos a través de
2 puntos inicial y final, ahora trabajaremos identificando el segmento rectilineo
a través de su distancia y su angulo de inclinacién o pendiente.

Fase de Hoja de trabajo 9.

Desarrollo. 1. A partir del sistema de coordenadas cartesianoy el puntoA(__, )

encuentra el segmento de rectilineo que tiene como punto final B que
tienen una distancia con el punto A de 4 unidades y es paralelo con el
eje x

Las coordenadas de algunos posibles puntos B serian ( : )y
( , ).

Ahora en base al punto A requerimos un segmento de recta con distancia de 3

[Tl

unidades, pero paralelo al eje “y”.

Las coordenadas de los posibles puntos B serian ( , )Y ( ,
Localiza las coordenadas de otros puntos finales B que no sean ni paralelos
paraelejexniejey:B(_, )YB(__, )B(_, )
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2. Sitenemos un punto final B ( 3, -1), y un &ngulo de inclinacién de 45°
localiza un_posible punto inicial A con coordenadas ( , ).

Otro posible punto inicial seria A(__, )
Otro posible punto inicial seria A(___, )
Otro posible punto inicial seria A(___, )
Otro posible punto inicial seria A(__, )
Explica porque puedes encontrar varios puntos iniciales:

Un segmento rectilineo cuya pendiente es -3 pasa por el punto C(2,7) y por
los puntos Ay B, sila Ordenada de A es 3y la de la abscisa de B es 6. ¢ Cual
es la abscisa de Ay cual es la ordenada de B?

Recordando que m= 2=

X2—X1
Tenemos:

_7-3_
m_Z—M_
Despejamos:
7—-3=-3(2- )

Realizamos las operaciones y despejamos: — = x;

Por lo tanto el punto A tiene como coordenadas ( , 3)
Para el punto B

Tenemos:
7=y
= =-3
m=2 6
desarrollando
7—y, =12
Realizamos las operaciones y despejamos: =y

Por tanto, el punto A tiene como coordenadas (6, ).

Demuestra que las coordenadas tanto de A como de B son las correctas.
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Fase de
Cierre.

Hoja de trabajo 10.

Actividad 1. Se apoya una escalera en una pared quedando un extremo a 3
. . . 3 . e

metros del piso, tiene una pendiente de - respecto al piso, qué coordenadas

tienen el punto inicial de la escalera, sabiendo que el final tiene como

coordenadas (0,3).

Menciona si has logrado los aprendizajes y que tan facil o dificil fue desarrollar

esta secuencia;

Que puedes hacer para mejorar:

GeoGebra

1. En la vista algebraica en GeoGebra, en el campo entrada escribimos la

ecuacion de una recta (ejemplo y=2x)

2. Después en el siguiente campo de entrada que aparece, escribimos la

siguiente ecuacion de recta y=0.

0 M) & oy
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En la vista gréfica utilizamos la herramienta de segmento rectilineo que se
encuentra en el menu de GeoGebra (rectas) y marcamos un segmento en
la recta y=2x seleccionando dos puntos de esa recta y de manera similar
en y=0, del tamafio que tu gustes. Es importante que uno de los puntos
coincida en las dos rectas, como se muestra en las figuras siguientes.
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Luego nos colocamos en la recta, cuidando no seleccionar donde
estipulamos el segmento rectilineo y damos botén derecho para que
aparezca configuracion y en el menu de basico quitamos la seleccién de
objeto visible. (ya no se puede observar la recta, s6lo se observa el
segmento rectilineo).

108




! [} |
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Realizamos lo mismo en la recta y=0

5. Creamos un deslizador auxiliandonos del menu herramientas basicas,
seleccionamos deslizadores, seleccionar un punto del plano cartesiano,
aparece una pantalla donde puedes modificar el nombre del deslizador,
asi como sus valores maximo y minimo, cambia el nombre del deslizador
ahora sera pendiente y los valores van de -10 a 10.

no d-: caem9do2iab

6. Ahora con las herramientas medicién seleccionemos angulo y selecciona
los tres puntos en este orden C, A, B
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Con el mismo submend de medicién selecciona pendiente y toma como
referencia la recta formada por los puntos Ay B.

= & ‘& s 0D
“ . - 0
percamte = |
» . ¢ * ____.A_,_
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Busca en la vista algebraica tu primera construccion que fue y=2x y
cambia el coeficiente dos por la palabra pendiente.
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Con esta Ultima instruccion relacionamos el deslizador con nuestra

construccion, puedes verificarlo mueve el deslizador y veras cémo se
mueve la construccion.
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Ahora si:

9. Comprueba a través de las formulas que dedujiste que los resultados
coincidan con los que te arroja GeoGebra.

10. Mueve el deslizador de tal manera que el angulo de inclinacién aumente o
disminuya y sigue realizando las comprobaciones.

Secuencia did4ctica 6. Division de un Segmento Rectilineo.

Aprendizaje.
e Localiza los puntos de division de un segmento.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Aplica en la resolucion de problemas los conceptos de divisién
de un segmento y punto medio.
Procedimentales: e Resuelve problemas de aplicacion con division de un
segmento.
Actitudinales: ¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
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Fase de
Inicio.

Division de un segmento de recta.
Se tienen el segmento rectilineo determinado por A(Xy, Y1) Y B (X2, ¥2), dividido
por el punto C(x, y).

B{x2,y2)

ye

¥
yi
BN
De los triangulos semejantes # % ADC /% CEB tenemos i_x; = % =r,
27 27
por lo que r = =2 yr =221 despejando tanto a x como a y:
X2—X Y2—y
x=atM g y y=X1"™ rz_1 donde x y y son las
1+r 1+r

coordenadas del punto C(x,y) que divide al segmento rectilineo AB en una
razon r.

Tenemos un caso particular para obtener el punto medio P, (X ,Ym) Y esta
es la expresién que se utilizara.

B
Pm d
C
A
yaquer = 1.
" 2 " 2

113




Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 11.
1. Ubique las coordenadas del punto medio del segmento rectilineo con
extremos en los puntos A (-4, -3) y B (4, -5).

Y = +4 _ +(=5) _ —-3-5 _
m T2 Ym = 2 T 2 T2

2 2
por lo que el punto medio es P=(  ,-4).

2. Ubique las coordenadas de los puntos que trisecan al segmento de
rectilineo con extremos en los puntos A (-7, 3) y B (5, 5)

Las razones a utilizar son: r=_ —

—-14 5
_—7+(r)5_—7+—_—2 ty T 3
o 1+r B 3

T _ 2
6
_3+4()5 _2t— — 11
o1+ r 3
2
Primer punto que divide el segmento C (-3, 131)
_ =7+ (@)5 -7+ _3_1
*TT1+r T3 T3°7
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Segundo punto D (1, =)
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'
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3. El segmento rectilineo con extremos en A (1,6) y B (3,10) contiene al punto

0(2,123), ¢, en qué razoén lo divide?

§=1+r3; 51+r)=4@1+3r); 5+5r=4+12r;1=7r;r=3 por lo que el
4  1+r 7

segmento se debera dividir en 1+7 =8 partes.

4. El segmento rectilineo AB tiene como extremo a A (-4,4) y punto medio
Pm (2,2) encontrar el otro extremo

—4+X2
2=——4=—4+xy;,_____=2x,
4+)
2= 44y, =y,
Por lo que el punto B es ( : )
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Fase de
Cierre.

Hoja de trabajo 12.
En una pista de 2 kilémetro, un ciclista sale del punto inicial A y ha recorrido
350 metros Punto C. ¢ En qué razén divide C a la pista, si tienen que llegar al
final de ella?

350m

—_—

¥
A C

2000m

Define con tus palabras que entiendes por division de un segmento rectilineo:

Qué otras aplicaciones crees gque pueda tener este aprendizaje en tu entorno:

Cuadl fue el papel de las anteriores secuencias para poder comprender el
aprendizaje relacionado con division de un segmento de rectilineo:

Secuencia Didéactica 7. Lugar Geométrico.

Aprendizaje: Obtiene la expresion algebraica y la gréafica de un lugar geométrico.

Conceptuales

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

X ¢ Aplica la definicion de lugar geométrico para diferentes curvas.

Procedimentales: ¢ Aprende los procedimientos para deducir un lugar geométrico.

Actitudinales:

¢ Manejo del programa GeoGebra.

e Formacién de una actitud positiva en el Manejo del programa
GeoGebra.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

Muestra tolerancia.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

116




satisface la condicién es:

))) =
SSRRA GRS 7Y [ S N S S N S Sk NS SN AV SO N A N
N R N L) s B T S Bt S O T et
S-S - S S SR p— oINS S S A S
//
|||||||||||| Co——to a4 vy __a___ |
SECERLLE
||||||||||||||||||||| Py Gy S R N S S R P ———
E L I o -
|||||||||||||||||||||||||||||||| MV [ SR S S —
MDD oo [T O e e it siaheial Sl Sty
] P e P D O B e R B Bt GEOE SEEE: EURE EEEE EERE
1) Rl (S KD 0 R T NS S N OO O N OO S S
S| S|
TR I KN AR K02 O U SN SR SN S SN NN IS SN SUNNNS SN IS N S
SSRIERIER ER aRL
ISP 1 1> [ NSRR R A S R —— LTSS U FRS N SN S —

puntos cuyas coordenadas satisfacen tal ecuacion recibe el nombre de
grafica de la ecuacién; o bien, su lugar geométrico. Un lugar geométrico
puede cumplir con una o mas condiciones a la vez.

1. La ordenada es el triple de la abscisa menos tres unidades, la ecuacion
y= 3x-3, que de tus clases de matematicas uno recordaras que se trata
gréficamente de una recta.

con una misma propiedad o condicion geométrica. Dicha condicidon es
representada mediante una ecuacioén de la forma f (x, y) = 0. El conjunto de

Un lugar geométrico es el conjunto de puntos (X, y) en el plano que cumplen

Por ejemplo:
Recuerda

Fase de
Inicio.
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Fase de Hoja de trabajo 13.
Desarrollo. 2. Todos los puntos del plano que estan a 2 unidades arriba del eje x,
graficamente tendriamos

Tenemos una recta paralela al eje de la x, esto implicaria que su
ecuacion seria: y=2, puesto que siempre su ordenada sera 2, sea cual
sea su abscisa.

Esto lo podemos redactar de la siguiente forma:

El lugar geométrico de todos los puntos que estdn dos unidades arriba
del eje x es: y=2.

A patrtir de la siguiente figura, escribe la distancia de los puntos A, B, C, D, E

y Fal egjey.
..P I .
1l 0
2 iC
1 B !
t ! ='l' i i
L -3 -2 -1 0 1 z 2 4 5 x
_]_ -E
-2 F i
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Distancia del punto A al eje y es:
Distancia del punto B al eje y es:
Distancia del punto C al eje y es:
Distancia del punto D al eje y es:
Distancia del punto E al eje y es:
Distancia del punto F al eje y es:

En la siguiente figura, una recta pasa por los puntos anteriores y si tomas
cuatro puntos diferentes de A, B, C, D, F, E de la recta ¢cual serd su
distancia con el eje y?

En general la distancia de todos los puntos que pertenecen a la recta
respecto al eje y es:

La abscisa de todos los puntos es x=2.
Entonces la ecuacion del lugar geométrico es:

3. Determinar la ecuacién del lugar geométrico definido por todos los puntos
del plano que estan a la misma distancia de los puntos A(1,6) y B (9,-1).

Localizamos el primer punto que debe estar a la misma distancia de A y de
B, que es el punto medio, luego al tanteo colocamos otros que estén a la
misma distancia de Ay B.
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Tomamos un punto en este caso | (x,y) y calculamos la distancia del punto A
al punto | y la del punto B al punto I, cémo deben ser las mismas
igualamos:

JGE=DP T 5= 67= (G- 97+ (y - (D)’

Elevando al cuadrado ambos lados
-1+ -62*=x-9%*+(y+1)?

Desarrollando los cuadrados:
=+ )+ _—_+_)
=(_- +_ )+ 0%+ +_)

Agrupando términos e igualando a cero tenemos: 16x — 14y — 45 = 0,
gue representa el lugar geométrico de la linea recta, llamada mediatriz del
segmento AB.

4. En la siguiente figura, ¢ cudl es la distancia de loa puntos A, B, C, y D al
origen del Plano Cartesiano?
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¢, Cual es la distancia de B al origen?:
¢, Cual es la distancia de C al origen?:
¢,Cudl es la distancia de D al origen?:
¢,Cual es la distancia de E al origen?:

En la figura marca 4 puntos que estén a la misma distancia, ¢ al unirlos qué
figura se forma?

Usando la formula de distancia entre dos puntos, escribe como quedaria en
este caso:

La ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos en el plano que estan a
4 unidades del origen es: y representa a una:

5. Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos de un
mismo plano que estan a la misma distancia (equidistan) del punto C(0,2)
y de la recta y=-2.
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El punto k queda a la misma distancia del punto y de la recta, al tanteo se colocan
7 puntos que estan a la misma distancia de la recta y=-2 y a C(0,2).

Elige un punto que consideres que cumple con la condicion, por ejemplo G(x,y) y
como equidista de C, usando la férmula de la distancia , escribe la distancia del
punto C al punto G:

Observa la figura y cuél es la distancia de G(x,y) a la recta
y=- 2:

Coémo las distancias son iguales, la esto se puede escribir como:

Elevando al cuadrado ambos lados, desarrollando el cuadrado y simplificando
tenemos:

El lugar geométrico pedido es:

Fase de
Cierre.

Hoja de trabajo 14.
Qué entiendes por lugar geométrico:

Cbomo te apoyaron las anteriores secuencias para lograr comprender el
concepto de lugar geométrico:

GeoGebra
Trabajemos comprobando las condiciones del lugar geométrico de la Elipse.
El lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera
que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano siempre es
igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.
1. Construye una elipse en GeoGebra en el menu puedes observar
Que necesitas tres puntos para fijar ésta.

1]
o

4

[ 1 2 3 1

e
o
—
e

4 1

=1

2. Selecciona un punto D que pertenezca a la elipse.

122




(54

£a
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3. Construye segmentos rectilineos AD, BD y AB.

4. En la parte izquierda de la pantalla tienes la vista algebraica. Verifica las
longitudes de los segmentos para que verifiques las condiciones del lugar

g

£

4

-1

geomeétrico. En este caso dy, =3, dap=3.04, dgp=2.23.

La suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano siempre es
igual a una constante dap= 3.04 + dgp=2.23 =5.27, mayor que la distancia
entre los dos puntos 5.27>3 si movemos el punto D con la opcion elige y

mueve.
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Volvemos a revisar la vista algebraica

Tenemos:
dab =3, dAD:2.62, dBD=2.65

La suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano siempre es
igual a una constante d,p=2.62+ dgp=2.65=5.27

Que coincide con la anterior constante por lo tanto cumple también
mayor que la distancia entre los dos puntos 5.27>3

Sigue moviendo el punto D y comprueba las condiciones que nos dan el

lugar geométrico de la Elipse.

Secuencia didactica 8. Evaluacion Diagnéstica.

Fase de
Inicio.

Aplicacién.
Desarrolla los siguientes productos:

(4x —y)(5x — 2y) =

(x—4y)(y +2x) =

(34~

0-9-

(6x — 7)?=

b

Contesta lo siguiente:

Si los catetos de un triangulo rectangulo
miden respectivamente 4 y 5 unidades
cuanto mide la hipotenusa:

Si la hipotenusa de un triangulo
rectdngulo mide 15 unidades y uno
de sus catetos 8 unidades, cuanto
mide el segundo cateto:
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Trigonometria.

Cuél es el valor de la tangente de 30°:
Cuél es el valor del angulo B si:

a) sutangente es 0.451,

b) si sutangente es igual a 0,

c) sisutangente esigual a: -1.58.

Completar el trinomio cuadrado perfecto.

y? —4y x% +5x
3x% +9x 4y% — 6y
Fase de Revision por todo el grupo del examen diagndéstico
Desarrollo.
Fase de Trabajo de las dificultades detectadas en el salén de clases con los alumnos
Cierre. y profesor

Desarrollar el producto (x-3)(x+4).

(\

(x-3)(x+4)= x?

/\

3)(x+4)= x? + 4x

=

(x- )
(x-3)(x+4)= x? 4+ 4x -3x

(x-3)(x+4)= x? + 4x -3x -12
Términos semejantes
(x=-3)(x+4)= x? + 4x -3x -12

>

Finalmente:
(x-3)(x+4)= x2 + x -12

Realiza los siguientes productos:
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a) (5x-3) (x+1) =
b) (x-6) (4y-2) =
c) (3y+2)(5z-1) =
d) (3z+3) (2z-4) =

Binomio cuadrado:

(X - 3)3= (x- 3)(x- 3)

N\

- 3)(x- 3)= x2
/\}_ )
- 3)(x- 3)= x2 _3x -3x
- 3)(x- 3)= xZ 3x -3x +9

V

Términos semejantes
(x- 3)(x- 3)= x2% 3x -3x

Finalmente:

(x- 3)(x- 3)= x? -6x +9

a) (y+3)%=
b) (2x+3)%=
c) (3x—2)?=

Resuelve completando el trinomio cuadrado perfecto:
a)x>—8x=9
5 8 2_ 8 2
-8+ (3) =9+ (5)
(x —4)? =9+16
(x—4)2-25=0
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b) /(x — 4)% =V25

(x—4)=45
x2=_5+4=_1

)5x2+4x—-21=0
4 21

2 _— —_—— =
X +5x c

2, +(4>2_21+(4)
5 10/ T3 10

2
4 21 16
(x + —) == +—
10 5 100

2
4 21 4
x+—) == +—
( 10) 5 25

(x+1io)2‘1=0i\/(X+§)2=\/T:x=—§J_r1;

Repasar el teorema de Pitagoras y concepto de semejanza.
Menciona el teorema de Pitdgoras:

2

Menciona los criterios de Semejanza de triangulos:

5. Proyecto de Trabajo.

En esta seccién los alumnos en equipos de tres integrantes podran realizar las
demostraciones de varios teoremas de la Geometria elemental, por los métodos
de Geometria Analitica, para esto debemos utilizar el Plano Cartesiano, construir
una figura en él, de tal manera que las coordenadas de los puntos de la figura
faciliten lo mas posible los calculos algebraicos, es importante utilizar letras en
lugar de nimeros, para generalizar la demostracion y evitar particularizar.

1. Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los lados de un
de los lados sucesivos de cualquier cuadrilatero forman un paralelogramo

Colocamos el cuadrilatero en un plano cartesiano y uno de los vértices en el

origen (0,0).
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2. Demostrar analiticamente que, si las diagonales de un paralelogramo son
perpendiculares entre si, el paralelogramo es un rombo.



6. Materiales de Apoyo.

Secuencia 2. Segmento rectilineo en el plano cartesiano.

Dos vértices de un cuadrado son (2,2) y (2, 4). ¢ Cuéles son los otros pares
posibles de vértices?

Un circunferencia con centro C(-2 , 6) pasa por el punto A(1, 3). Encuentra
las coordenadas del otro extremo B, para que AB sea un diametro

Secuencia 3. Obtencion analitica de los elementos asociados a un segmento
en el plano cartesiano. Longitud de un segmento.

3.

Determine la longitud del segmento rectilineo con extremos en:

A (2,3)y B (-2,-5)
A (-4,6) y B (2,7)
A(-1,3)yB (5,-1)
A (7,9 yB (-8, 3)
A (0,3)y B (5,0)

Secuencia 4. Angulo de inclinacion y pendiente.

o

Determina la pendiente del segmente de recta cuyo angulo es de 160°.
Determina la pendiente del segmente de recta cuyo angulo es de 120°.
Determina el angulo de inclinacion del segmento de recta cuya pendiente
es 3.

Determina el dngulo de inclinacion del segmento de recta cuya pendiente
es 1.5.

Determina el dngulo de inclinacion del segmento de recta cuya pendiente
es -2.

Determina el dngulo de inclinacion del segmento de recta cuya pendiente

-3
es —.
2

10.Determina el angulo de inclinacién del segmento de recta cuya pendiente

es 3.

11.Determina el angulo de inclinacién del segmento de recta cuya pendiente

4
es -
5

12.Encuentra la pendiente y el angulo de inclinacion de la recta que pasa por

los puntos A(-3,5) y B(7, 6).
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13. Determina la pendiente y el angulo de inclinacién de la recta que pasa por
los puntos A(4,-6) y B(1, -3).

14.Determina la pendiente y el angulo de inclinacién de la recta que pasa por
los puntos A(O, 5) y B(0, 10).

15.Determina la pendiente y el angulo de inclinacién de la recta que pasa por
los puntos A(-3,0) y B(7, 0).

16.Determina:

Pendiente:

Angulo:

17.Determina:

Pendiente:

2 : . Angulo:

130



18.Determina;

Pendiente:

Angulo:

19.Determina:

Pendiente:

Anaulo:

20.Si la pendiente de la recta AB es -3/2 y las coordenadas de A son (-3,6),
encuentra el valor de y si B(8, y).
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21.La pendiente del segmento AB es 1/4. Si A(3,-3) y B(x,5), encuentra el
valor de “x”.

22.¢;Cuanto mide el angulo de inclinaciébn del segmento que tiene por
extremos los puntos A (-1,-4) y B(-5,3)?

23. ¢ Cuanto mide los angulos interiores del triangulo cuyos vértices son A(2,6),

B(-3,-1) y C(4,-5)?

Secuencia 5. Localiza un segmento dadas condiciones necesarias y
suficientes distintas a su determinacion por puntos extremos.

24.Un segmento rectilineo vertical tiene uno de sus extremos en A (5,5) y
mide 6 unidades, determinar las coordenadas de los otros extremos
posibles.

25.Un segmento rectilineo horizontal tiene uno de sus extremos en A(1,2) y
mide 4 unidades, determinar las coordenadas de los otros extremos
posibles.

Secuencia 6. Division de un segmento.

26.Encuentra las coordenadas de puntos medios de los lados del siguiente
triangulo A(3,2), B(-1,-4) y C(5,1).

27.Si las coordenadas del punto medio del segmento AB son M (2 ,-1), donde
las coordenadas de B son (-3,3). Encuentra las coordenadas del punto A.

28.Si las coordenadas del punto medio del segmento AB, son M(6,1), donde
las coordenadas de A (2,5). Encuentre las coordenadas del punto B.

29. Los extremos de un segmento son los puntos A(-1,-3) y B(2,4), encuentra

las coordenadas del punto C que dividen segmento AB en la razén r = §

30. El punto A(-2,5) es un extremo del segmento AB, encuentra las
coordenadas del extremo B, si el punto C(3,-2) divide al segmento AB en la

razén r = i.
31.Si A(-4,2) y B(4,6) son los puntos extremos del segmento AB, la razon r en
el punto C(2,5) divide al segmento es:

Secuencia 7. Lugar geomeétrico.

Determina el lugar geométrico de:

32.Todos los puntos que estan a 5 unidades del origen.
33.Todos los puntos que esta en a 10 unidades del origen.
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34.Todos los puntos que estan las 7 unidades del punto A(2,1).

35.Todos los puntos que estdn a 9 unidades del punto A(2,0).

36.Todos los puntos que estan a la misma distancia del punto A(5,0) y del eje
y.

37.Todos los puntos que equidistan del punto C(0,3) y de la recta x=5.

38.Todos los puntos que equidistan del punto C(4,0) y de la recta y=2.

Secuencia 8. Dificultades (Antecedentes).
39. Resolver:

a) (4x+2)(3x-1)=
b) (2x-3)(x-5)=

c) (7x —5)?*=
d) (7x —5)?%=
e) (7x —5)*=

40.Completar el trinomio cuadrado perfecto
a. y2—3y=
b. 5x% —4x =

6. Examen de autoevaluacion.

1. Determine la longitud del segmento rectilineo con extremos en: A (-2,-3) vy
B (2,5).

2. Determina el angulo de inclinacion del segmento de recta cuya pendiente es
2.5.

3. Un circunferencia con centro C (-1, 6) pasa por el punto A(2 , 3). Encuentra
las coordenadas del otro extremo B, para que AB sea un didmetro.

4. La pendiente del segmento AB es 1/4. Si A (4,-3) y B(x,5), encuentra el valor

de “X".
5. Determina la pendiente y el &ngulo de inclinacion de la siguiente figura.
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Pendiente:

Angulo:

Respuestas a los ejercicios.

1. (4!2)1 (414) y (012)1(014)

2. |(59)

a)V80, b) V37, ¢) V52, d) v261,e) V34

4 m=-0.36397

5 m=-1.73205

6. a =71.565°

7 a =56.3099°

8. a =-63.4349°

9. a =-56.3099°

10. a =-71.56°

11 | a=386598°

—_— 1 o
12. m=; 5.71059

13 mzl, '450
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m= indeterminada, 90°

14.
15, |m=0.0°

__7 o
16. m=—, -34.99
17, m=0, a =0°
18. m= indeterminada, a =90°
19 | M=% a=40.60°

——21
20. | Y7
21 X=35
29 a=119.744°
23, 45.84°, 84.20°, 49.95°
24. (5.11)y (5.-1)
AB punto medio (1,-1)
. 3
26. CA punto medio (4, 5)
BC punto medio (2_73)

8. B (10,3)

-1 -5
2. |<(57F)

17 -—-15
0. [B(E)
31 |73
32. x?+y? =25
33 .xz + yz == 100
34. (x—2)2+(y—1)2=49
35. (x — 2)2 + y2 =81
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y2—12x+36=0

36.
37, y2—6x+12x—27=0
38. x2—8x—4y+20=0
12x2% 4 2x — 2
2x% —13x + 15
39. 49x2% — 70x + 25
36x2 + 48x + 16
4x% —4x +1
-3 -3
Y732) %
40. ( 2)2 4
*735) T 25

Respuesta al examen de autoevaluacion.

1. |V80
, |68.198°
3. ('4!9)
4. x=36
_7 _ °
5 m=_, a=-34.99

Respuesta a los ejercicios de proyecto de trabajo.

Demostrar Analiticamente que:

1. Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los lados de un de

los lados sucesivos de cualquier cuadrilatero forman un paralelogramo

136



Las coordenadas de los puntos medios son:
0+a O0+b ab

D: ( , ) 0 sea (—,—)
2 2°2

. fa+c b+d
_Ec+e d+0)) o sea (g g)
’ 2
(O+e 0+0) o0 sea ( 0)

Obteniendo las pendientes

b btd
Pendiente de DE=2—3%; = g

2 2

btd d
Pendiente de EF=2—% = —;

a—e
2 2

d
-0
Pendiente de FG=z;— = %;

2 2

b
-0
Pendiente de GD=¢— = ﬁ,
2 2
Como podemos observar son idénticas las pendientes DE y FG, estos lados
son paralelos, analogamente los lados EF y DG son paralelos. Recordando

tus clases de matematicas 2, la figura DEFG es un paralelogramo.

137



2. Demostrar que si, las diagonales de un paralelogramo son perpendiculares
entre si, el paralelogramo es un rombo.

Si las diagonales OB y AC son perpendiculares entre si, cumplen con
gue sus pendientes m1 para OB y m2 para AC: (m1)(m2)=-1.

En nuestro caso:
c c
=-1
(a + b) (b - a)
De donde:
c?=a%?-b%,y a=+Vb%+?
a es la longitud del lado OA y Vb2 + ¢? es la longitud del lado OC. Por ser

iguales dos lados adyacentes de OABC el paralelogramo es un rombo.
Recuerda matematicas 2, para las dos demostraciones.
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UNIDAD 3. MATEMATICAS III.

La Rectay su Ecuacion Cartesiana

Propdésito:

Al finalizar el alumno:

Sera capaz de obtener la ecuacidn cartesiana de la recta, dados diversos
elementos definitorios. Resolvera problemas geométricos en diversos contextos, a
fin de que se avance en la comprension del método analitico. Tiempo: 20 horas.

1. Presentacién de la Unidad 3.

En esta unidad estudiaremos a la linea recta, que es un lugar geométrico, que es
muy util, por ejemplo, nos ayuda a estudiar la variacion directamente proporcional,
asi como la variacién lineal, estudiaremos las diversas ecuaciones de una recta, y
las diferentes posiciones relativas de un par de rectas.

La imagen de la derecha nos muestra primero un resorte en reposo y mediante
una regleta podemos determinar su longitud, en la imagen de la derecha se ha
colocado un peso y el resorte se estira proporcionalmente al peso colocado y la
funcién que describe el fenomeno es de la forma. F(x) = K * x.

-~

Imagen. Resorte

Misma que podemos relacionar con la ecuacion de la recta de la forma.
y = K *x, la linea recta también tiene aplicaciones en la trigonometria (a), ya
gue dependiendo del observador y usando como base una recta horizontal se
determina el angulo de elevacion o depresion de la linea de mira (o vision), que
es una linea recta. También podemos observar su uso en la construccion de
casas, ya que el albafil usa el nivel para poner los ladrillos horizontales (b). El
uso de la plomada para construir una pared vertical (c), mientras que en la
construccion de una escalera, también hay rectas inclinadas (d). La posicién
relativa de dos lineas de ladrillos ilustra el concepto de rectas paralelas. La
direccibn de la pared respecto al piso ilustra el concepto de rectas
perpendiculares y la escalera de una recta oblicua.
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(a) Angulo de depresion. (b) Construccién de un muro.

Horizontal r_ﬂ(‘).b_u-._r\‘,_'.ador

Angulo de \
depresion %

\Angulo de

>(”)-hserv;dor Horizontal

(c) Uso de la plomada.

La ecuacion de la recta también aparece en problemas como el siguiente. A
Patricia le llego la factura del gas y quiere revisar, como lo hace habitualmente, el
calculo del importe que debe pagar. Observando los importes anteriores sabe que
le cobran un cargo fijo de $ 9.60* ademas de $ 0.14 por cada metro cubico de gas
consumido. Estos valores incluyen IVA.

Por lo que el pago depende de los metros cubicos de gas que consumid y se
puede describir por medio de una funcion lineal de la forma, f(x) = 9.6 + 0.14x,
que tiene asociada la ecuacion lineal: y = 9.6 + 0.14x.

Los problemas que se pueden presentar durante el desarrollo de la unidad son los
siguientes:

e Despeje de una variable de una ecuacion.

e Resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas.

e Tabulacién y graficacion de una ecuacion.

e Sacar la inversa de la tangente para angulos entre 90° y 180°.

e Obtener el inverso multiplicativo de una fraccion.

4 . , .
Mismo que varia dependiendo la zona.
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Ya que durante el desarrollo de la unidad, hay que tener presente lo que se
trabajé en la unidad anterior, a saber el concepto de pendiente, los lugares
geomeétricos, distancia entre dos puntos entre otros, asi que se propone el
siguiente examen de diagnostico como introduccion de esa unidad, con la finalidad
de ir paleando las deficiencias de los alumnos a lo largo del desarrollo de esta
unidad didactica.

Evaluacion Diagndéstica.

1. De la siguiente ecuaciéon 2x + 3y — 7 = 0, despeja la variable y.
2. Encuentra el punto de interseccion de las siguientes rectas cuyas
ecuaciones son:

Sx +4y =—7
—3x+2y =13

3. Despeja y de la siguiente ecuacion 3x + 4y + 6 = 0, completa la siguiente
tabla de valores y localiza los puntos obtenidos en el plano de coordenadas
e indica de qué tipo de curva es.

x 5 4 -3 2 1 0 1 2 3

y

4. Encuentra tan™ (a) para los angulos mostrados en la siguiente tabla.

a 45° 60° 120° 135°

tan™ (a)

5. Obtén el inverso multiplicativo de las fracciones indicadas en la siguiente
tabla.

El examen debe ser resuelto en el pizarron por los alumnos en clase después de
haberles dado 30 minutos para resolverlo, para que corrijan sus errores.
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2. Estrategias Didacticas.

Los diversas actividades de la unidad 3, se presentaran utilizando secuencias
didacticas, con el propdsito de posibilitar un mejor aprendizaje, 0 sea, un
aprendizaje que fuese adquiriendo un significado propio en los procesos practicos
cercanos a los estudiantes, con vistas a alcanzar los objetivos actitudinales,
conceptuales y procedimentales expuestos en cada secuencia didactica,
especificamente, aquellos que atafien a esta unidad tematica. Al respecto, cabe
sefalar que los estudiantes tienen mejor comprension cuando los contenidos se
tratan en su contexto y, mas todavia, si ese aprendizaje es significativo [Ausubel.
D. et al., 1983]. Por ello, en el disefio de las experiencias didacticas aqui
expuestas, se tuvo que permitir una relacion intencionada (no arbitraria) y
sustancial (no al pie de la letra) con los conocimientos e ideas del alumno, pues el
individuo debe desarrollar una serie de estrategias que le permitan adquirir un
conocimiento, colocarlo en su lenguaje y saber manejarlo cuando sea necesario.
La eficiencia de este aprendizaje, si es que se puede hablar de algo asi, se
encuentra en funcién de su significatividad, no de las técnicas memoristicas, lo
cual es acorde con las ideas sobre el aprendizaje bajo un enfoque constructivista.
Por ello es que sustentamos esta propuesta en las perspectivas del aprendizaje
constructivista y colaborativo, asi como en el empleo de la computadora como
herramienta para lograr aprendizajes significativos.

La forma mas practica para llevar a cabo esta unidad didactica, es a través de
secuencias didacticas en el caso que nos ocupa, a saber, el aprender y ensefar
matematicas, es a través de estas como el estudiante adquiere de forma
significativa el aprendizaje que le toca. Por si solas, las secuencias didacticas no
constituyen todo el trabajo, sino que estan enmarcadas dentro de la organizacion,
contexto y recursos empleados para su efectivo uso en el aprendizaje.

3. Actividades de Ensefianza Aprendizaje.

Los propésitos de esta unidad didactica, es ir reafirmando el conocimiento del
método de la Geometria Analitica, al obtener la ecuacion de una recta y avanzar
en la solucién analitica de problemas que involucren relaciones entre las figuras
rectilineas estudiadas en Geometria Euclidiana. Para realizar esto, el alumno
debera ir desarrollando de las siguientes estrategias didacticas.

e Explorara, en una situacion o problema donde los estudiantes volteen a su
entorno y distingan fenomenos lineales en diferentes ramas de la ciencia
(fendmenos fisicos como la ley de Hooke, Ohm, entre otras, el cambio de
divisas o la conversion de unidades de °C a °F y viceversa, etcétera), que dé
lugar a wuna ecuacion lineal, valores, condiciones, relaciones 'y
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comportamientos, a través de tablas, diagramas, etcétera, que le permitan
obtener informacion del problema, como un paso previo a establecer la
representacion algebraica.

e Diferenciara dos tipos de variacion fundamentales (lineal y cuadrética).

e Obtendra el modelo de la ecuacion lineal en una situacion dada.

e Diferenciara entre una ecuacion lineal y una funcién lineal.

o Daré significado al papel que juega los parametros m y b, en la forma reducida
y =mx + b.

e Dara significado al papel que juega los parametros A, B y C, en la forma general
Ax+By+C =0.

e Daré significado al papel que juega los parametros a y b, en la forma simétrica
Z4+2=1.
a b

e Determinara cundo dos rectas son paralelas y/o perpendiculares a través de
las expresiones: m; = m, y m; * m, = —1, respectivamente.

¢ Resolvera problemas sencillos del mundo fisico: Ley de Hooke, de television,
puentes colgantes, antenas de satélite, arcos de puentes, microfonos
reflectores, recolectores de calor solar, etcétera, e interpretara el
comportamiento de la grafica dentro del contexto de una situacion dada.

Ademas también se puede establecer la ecuacion de una recta, atendiendo
algunos otros ejemplos de la matematica, como se exponen en la puesta en
escena de los aprendizajes a desarrollar.

4. Conceptos Clave.

Lugar Geométrico, pendiente, parametros, paralela, perpendicular, ordenada y
abscisa al origen, puntos colineales.

5. Puesta en Escena de los Aprendizajes por Desarrollar.
Aprendizajes. Al realizar las secuencias didacticas expuestas en este apartado y
los proyectos de trabajo, el alumno:

Describe a la recta como un lugar e Determina cuando dos rectas son

geométrico, identificando los elementos
gue la definen.

Entiende a la pendiente de una recta,
COMo una invariante.

Obtiene la ecuaciéon de una recta, dadas
dos condiciones.

Determina el angulo que se forma cuando
dos rectas se cortan, en términos de sus
pendientes.
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paralelas, perpendiculares o ninguna de las
dos, a partir de sus ecuaciones.

Dada la ecuacion de una recta el alumno
es capaz de encontrar las ecuaciones de
rectas paralelas y/o perpendiculares a ella.
Identifica y transita en las diferentes formas
la ecuacibn de la recta (ordinaria o
canonica, general y simétrica.

Resuelve problemas de corte euclidiano
usando geometria analitica.



Secuencia Didactica 1. Problemas Introductorios a la Recta y su Ecuacion
Cartesiana. Parte 1.

Aprendizaje. Dada una ecuacién lineal con dos variables, la identifica con una linea recta

y viceversa.

Conceptuales:

Procedimentales:

Actitudinales:

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

e Reconozca distintas formas de representacion de la recta a
través de un problema en contexto.

A partir de un problema pueda determinar alguna de las formas
de la recta para su estudio.

Transite a otras formas de la recta.

Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.

Participa en el trabajo.

Fase de Problema 1. Se tiene un tinaco con capacidad de 500 litros, que tiene
Inicio. 100 litros de agua, el cual se llena con una bomba que proporciona 40

litros por minuto, con esta informacion realiza las siguientes actividades.
Fase de 1. Completa la siguiente tabla para conocer la cantidad de agua en el
Desarrollo. tinaco en los tiempos indicados.

Tiempo

en Volumen de agua
Minutos en litros (y)

(x)

0

1

2

3

4

5

2. ¢ Cudles son las variables del problema?

3. Escribe la expresion que permite calcular la cantidad de agua en el
tinaco después de x minutos:
¢ El exponente de

cada una de las variables es? :
4. Considerando el exponente de las variables la expresion algebraica
que representa el problema es:
5. Calcula el tiempo que tarda el tinaco en llenarse:

6. Grafica los puntos obtenidos en el siguiente sistema de coordenadas,
considera el tiempo que tarda en llenarse el tinaco para completar los
puntos que falten.
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Fase de
Cierre.

Escribe las ecuaciones que utilizaste para resolver los problemas
anteriores: a) .
b) .

El grado de los exponentes de las variables en ambas ecuaciones es:

De acuerdo a esto ambas ecuaciones son:

Secuencia Didactica 2. Problemas Introductorios a la Recta y su Ecuacion
Cartesiana. Parte 2.

Aprendizaje. Dada una ecuacion lineal con dos variables, la identifica con una linea recta

y viceversa.

Conceptuales:

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

¢ |dentifica como recta a una ecuacién de primer grado con una o
dos variables y viceversa.

Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar alguna de las formas

de la recta para su estudio.

e Transite a otras formas de la recta.
Actitudinales: ¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

¢ Participa en el trabajo.
o Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Eailisode Problema 2. Consideremos la siguiente ecuacion: 2x —y + 4 = 0.

Fase de

Desarrollo. Indica cuantas variables tiene la ecuacion: , ¢Cuales

son?

El grado de la ecuacion de acuerdo a los exponentes de las variables
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es: .
Para trazar la grafica de la ecuacién despeja la variable y =

Observa, que al despejar la variable y, sus valores dependen de los
valores que tome la variable x, considerando esto completa la siguiente
tabla de valores.

Localiza los puntos de la tabla anterior en el siguiente sistema de
coordenadas.

Fase de
Cierre.

La gréfica que se obtiene es una:
Recuerda que una funcion lineal, es de la forma, f(x) = mx + b.
Y que su grafica es una recta. A la gréfica le podemos asociar la ecuacion
y = mx + b, como veremos en el siguiente problema.
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Secuencia Didactica 3. Problemas Introductorios a la Recta y su Ecuacién
Cartesiana. Parte 3.

Aprendizaje. Dada una ecuacién lineal con dos variables, la identifica con una linea recta y
viceversa.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e |dentifica como recta a una ecuacion de primer grado con una o
dos variables y viceversa.

A partir de un problema pueda determinar alguna de las formas
de la recta para su estudio.

Procedimentales:

e Transite a otras formas de la recta.
Actitudinales: ¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
Fase de Problema 3. Considera la gréfica de la recta que se muestra en la
Inicio. siguiente figura.
4
3
1 A
3 - 1 0 1 2 3 4

Fase de Observa que la grafica pasa por los puntos A (2, 1) y B (-1, -5), como
Desarrollo. puedes observar es una recta cuya ecuacion es de la forma y = mx + b, de
manera que constituyendo las coordenadas de cada punto en dicha
ecuacion tenemos el siguiente sistema lineal de dos ecuaciones.

1=2m+b» ec.1l
—5=—-m+b»b ec.?
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Si restas las ecuaciones obtienes, 6 = 3m, de donde m =
Sustituyendo m =2 en la ecuacién 1 tenemos 1 = 2(2) + b, de donde
b=
Y la ecuacion de la recta es:
Comprueba que las coordenadas de los puntos A (1, -1) y (0, -3) que
pertenecen a la grafica satisfacen su ecuacion.

Fase de Ejercicios:
Cierre. 1. Encuentra la grafica de la ecuacién 3x — 5y + 10 = 0, e indica que tipo
de curva es:

2. Encuentra la gréfica de la recta que pasa por los puntos S (-2, -5) y
E(1, -2), luego comprueba que los puntos M(-4, -7) y C(5, 2) estan
sobre la grafica y satisfacen la ecuacién encontrada.

Secuencia Didactica 4. La Recta y su Ecuacion Cartesiana (forma punto-
pendiente).

Aprendizaje. Encuentra la ecuacion de la recta dados sus distintos elementos que la
definen.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR
Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta (forma punto-pendiente).

Procedimentales:

A partir de un problema pueda determinar alguna de las formas
de la recta para su estudio.
Transite a otras formas de la recta.

[
Actitudinales: e Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
Fase de Observacién: La ecuacion de una recta conocidos las coordenadas de
Inicio. un punto por donde pasa A(X1, Y1) Y Su pendiente m, es:

y—yi=m(xX=xy).
Problema 1. Encuentra la ecuacién y la grafica de la recta que pasa
por el punto S(5, -2) si su pendiente es m= -2.

Fase de Como la recta pasa por el punto S, x; =5, y;= -2 y su pendiente es
Desarrollo. m=-2, sustituyendo valores en la ecuacion.

y- =-2 (X- )

y+2 =-2x+

De donde, y=-2x+ 8, la ecuacion de larectaes,y=-2x+ 8
La pendiente la podemos interpretar como.
Incremento de y -2
y = =
Incrementode x 1
Para hacer la grafica primero se localiza el punto S (5, -2) y a partir de
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el medimos dos unidades hacia abajo y una a la derecha, el punto
localizado pertenece a la recta, por los dos puntos localizados se traza
la recta, como se muestra a continuacion.

Fase de
Cierre. Ejercicios. En cada caso encuentra la gréfica y la ecuacion de la recta
conocidas, las coordenadas de un punto por donde y su pendiente.

M(-3, -1), C(-5, 2), S (7,-1), E (6, 1),
m=-0.5 m=2 m=-3 m=3/4

Secuencia didactica 5. La Recta y su Ecuacion Cartesiana (forma cartesiana).

Aprendizaje. Encuentra la ecuacién de la recta dados sus distintos elementos que la
definen.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta (forma cartesiana o
ecuacion de la recta que pasa por dos puntos).

Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar alguna de las formas
de la recta para su estudio.

e Transite a otras formas de la recta.
Actitudinales: ¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

¢ Participa en el trabajo.

¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
Fase de Observacion: La ecuacion de una recta que pasa por los puntos
Inicio. C (X1, Y1) Y S(xz, ¥2) €es:

y—y1 =22 (x —xq)
27—X1

Problema 2. Encuentra la ecuacioén y la gréfica de la recta que pasa por
los puntos S(7, -3) y A(-3, 6).
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Fase de

Para trazar la gréafica de la recta, primero localiza los puntos en el plano

Desarrollo. de coordenadas y luego traza la recta que pasa por ellos como se
muestra a continuacion.
Haciendo x;=-3, y1=6, X,=7, y,= -3 y sustituyendo valores en la férmula y
haciendo operaciones.
( )—6
y—-(C J=|lg—F—|Kx-C )l
7—=( )
6 [ - ] (x +3)
y=—o6=|70—""7|WX
7-(C )
6= 0 (x+3)
AR AET N
6= 9
AT
9 27
y=-—gx—7+C )
y = —f—ox +1, €sta es la ecuacion pendiente-ordenada al origen de la
recta
m es la pendiente, ¢ Cual es su valor? ¢ Qué significa?
b es la ordenada al origen, ¢ Cual es su valor? ¢qué significa?
Fase de
Cierre.

Ejercicios. En cada caso encuentra la grafica y la ecuacion de la recta.

M(3, -1), S(-2, 1) | C(-5,2), A(4, 7) | S (7,-1), M (-2,2)

E (6, 1), D(-3,-4)
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Secuencia did4ctica 6. La Recta y su Ecuacién Cartesiana (forma pendiente-
ordenada al origen).

Aprendizaje. Encuentra la ecuacion de la recta dados sus distintos elementos que la
definen.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta (forma pendiente-
ordenada al origen).

Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar alguna de las formas
de la recta para su estudio.

¢ Transite a otras formas de la recta.
Actitudinales: ¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
Fase de Observacién: La ecuacion de la recta conocida su pendiente m y su
Inicio. ordenada al origen b es:
y=mx+b

Problema 3. Encuentra la grafica y la ecuacion de la recta con m= -2 y
ordenada al origenb =-7.

Fase de Sustituyendo m = -2 y b= -7 en la ecuacién, y = mx + b.
Desarrollo. y= X +
La ordenada al origen es el punto donde la recta corta al eje de
las

Recordando que la pendiente se puede interpretar como.
Incremento de y 2
m= = = .2

incremento de x -1
A partir del punto S(0, 7) que es donde la recta corta al eje de las
ordenadas, nos desplazamos dos unidades hacia arriba y una unidad hacia
la izquierda, para llegar al punto M de coordenadas, M(__, ) que
también pertenece a la recta, asi que la gréfica de la recta pasa por los
puntos Sy M como se muestra en la siguiente imagen.

5(0,-7)
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Fase de

Cierre. Ejercicios. En cada caso encuentra la ecuacion y la gréfica de la recta.
m=-1, m=0.5, m =-0.75, m=2,
b=4 b=3 b=-9 b=-4
Ejercicios.

a. Laecuacion de unarecta es -4x + 2y -10 = 0, lleva la ecuacién a la
forma pendiente ordenada al origen y traza su gréfica.

b. Una recta pasas por los puntos S(-1, 2) y M(3, 6) encuentra la
ecuacion de la recta en su forma pendiente ordenada al origen y
traza su grafica.

Secuencia didactica 7. La Recta y su Ecuacion Cartesiana (recta horizontal).

Aprendizaje. Encuentra la ecuacion de la recta dados sus distintos elementos que la
definen.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR
Conceptuales: e Reconoce una recta horizontal.

Procedimentales:

A partir de un problema pueda definir a una recta como una
constante de la formay = c.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Actitudinales:

Fase de Observacion: La ecuacién de una recta horizontal es.
Inicio. Yy = constante.

Problema 4. La siguiente gréafica corresponde a la recta y = 3.

o
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Fase de
Desarrollo:

1. Escribe las coordenadas de los puntos indicados:

A=, _B=(_,_)C=_,_) D=, HE=(_, ) F=,_).

2. ¢ Qué tienen en comun las coordenadas de todos los puntos?

3. Localiza otros cuatro puntos sobre la gréfica de la recta y escribe sus
coordenadas. , : , :

4. Si comparas las coordenadas de los puntos que localizaste, con los
anteriores, ¢,siguen teniendo en comun lo que observaste?

Fase de
Cierre.

Ejercicios.

Si las coordenadas de un punto que pertenecen a la grafica de una
horizontal son, A(9, -11), escribe las coordenadas de otros dos puntos
que estén sobre la gréficade larecta. B(__, ), G(_, ).

Escribe la ecuacién de la recta:

Traza la gréfica de la recta en el siguiente sistema de coordenadas.

Secuencia didactica 8. La rectay su Ecuacion Cartesiana (recta vertical).

Aprendizaje. Encuentra la ecuacién de la recta dados sus distintos elementos que la

definen.

Conceptuales:

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Reconoce una recta vertical.

Procedimentales: e A partir de un problema pueda definir a una recta como una

Actitudinales:

constante de la forma x=c.

Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
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Fase de

Observacion: La ecuaciéon de una recta vertical es.

Inicio. X = constante.
Problema 5. A continuacién se presentan las graficas de cinco rectas
verticales.
3
4 o fo J 0 1 ‘.
Fase de Escribe la ecuacion de cada una de las rectas.
Desarrollo. a , b , C o ,
e: :
Todos los puntos en la grafica de la recta a, ¢Qué tienen en comdn?
Si ahora nos fijjamos en los puntos de la recta d, ¢qué tienen en
comun?
¢, Qué tienen en comun los puntos sobre la recta?
Fase de Ejercicios.
Cierre.
a. Escribe la ecuacién de una recta que este a 5 unidades de la
distancia del eje de las ordenadas. ,
¢.cuantos casos se pueden tener?
b. Escribe las coordenadas del punto donde la recta y= 7, corta el eje
de las ordenadas. :
c. ¢Qué angulo de inclinacion forma una recta vertical con el eje de las
abscisas? .
d. ¢Qué angulo de inclinacion forma una recta horizontal con el eje de
las abscisas? .
e. Encuentra el punto de interseccién de las rectas, x=5, y 2x-3y+6=0.
f. Encuentra el punto de interseccion de las rectas, y=-3, y -3x-5y-
12=0.
g. El punto de interseccién de las rectas, y=5, y x=-3.
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Secuencia Didéactica 9. La Rectay su Ecuacion Cartesiana (otras formas de la

recta). Partel.

Aprendizaje. Reconoce las distintas formas de representacion algebraica de la recta e
identificara cual de ellas conviene usar, dependiendo de las condiciones del problema.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales:

Procedimentales:

Actitudinales:

e Reconoce distintas formas de la recta (forma pendiente-
ordenada al origen, cartesiana y punto-pendiente).

e A partir de un problema pueda determinar la forma mas

conveniente de la recta.

Transite a otras formas de la recta.

Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de Observacién: Las ecuaciones de la recta que conocemos hasta ahora
Inicio. son:
Pendiente ordenada al origen: y = mx + b.
Que pasa por dos puntos: y —y; = (zz zl) (x — xq9).
o
Punto — pendiente: y —y; = m(x — xy).
Problema 1: Encuentra la ecuacién y la grafica de la recta que pasa por
el punto S(-3, 2) y cuyo angulo de inclinacién es de 60°.
Fase de Recuerde que m = tan(a), donde a es el angulo de inclinacién. Con la
Desarrollo.

calculadora encuentra tan(60°) con una aproximacion de 2 decimales.

= tan(60°) =
Los datos que tenemos son: m = 1. 72 X1 = -3, y1= 2. (,Qué ecuacion
nos conviene usar?

a) y=mx+b by-y =(EZ)x-x) Jy-yn=mx-x).

—X1

Sustituyendo valores en la ecuacion c).

y- _ (x(-3)).
y— 1 72 X+
y = 1 72x + 7.16

Es la ecuacion de la recta. Si la igualamos a cero la ecuacion recibe el
nombre de ecuacion general de larecta. 0=1.72x -y + 7.16

La gréfica se muestra a continuacion.
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y=172%+ 716

'
=1

Fase de Ejercicios.
Cierre.
1. Encuentra la ecuacion y la gréafica de la recta que pasa por el punto dado
y cuyo angulo de inclinacion es a.

A(7,-3) y 0=30°
B(9,6) y a=70°
C(-4,-3) y a=120°
D(-5,-7) y a=100°
E(2,-8) y a=50°
F(10,15) y a=45°
G(-4,-12) y a=150°
H(-5,4) y a=130°

Secuencia Didactica 10. Continuacion. Parte 2.

Aprendizaje. Reconoce las distintas formas de representacion algebraica de la recta e
identificara cual de ellas conviene usar, dependiendo de las condiciones del problema.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta (forma pendiente-
ordenada al origen, cartesiana y punto-pendiente).
Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar la forma maés
conveniente de la recta.
e Transite a otras formas de la recta.
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Actitudinales:

¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de Problema 2: Una recta corta al eje de las abscisas en 2, y al eje de las

Inicio. ordenadas en -4. Encuentra la grafica y la ecuacion en su forma general
de la recta.

Fase de Encuentra la grafica y la ecuacion en su forma general de la recta.

Desarrollo. Las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el eje y, son

SO, ).

Las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el eje x, son
M(___,0).

¢, Qué ecuaciéon nos conviene usar?

a) y=mx+b by-y =EZ)x-x) y-yn=mx-x).

Haciendo x;= 0, y;=-4, X,=2, y,= 0 y sustituyendo valores en la férmula
del inciso (b) y haciendo operaciones.

0—_
e
0+4
y+a= () -0
yta=__ (x)

0=2x— —

Para hacer la grafica localizamos los puntos S y M en el plano de
coordenadas y se traza la recta que pasa por ellos.
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Fase de
Cierre.

Ejercicios.

1. Encuentra la ecuacion y la grafica de la recta cuya pendiente es m=
-3, y corta el eje de las ordenadas en 4.

2. Encuentra la ecuacion y la gréfica de la recta que pasa por el punto
M(-5,-2) y corta el eje de las abscisas en 8.

3. Encuentra la ecuacién y la grafica de la recta que corta el eje de las
ordenadas en -5y pasa por el punto de interseccion de las rectas
X+y-6=0 y 2x+y+4=0

Secuencia didactica 11. Continuacién. Parte 3.

Aprendizaje. Reconoce las distintas formas de representacion algebraica de la recta e
identificara cual de ellas conviene usar, dependiendo de las condiciones del problema.

Conceptuales:

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

e Reconoce distintas formas de la recta (forma pendiente-
ordenada al origen, cartesiana y punto-pendiente).

Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar la forma mas

conveniente de la recta.
Transite a otras formas de la recta.

o
Actitudinales: e Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
Fase de Problema 3: Encuentra la gréafica, la ecuacion y el angulo de inclinacién
Inicio. de la recta cuya pendiente es m =+/3 y corta el eje de las ordenadas
en -7.
Fase de Para encontrar el &ngulo de inclinacién usa la funcién de tu calculadora.
Desarrollo. tan? (‘/_3) = )

Las coordenadas del punto C donde la recta corta al eje y son,

c(C_,_ ).
¢, Qué ecuacion nos conviene usar?

Ay=mx+b b)y-y=EL)x-x) y-yn=mx-x).

X2

Sustituyendo m = /3,y b = —7 en la ecuacion y = mx + b, la ecuacion
de larecta es:

y=__x+____
Para trazar la ecuacion de la recta localiza el punto donde la recta corta
el eje de las ordenadas, C(0,7), a partir de él, traza un segmento
horizontal y sobre este segmento y tomando el punto C como vértice
traza un 4ngulo de 60°.
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Fase de Ejercicios.
Cierre. 1. Encuentra la gréfica, el angulo de inclinaciéon y la ecuacion de la

. 3 . .
recta cuya pendiente m = 2 Y corta al eje de las abscisas en -6.

2. Encuentra la gréfica, la ecuacion y las coordenadas donde la recta
corta al eje de las x, si su pendiente es m = —2 y pasa por el punto
M (1,1).

3. Encuentra la ecuacion, la gréfica y las coordenadas del punto de
interseccién de la recta con el eje de las ordenadas, si el angulo de
inclinacién es de 45° y pasa por el punto S (-1, -1).

Secuencia didactica 12. Continuacién. Parte 4.

Aprendizaje: Reconoce las distintas formas de representacion algebraica de la recta e
identificara cual de ellas conviene usar, dependiendo de las condiciones del problema.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta (forma pendiente-
ordenada al origen, cartesiana y punto-pendiente).

Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar la forma mas

conveniente de la recta.

Transite a otras formas de la recta.

Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Actitudinales:
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Fase de Problema 4. Encuentra la ecuacion general y la grafica de la recta que

Inicio. pasa por el punto de corte de la recta 2y — 4x + 6 = 0 con el eje de las
ordenadas y el punto M(1, 4).

Fase de Para encontrar las coordenadas del punto de interseccion de la recta

Desarrollo. con el eje de las ordenadas, hacemos x =0, y despejamos la variable y.

2y-4(_)+6=0
2y- __ +6=0
2y =-6

y=__.

Las coordenadas del punto S de interseccion con el eje de las

ordenadas son, S(__, ).
Los datos que tenemos son M (1, 4) y S(0, -3).

¢ Qué ecuacidn nos conviene usar?

a)y=mx+b by-y=EL)x-x) y-y =mlx-x)

X2—Xq

Haciendo x; = 1, y;,= 4, X = 0, Yy, = -3 y sustituyendo valores en la
ecuacion.

Y2y
y—y = (—2 1)(x—xl)

X2
(=) -
Y‘——(i><x—1>
y—4=7(x—-1)
y—4=7x—___
0=7x—-y-3

Se localizan los puntos My S en el plano de coordenadas y se traza la
recta que pasa por ellos.

M1, 4)
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Fase de Ejercicios.

Cierre. a) Encuentra la grafica, la ecuacion general y el angulo de
inclinacion de la recta que pasa por los puntos M(3, 5) y S(5, 9).

b) Encuentra la grafica y la ecuacién pendiente ordenada al origen
de la recta que pasa por el punto C(-4, -2) y su angulo de
inclinacion es de 135°.

Secuencia Didéactica 13. La Rectay su Ecuacion Cartesiana (forma general).

Aprendizaje. A partir de la ecuacion general de una recta, encuentra los elementos que
definen su posicion y traza su gréfica.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta, en particular la forma
general.

A partir de un problema pueda determinar la forma mas
conveniente de la recta.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.
Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Procedimentales:

Actitudinales:

Fase de Problema 1. Encuentra la grafica y el angulo de inclinacion de la recta
Inicio. cuya ecuacion es 4x — 3y +12 = 0.
Fase de Representando la ecuacién como, ax + by + ¢ = 0.
Desarrollo. : . a c
Al despejar y de esta ecuacion, y = -y X= En esta forma,

comparando con la forma ordinaria: y = mx + b,

m=— % es la pendiente de la recta.
b=-— E es la ordenada al origen.
En la ecuacion dada: a = 4,b = =3 y ¢ = 12, asi que.
4 4
m=—- — = —
-3 3

Y el angulo de inclinacién es.

a=tan™ (413)=53°7
La ordenada al origen es.

=— = =4

Para encontrar la gréafica localizamos el punto donde la recta corta el
eje de las ordenadas, B = (0, 4).
A partir del punto B, como ran(a) = —: donde a es el angulo de
inclinacioén, trazamos un segmento horizontal de 4 unidades, y al final
de dicho segmento trazamos un segmento vertical de 3 unidades, el

punto que determina el final del segmento es otro punto G de la recta,
asi que trazamos la recta que pasa por los puntos By G.
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Fase de Ejercicios.

Cierre. 1. Encuentra los puntos de interseccion de la recta con los ejes de
coordenadas, la gréfica y el angulo de inclinacion de la recta cuya
ecuacion es 2x + 5y -7 = 0.

2. Encuentra la grafica y la ecuacién pendiente ordenada al origen de
la recta cuya ecuacion es -3y + 5x — 9 = 0.

Secuencia didactica 14. La Recta y su Ecuacion Cartesiana (en distintas
formas dadas).
Aprendizaje. A partir de la ecuacion general y/o ordinaria de una recta, encuentra los
elementos que definen su posicién y traza su gréfica.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta para dar solucion al
problema dado.

Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar la forma mas
conveniente de la recta, para determinar algunos elementos.

Actitudinales: e Reconoce la importancia de GeoGebra en la construccion del
conocimiento.

e Valore la herramienta computacional como auxiliar en la

visualizacién y comprension de los diferentes elementos de una

recta.
o Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
Fase de Problema 2. Encuentra la gréfica de la recta cuya ecuacion es,
Inicio. y =-3x + 6, y su &ngulo de inclinacion.
Fase de La ordenada al origen de la recta es 6, y las coordenadas del punto
Desarrollo. donde la recta corta el eje de las ordenadas es B (0, 6). Para trazar la

-3

grafica usamos la pendiente de larectaque es: m=tan(a) =-3 = —

Asi que el punto B se traza un segmento horizontal de longitud 1, y al
final del mismo se traza un segmento vertical de longitud -3, el final de
dicho segmento representa otro punto F por donde pasa la recta. Se
traza la recta que pasa por los puntos By F.
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Fase de Ejercicios.

Cierre. 1. Encuentra la gréfica de la recta y las coordenadas de los puntos de
intersecciobn de la recta con los ejes de coordenadas, si su
ecuacion es: -2x + 5y -10 = 0.

2. Encuentra la gréfica, el angulo de inclinacion de la recta y su
ordenada al origen sila ecuacion de larectaes,y —7 = 3(x - 2).

Secuencia Didéctica 15. La Recta y su Ecuacion Cartesiana (forma simétrica).
Parte 1.

Aprendizaje. A partir de la ecuacién general y/o ordinaria de una recta, encuentra los
elementos que definen su posicion y traza su gréfica.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta, en particular la forma
simétrica.
Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar la forma mas
conveniente de la recta, para determinar algunos elementos.
Actitudinales: e Reconoce la importancia de GeoGebra en la construccion del
conocimiento.
¢ Participa en el trabajo.
o Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de Problema 3. Encuentra el &ngulo de inclinacion, la gréfica y la
Iniclo. ordenada al origen de la recta cuya ecuacion es, —’5( + _—33' =1.
Fase de La ecuacién en esta forma es la ecuacién simétrica de la recta.
Desarrollo. Haciendo y = 0 en la ecuacién de la recta, tenemos —’5( =1 de donde
x =5y larecta corta el eje x en el punto S (5, 0).
Haciendo x =0, nosda y = , asi que el punto donde la recta corta
al eje de las ordenadas es M (0, -3) y la ordenada al origen es .
Para obtener la pendiente de la recta podemos despejar y de la
ecuacion.
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_y = 1 -
-3
Multiplicando la ecuacion por -3.
=(=3) — ¢ X
La pendlente de la recta es m=
Y el &ngulo de inclinacién de la recta es o = tan (— ) =30°57

Propon otra forma de encontrar la pendiente y el angulo de inclinacion
de la recta.
La gréfica de la recta pasa por los puntos Sy M.

-1 4

Fase de Ejercicios.

Cierre. 1. Encuentra la gréfica de la recta y las coordenadas de los puntos de
intersecciébn de la recta con los ejes de coordenadas, si su
ecuacion es: -2x + 5y -10 = 0.

2. Encuentra la gréfica, el angulo de inclinacion de la recta y su
ordenada al origen si la ecuacién de larecta es,y — 7 = 3(x - 2).

Secuencia Didactica 16. La Recta y su Ecuacién Cartesiana (forma simétrica).
Parte 2.

Aprendizaje. A partir de la ecuacién general y/o ordinaria de una recta, encuentra los
elementos que definen su posicion y traza su gréfica.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce distintas formas de la recta, en particular la forma
simétrica.
Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar la forma mas
conveniente de la recta, para determinar algunos elementos.
Actitudinales: e Reconoce la importancia de GeoGebra en la construccion del
conocimiento.
o Participa en el trabajo.
o Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
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Fase de Problema 4. Encuentra la grafica de la recta cuya ecuacion es;
Inicio. X_Y_1.
7 4
Fase de La ecuacion en esta forma es la ecuacion simétrica de la recta.
Desarrollo. Haciendo y =0, el valor de x es,
Haciendo x =0, el valor de y es,
Y la recta pasa por los puntos, S(7, _ )y M( , -4).
Traza en el siguiente plano de coordenadas la graflca de la recta.
1 4
1 [u} 1 2 a3 -’:1 5 5] 7 a2
-1 4
-2 4
-3 1
g
Fase de Ejercicios.
Cierre. 1. Encuentra la gréafica y la ordenada al origen de la recta cuya
ecuacion es: x = 4.
2. Encuentra la grafica y el angulo de inclinacion de la recta cuya
ecuacion es: y = —1.
3. Encuentra la gréfica y los puntos de interseccion con los ejes de la
recta cuya ecuacion es: -5x -7y + 12 = 0.

Secuencia Didactica 17. La Recta y su Ecuacion Cartesiana (puntos sobre y
fuera de larecta).

Aprendizaje. Dadas la ecuacion de la recta y las coordenadas de un punto, decide sin
recurrir a la gréfica, si éste pertenece o no a la recta.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce puntos sobre y fuera de la recta, de forma algebraica
y grafica.
Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar la forma mas
conveniente de la recta, para determinar algunos elementos.
Actitudinales: e Reconoce la importancia de GeoGebra en la construccion del
conocimiento.
e Participa en el trabajo.
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Fase de

Problema 1. Consideremos la recta cuya ecuacion es 3x + by -10 =0, y

Inicio. los puntos A (-2, -3), B(5, -1), C(3, 8), E (10, -4), F(-3, 5) y S(0, 2) que

se muestran en la siguiente grafica.

8 .C
1I4

Fase de De acuerdo con la grafica ¢ qué puntos pertenecen a la grafica?
Desarrollo. , \ , ) ; '

¢ Qué puntos no pertenecen a la gréfica?

Para decidir si un punto pertenece o no a una recta, sin recurrir a la

grafica vamos a sustituir las coordenadas del punto en la ecuacién para

ver si la satisface o no.

Para el punto F(-3, 5) tenemos.

3x+5y-10=0

3(_)+5(C _)-10=0

-9 + -10=0

16-10=0

6 = 0, como puedes ver, las coordenadas del punto A, no satisfacen la

ecuacibn de la recta, y en la gréfica el punto F
Fase de Ejercicios.
Cierre. 1. Consideremos la recta cuya ecuacion es 2x - 3y + 6 = 0, y los puntos

A(1, 4), B(6, 6), C(4, 2), D(2, 5), E(1, 1) y F(0, 2). Determina si los
puntos pertenecen o no a la recta.

2. Consideremos la recta cuya ecuacion es -x + 3y + 9 = 0, y los puntos
A(0, -3), B(9, 0), C(15, 2), R(8, -2), S(5, 2) y T(12, -1). Determina si los
puntos pertenece o no a la recta.
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Secuencia didactica 18. Angulo entre dos rectas que se cortan, y la condicién de
perpendicularidad o paralelismo entre dos rectas.

Aprendizajes. Los estudiantes resolveran la hoja de trabajo 1 para calcular en angulo
entre dos rectas.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce el angulo que se forma cuando dos rectas se
intersectan en un punto.
¢ Aplica en la resolucion de problemas el &ngulo formado por dos
rectas.
Procedimentales: e A partir de un problema puede determinar el angulo de
interseccién entre dos rectas.
Actitudinales: e Reconoce la importancia de GeoGebra en la construccion del
conocimiento.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Hoja de trabajo 1. Dos rectas L; y L, que se intersecta, formando un
angulo B como se muestra en las figuras.

Fase de Inicio.

4

De la figura se tiene que
a, = 153.43°y a; = 56.31°

Encuentra:
a) m
b) m-
c) B = angulo entre las rectas
d) tanf =

Ahora el objetivo es encontrar el
angulo B en términos de las
pendientes m; y m, de las rectas L,
y L, respectivamente, recordando
que tan a;=my tan a; = m,.

Utilizaremos los resultados:

1. Todo angulo exterior de un
triangulo es igual a la suma de los
dos angulos interiores, no
adyacente a él.

2. La identidad trigonométrica
de la tangente para la diferencia de
dos angulos.

En la figura se muestra cada uno de los elementos involucrados, por ejemplo el
sentido del angulo, 3, que se forma entre las rectas, partiendo de L; a L,, en sentido
contrario a las manecillas del reloj.
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De la figura y del resultado (1) se tiene que a,= B+ a; por lo tanto
B = a, — a entonces al aplicar la tangente y el resultado (2) se tiene:

tan ap—tana; _ mp— my con m.* m, % —1
1 2

tanp =tan(a, — = =
B ( 2 1) 1+tan @ ;tan @, 1+ mqy* m,

mp— 1My

Por lo tanto tanf = con m; * m, # —1, esto indica que las rectas no

1+ my* m,
deben ser perpendiculares, porque la tan 90° no esta definida.

Fase de Desarrollo.

Ejemplo 1. Indicar el angulo entre las rectas, la pendiente de las rectas o bien la posicion
relativa que tienen entre si apoyandote en la figura.

Li: -2x—4y +6 =0 y L,: 3x -2x +8 =0, su interpretacién grafica es:

/)-: 3¢ — 2y 8

Entonces calculemos el angulo entre las rectas, que estan expresadas en su forma

general Ax+By+ C=0, ¢scual es la pendiente de cada recta? m; = —= — y
m, = — = —— , otra forma es escribir la ecuacion como y = mx + b para encontrar la
pendiente, hazlo para verificar tu resultado anterior.

Ahora sustituye en la expresion tan g = 1-|r-nr2n_1nr1;2 = =—=8

Usa tu calculadora para obtener el valor del angulo 8, como g = tan™'(8) =

Ejemplo 2. Si el angulo entre las rectas L, y L, es de 45° y la pendiente m; de la recta L,
es 3 encuentra la pendiente m; de la recta L.

Proceso. Sustituye los datos en la expresién tanpg = 1:1:“;1?; por lo tanto =
1 2
-3 . .
—Z—implica 1(1+3+* my) = m, — 3 por lo que m,= , de lo cual tana, =
2

—2 de donde el angulo de inclinacién es a, =
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La condicion de perpendicular o paralelismo de dos rectas

Sabemos que dos rectas L1y L.
e Son paralelas, L; || Ls, siy solo si sus pendientes son iguales, m; = m,.
e Son perpendiculares, L, LL,si y solo si el producto de ellas es -1, es decir,

my * m, = —1, sus pendientes son los inversos multiplicativos con signo contrario.

Ejemplo 3. Indicar si las rectas son paralelas, oblicuas o perpendiculares.

/(V
Las rectas son L;: 5>l< + 4)4/\-10 =0 yL, -4x +§\y +8 =0

Proceso. Observa los coeficientes de las variables de ambas rectas.

La pendientedeL;es m; =____ ylapendientedel,es m, = ____

Las pendientes son reciprocas pero una positiva y la otra negativa, por lo tanto las rectas
son o0 el producto de ellas es , por lo que su angulo de
interseccién entre ellas es de , este resultado se puede obtener a partir de los
coeficientes de las variables de las rectas, estan invertidos pero el signo de uno de los
coeficiente es negativo, verificalo y apréndelo para hacer uso de él.

Ejemplo 4. Indica la posicion relativa (paralelas, perpendiculares o cualquier otra
situacion) de las rectas proporcionadas.

i\ v
Ly: -3x+2y-5=0 yLy: Rx -4y -10 =0
|

Proceso. Observa los coeficientes de las variables o las rectas, son equivalentes salvo
por una constante.

La pendientedeL;es m; =____ylapendientedel,es m, = ____

Las pendientes son por lo tanto las rectas son , este
resultado se debe a los coeficientes de las variables de una recta son multiplos de los
coeficientes de las variables de la otra recta, apréndelo y haz uso de él.

Ejemplo 5. Indica la posicién relativa (paralelas, perpendiculares o secantes) bajo la
situacion propuesta.
La recta L; pasa por los puntos A(-1,1) y B(5, -3) y la recta de L, es 3x — 4y -10 = 0.

Apbyate en la figura.

- B 2x43y=1
~ 2
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La pendiente de L; es m; = ____y la pendiente de L, es m, = ____. Las pendientes no
son iguales, ni su producto es igual a -1, es decir, no son perpendiculares, entonces
calcula el valor del angulo, «, interseccion de las rectas, «a = _____. Una pregunta
adicional ¢ El punto D(6, 2) satisface a la ecuacién de la recta, es decir, esta en la recta
L,? épor qué?

Fase de Cierre.

Ejercicios.
En cada caso indica la posicion relativa de las rectas y en caso de que se intersecten
encuentra el angulo entre ellas y las coordenadas del punto de interseccién, puedes
apoyarte con software GeoGebra para verificar tu proceso algebraico, escribelo en
hojas para entregarlas.

1. Larecta L, pasa por los puntos M(0,3) y N(-4, 0), vy L,: 3x-5y- 2=0.

2. Larecta L, tiene por ordenada al origen b = -7 y su pendiente m; = -2, y larecta L, su
ecuacion es—x+y—-8=0.

3. LuZ- §=1 yly-2x-3y-7=0

4, Liiy= —4x+2 y Lx3x=-2y-6

5. Lity=x—-11 y L,:0=-5x+7y—-6

6. Encuentra los angulos interiores del triangulo AABC cuyos Vvértices son: A(1, 3), B(4, 5)

y C(6, -2).

Secuencia didactica 19. Distancia de un Punto a una Recta.

Aprendizaje. En esta secuencia los estudiantes resolveran la hoja de trabajo 2
para calcular y aplicar la formula de la distancia de un punto a una recta en
problemas de corte euclidiano.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce la perpendicularidad que hay entre una recta y un
punto, cuando se determina su distancia.
e Aplica en la resolucion de problemas la distancia de un punto a
una recta.
Procedimentales: e A partir de un problema puede determinar la distancia de un
punto a una recta.
Actitudinales: e Reconoce la importancia de GeoGebra en la construccion del
conocimiento.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
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Hoja de trabajo 2. Distancia de un punto a una recta en el plano.
Interpretacion geométrica de sus pardmetros.

Fase de Inicio.

Para encontrar la distancia de un punto P(x; , y;) alarectaL;: Ax+By+ C =0
aplicamos la formula:

|A x; + By, + C|
dPL1 - > dee nee we e .......(1)
VAZ + B2
También se puede usar la formula:
Ax;+By,+C
dPL1 = > R (2)
sgnCont(C)VA* + B
Axy+ By, ,
(29

Pl sgn(B)VA? + B?

Donde sgnCont(C) es el signo contrario de C y sgn(B) es el signo de B cuando el
término en C es cero.

Analisis de casos particulares, de la distancia del punto P a la recta L;, en donde la
distancia es la longitud de la perpendicular del punto P a la recta L,, es decir, es la
minima distancia de P a la recta.

Fase de Desarrollo.

El proceso se facilita involucrando los elementos en la gréfica con el apoyo del software
de GeoGebra e induciendo al estudiante para que conteste varias cuestiones.

Caso I. Cuando la recta es paralela al eje y como se muestra a continuacion:

’ Rectall;: —Ix +0y 4+ (—1) =0
2
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Se puede observar en la grafica que la distancia del P a la recta L4, es la longitud
de la perpendicular que es igual a 2 unidades, que es la minima distancia, si
aplicamos la formula (2) se tiene:

Axy+By,+C  (-D(-3)-1 2

T SgnCont(CVAZ + B2 +J(—1Z + (0)2 1

dp

la distancia es igual a 2, positiva, lo cual significa que el origen, O, y el punto P
estan en lados opuestos con respecto a la recta.

Caso II. Cuando la recta es paralela al eje x como se muestra a continuacioén.

Rectal i0e 44y —~4 =0

Se puede observar en la gréfica que la distancia del P a la recta L; es 3y
aplicando la formula (1) se tiene:

dpy, = Pttt S RO _ = —(~3) = 3,donde se ha utilizado la

definicion de valor absoluto, y el resultado es el mismo. Sin embargo al utilizar la
férmula (2) se tiene:

3 Axy+By,+C _0(=3)+1(1)-4 -3 3
Pl sgnCont(C)VAZ + B2 +v02 + 12 1

d

El resultado es -3, difiere del anterior en el signo negativo, la interpretacion es que
el origen y el punto P estan del mismo lado de la recta. Debido a ésta
situacion se acostumbra a utilizar la férmula (1).

Caso lll. Cuando la recta es oblicua y pasa por el origen, como se muestra a
continuacion.
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Rectal;: —1x 43y +0=0
Lo: x4 1y4+10=0

| 1
Penidiente de Ly es my = 3

Con el apoyo de la figura, para calcular la distancia de P a la recta L,, basta con
encontrar las coordenadas del punto D que esta en la recta y aplicar la distancia
entre los puntos, P y D, para ello: Supongamos que conocemos el punto P(-4, 2) y
la recta L,: -1x + 3y = 0, verifica y contesta:

1. ¢Lapendiente delarectal; es? m; =

2. Si L, es la recta que pasa por P, las rectas L; y L, son perpendiculares.
entonces ¢ La pendiente de la recta L, es? m, =

3. Como la recta L, pasa por P(-4, 2) y tiene pendiente m, = - 3 entonces ¢ cual
es la ecuacion de la recta L,? Ly:

4. De las ecuaciones obtenidas, resuelve el sistema:

-1x + 3y =0.......(D)
3x +1y = —-10.....(2)

La solucién son las coordenadas del punto D ¢ Cudles son? D(_, ).
5. Tenemos P(-4, 2) y D(-3, -1) entonces su distancia es:

dpp =+/(x2—x) 2+ (y2—y1)2 = , que es la distancia del punto P a
larecta Ly, dp; = V10 ~ 3.16

Proceso alternativo. Si aplicamos la formula (2’) con la modificacién de tomar el
signo de B entonces la distancia del punto P(- 4, 2) alarectaL;: -1x +3y+0=0
es:

. Ax;+By,+C  —-1(=4)+3(2)+0 10 10 VI0 10v10
= = = = * = =
T sgn(BVAZ+ B2 +/(—1)2+(3)2 VIO Vi0o vio 10

dPL1 = VlO =~ 316
Los resultados son los mismos pero los procesos son distintos entonces se
puede utilizar cualquier método.
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Observacion 1. Al aplicar la formula (2’) la distancia es positiva, la
interpretaciéon es porque el punto P esta por arriba de larecta L;.

Esto se puede ver con las coordenadas del punto P(-4, 2) y para la abscisa
x = - 4 del punto P, el valor que se encuentra para y de la recta L; es igual a

y= —% gue es menor que el valor de la ordenada, y = 2 del punto P, vea la figura
anterior.

Observacion 2. Consideramos que la distancia serd negativa, cuando el punto P
esta por debajo de la recta, ésta pasa por el origen.

Caso |IV. Cuando la recta es oblicua y no pasa por el origen.

Rectal:2x|-1ly —2=0 \\
' - — e 1

En la grafica se puede ubicar el punto (2, 1) y utilizando el teorema de Pitagoras
se puede encontrar que la distancia de P a la recta L, es V5 =~ 2.23.

Por la formula (1) la distancia del punto P(4,1) ylarectalL:2x-1y-2=0es:

4 |Ax;+ By, +C| [2(4)—-1(1)=2| |5] 5 5 45 7
= = = —= — = — % — =
Pl VAZ + B? JO2+ Dz V5 V5 5 5
dp,, = V5 ~2.23
. _ 2@®-11)-2 _ 5 _ N . .
Y por la férmula (2) dp,, = OETERE —\/g—\/g ~ +2.23 la distancia es

positiva, su interpretacién es que el punto P y el origen, O, estan en lados
opuestos alarectaL;.
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Conclusiones.

1. La distancia es positiva, cuando el origen O y el punto P estan en lados
opuestos de la recta. Y es negativa, cuando el origen O y el punto P estan del
mismo lado de la recta.

2. Sila recta pasa por el origen entonces: a) La distancia es positiva cuando el
punto P esta arriba de la recta. b) La distancia es negativa cuando el P esta
por debajo de la recta.

3. Ladistancia se puede calcular con la formula (1) para facilitar todos los
procesos.

4. Con el proceso del caso Il se puede hacer la demostracion de las formulas (1)
0 (2).

Nota: La demostracién de la férmula se puede encontrar en el libro de
Geometria Analitica, Filloy, E. Hitt, F. Iberoamericana. Y Lehmann.

Problema 1. Calcular el &rea del triangulo AABC cuyos vértices son A(-1, -8), B(6, 7)
y T(-7’ 7)
Sea ha trazado el triangulo y‘IUa altura, h, desde el vértice B.

v 8 - —"/
| a = S
v 3
/h= MB altura
i\ ™ trazada desde el vértice B
v
=t b\ c
o -8 -5 B 2 0 p's 4 g B 0 12 14 16 18 2
-4
e
A

. bh
Para encontrar el area, A = T , contesta:

1. Silabase, b, es AT entonces la distancia es: AT = es decir b=
2. Se necesita encontrar la altura desde el vértice B a la base AT, es necesario
calcular primeramente la pendiente: myr = — —

Al sustituir la pendiente y el punto A en la ecuacién punto pendiente se obtiene
la ecuacioén, que pasa por Ay T:
5x+2y+21=0........ recta L, verificala.
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__|Axy+By+C| _ |5(6)+2(7)+21|

Aplicando la férmula (1) la altura es dg; = i Jomar

=55 5 12.07 es decir, h=12.07

V29
3. Porlotanto el areaes A = b;h = %1207) = 97.46 unidades cuadradas.

Fase de Cierre.

Ejercicios. En cada caso encuentra la distancia del punto a la recta dada o la
distancia entre las rectas paralelas, interpreta el signo de la distancia, puedes realizar
la gréfica de ejercicio apoyandote de GeoGebra, pero realiza tu proceso.

A(5,-1)ylarectal;: 5x—2y + 6 = 0.

E(-3,9) ylarectaly: —7x+5y—7=0.

L, paralelaal, donde Ly: —4x+6y—12=0 y Ly 7x— 6y+23=0.

L, paralelaal, dondelL;:2x —4y+10=0 y L, —4x+8y—36=0.

Del triangulo anterior calcular el area cuya altura es considerada o trazada a
partir del vértice B.

S N

Actividad extra-clase.

El alumno realizara la siguiente hoja de trabajo, tomando como referencia la
hoja de trabajo 2.

Hoja de trabajo 3. Ecuaciones de rectas notables.

Aprendizajes comprueba algunas situaciones que involucran rectas, que fueron
estudiadas en la geometria Euclidiana.

Inicio de la secuencia.
Problema 1. Encontrar el punto de interseccion de las mediatrices del triangulo AABC

cuyos vertices son A(-1, -8), B(6, 7) y T(-7, 7).
Se ha trazado el triangulo y las mediatrices.

Ly mediatriz de T8

-~ L, mediatriz de AT

v/

o
it atted & St

°

\

\

&
#
l

medidlng de AB

i S R =
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A continuacion se encontrara el punto de interseccion de las mediatrices para ello

contesta:

1. ¢Qué es la mediatriz? :

2. ¢lLas coordenadas de los puntos medios de cada lado son? Del lado AT es
M( , ), dellado ABesN( , )ydellado TBesD( , ), localizalos en el
dibujo anterior.

3. Si la pendiente de AT es myr = —% ¢la pendiente de Ly, la mediatriz, es?

m; = ——

Al sustituir m; = ZT y M( -4 ,—% ) en la ecuacion punto pendiente se

obtiene:
v+ % = %(x + 4) verificala, que se puede escribir como
—4x+10x=11....... (1) Ecuacion de L;, mediatriz de AT.

4. De manera analoga encuentra la mediatriz de AB.
Si la mediatriz de AB la llamamos L, se tiene que:
7x 4+ 15y =10 ... ... ... (2) Ecuacion de L,, mediatriz de AB, verificala.
5. Sialamediatriz de TB, es Ls, a partir de la figura se tiene
% ....(3) Ecuacion de L3, mediatriz de TB, verificala.
6. Con las ecuaciones de las mediatrices se tiene el sistema, de tres ecuaciones
con dos incégnitas:

X =-

—4x+ 10y =11 ... (D
7x +15y =10.......(2)

1

Para resolverlo basta solo considerar un par de las ecuaciones, por ejemplo (1) y
(2), y el punto de interseccion es C(— % ,1%), trabaja con las ecuaciones (1) y (3)
y encuentra otra vez el punto C, apdyate en la figura de arriba.

Otra forma de encontrar la ecuacién de la mediatriz es utilizando la definicion de
que cualquier punto de la mediatriz equidista de los extremos del segmento dado.

. . ., . 1 9 z
Como un caso particular en la situacion anterior el punto C(— > ,1—0) esta en la
mediatriz por lo tanto cumple d.r = dp verificalo.

Problema 2. Si el punto R(x, y) est4 en la misma mediatriz, L;, de AT de la figura
anterior entonces equidista de los extremos, Ay T, encuentra su ecuacion.
Sugerencias.

Considera las distancias dgr = dgr

Eleva al cuadrado.

Desarrolla los binomios.

Simplifica la ecuacion.

La ecuacion que obtendras es — 4x + 10y — 11 = 0 verificala, es la misma

gue se obtuvo anteriormente.

PN
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Problema 3. Procede de la misma forma para encontrar las otras dos mediatrices.

Ejercicios.
1. A partir del triangulo anterior escribe la definicion de:
a) La mediana del lado AT:
b) La altura trazada desde el vértice T.
¢) La bisectriz del angulo que esté en el vértice B

2. Utiliza GeoGebra en el triangulo y traza:
a) Las medianas de cada lado.
b) Las alturas trazadas desde cada uno de los vértices.
¢) Las bisectrices de angulo.

Problema 4. Encontrar el punto de interseccion de las medianas del tridngulo cuyos
vértices son S(1, 2), M(-3, 3) y C(- 4, - 2).
Se ha trazado el triAngulo con las mediatrices y su punto de interseccion.

~n

c,’
Medlana,de MS
trazad,a desde C

Puntos medios D, Ey F ‘D

Mediana MC =
trazada desde § -

-
=5

trazada 9591 M

La mediana al lado MC:

Las coordenadas del punto E medio del lado MC son E(___, )

La ecuacién de la mediana que pasa por los puntos S(1, 2) y E(-3.5, 0.5)
es:

La mediana al lado SM:

Las coordenadas del punto D medio del lado MS son D( , )

La ecuacién de la mediana que pasa por los puntos C(-4, -2) y D(-1, 2.5)
es:

Por lo tanto el punto de interseccion, G, de las de las dos medianas anteriores es G(-
2, 1), verificalo resolviendo el sistema

—x + 3y = 5 es la mediana del lado MC trazada desde el vértice S.

-3x + 2y = 8 es la mediana del lado MS trazada desde el vértice C.
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Encuentra la ecuacion de la mediana al lado SC y comprueba que el punto G(—2, 1)
satisface dicha ecuacion, la cual es: .

Problema 4. Encuentra el punto de interseccion, H, de las alturas trazadas desde los
vértices del triangulo a sus lados donde los vértices son M(-8, 9), C(12, -3) y S(4, 11).
Con GeoGebra sea trazado el triangulo AMCSy las alturas con la finalidad de
apoyarnos en ella.

20

h=TS altura
trazada desde el vértice S

“ax-Ty+95=0

10 g 0D T 1\ : 1 0

s 5 ~Y\:

L N\

e -

“5x+3y-13=0/ 1

£x-y069=6,

" )

Altura L, al lado MC
. 3 .

La pendiente del lado MC es m = — - Y por ser perpendiculares entonces la

pendiente de L, es m;; = g , como la altura pasa por S(4, 11), la ecuacion es:
—5x+4+3y—-13=0.

Altura L, al lado CS
La pendiente del lado CS es m = y por ser perpendiculares entonces la pendiente
de L, esm;, = , como la altura pasa por M(-8, 9), la ecuacion es:

Altura Lz al lado SM
La pendiente del lado CS es m = y por ser perpendiculares entonces la pendiente
de L es m;3 = , como la altura pasa por C(12, -3), la ecuacion es:

Las coordenadas del punto H de interseccién de las alturas se obtienen al resolver el
sistema:

-4x+7y—-95=0

-5x+3y-13=0

Por lo tanto las coordenadas son H( , ).
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6. Fase de Cierre. Proyectos de Trabajo.

En esta seccion se exponen los proyectos que los estudiantes, organizados en
equipos de tres, tendrdn que realizar a lo largo de esta unidad didactica. Estos
proyectos pretenden orientar al estudiante para que construya algunos de los
significados mas importantes a los que remite la ecuacion cartesiana de la recta
en el mundo fisico. Bajo esta orientacion, se plantean diferentes problemas que
pueden modelarse con una ecuacion lineal.

Estos proyectos les son planteados a los estudiantes en cualquier lugar (fase) de
esta unidad didactica y su evaluaciéon se hara al final de la unidad didactica con la
exposiciéon del mismo por equipo, a sus demas compafieros. El proyecto sera
supervisado todo el tiempo por el profesor, con lo que tendr& la oportunidad de ir
viendo el avance de sus estudiantes a lo largo del desarrollo de esta unidad
didactica.

1. Proyecto 1. Relacion entre temperatura del aire y altitud: la relacién entre la
temperatura del aire, T(en°F) y la altura h(en pies snm), es aproximadamente
lineal para 0<h<20,000. Sila temperatura al nivel citado es 60°F , un aumento
de 5000 pies hace que la temperatura ambiente baje en unos 18°F.

a) Expresar Ten términos de h, y graficar h vsT en un sistema de
coordenadas.

b) Calcular la temperatura aproximada del aire a una altitud de 15,000 pies.
c) Calcular la altitud aproximada a la cual la temperatura es 0°F.

Soluciéon: a) T=a*h + b, donde a y b son constantes, h=altitud y T=
Temperatura.

b) T=6°K.
c) h=16.67 pies.

2. Proyecto 2. En 1990, la producciéon automotriz en la VW produjo 1,135,000
autos y en el afio 2000 produjo 1,825,000. Suponiendo un comportamiento
constante cada afio.

a. ¢Cual fue la tasa promedio de produccion anual?

[

b. ¢Construye un modelo lineal para la produccién de “y” vehiculos
cada afio “x™?

c. ¢Cuanto autos se produjeron en 19967
Solucion: a. 69,000 autos anuales b.y =69,000x-136,175,000 C.
1,549,000 autos.
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3. Proyecto 3. Considera el cuadrilatero con vértices A(-6,1), B(-3,-5), C(2,-2) y
D(3,3).

a. Encuentra los puntos medios de AB y CD y la ecuacion de la recta
que los une.

b. Encuentra los puntos medios de AD y BC y la ecuacion de la recta
que los une.

c. Encuentra el punto de interseccion de las rectas que obtuviste en los
incisos anteriores.

d. Encuentra los puntos medios de las diagonales AC y BD y la
ecuacion de la recta que los une.

e. Prueba que el punto obtenido en el inciso (c) esta sobre la recta que
obtuviste en (d).

Solucién: a. M —9,—2 , N 5,3 ,yzix—E.
2 2 2 14 28

3 17 11 25
b. P|-22Q -2~ |y=-"x-"",
N G TR Sae A
C. R[—l,—sj. d. S(— 2,—1],T(0,—1), y=—tx-1.
4 2 4

e. R(—l,—jj estaenlarecta y= _411)( -1.

4. Proyecto 4. Peso de una ballena jorobada: el peso esperado, W, en

toneladas, de una ballena jorobada, se puede aproximar a partir de su longitud
L, en pies, mediante la formula W =1.70L — 42.8, para 30 < L <50.

a. Estime el peso de una ballena jorobada de 40 pies.
b. Si el error en la estimacion de la longitud puede ser hasta de 2 pies,
¢cual es el error correspondiente de la estimacion del peso?
Solucion: a. 25.2 toneladas. b. Hasta 3.4 toneladas.

5. Proyecto 5. Visita. EI CCH Oriente organiza un paseo a las grutas de
Cacahuamilpa. Al hacer el andlisis del costo, se determina que si asisten 30
alumnos, el costo que debe cubrir cada uno debe ser de $80.00. Si van 40
alumnos entonces el costo sera $75.00 por alumno. Si suponemos que la
ecuacion de demanda es lineal.

a. ¢Cual seria el costo que debe cubrir cada persona si asisten 90 alumnos?
b. ¢Cudl seria el costo que debe cubrir cada persona si asisten 100 alumnos?
c. ¢Cual seria el costo que debe cubrir cada persona si asisten 120 alumnos?
d. ¢Cual es la férmula gue comprueba dicha situacion?

Solucién: a. $50.00 b.$45.00 c.$$35.00 d.y=—2x+95.
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7. Materiales de Apoyo.
Unidad 3. La Recta y su Ecuacién Cartesiana.

e Seccion 1. En cada caso encuentra lo que se te pide de acuerdo con
los datos en cada pregunta.

1. Determina la inclinacién de una recta cuya pendiente es %

a. 48.5° b. 56.3° C. 62.5° d. 50.7°
2. Determina la inclinacion de larectay = —x + 7.

a. 135° b. 145° c. 140° d. 130°

3. Determina la pendiente de una recta cuyo angulo de inclinacion es de 150°.
a. -0.648 b. -0.726 c. -0.500 d. -0.577

4. Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(—4,5) y cuya
pendiente es 2.

a.y=2x-9 b.y=2x+15 C.y=2x+13 dy=2x-5
5. Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(—3,0) y B(1,2).

a.y=%x+§ b.y=2x+5 C.y=%x+1 d.y=%x+§

6. Determina la ecuacion de la recta de la figura siguiente.

ay=—-x+5
b.y=x-5
cCy=x+5
d.y=3sx+5

7. Determina la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto P(2,—5) y que es
paralela a larectay = —4x + 11.

182



a.y=—-4x+7 b.y=—-4x+13 C.y=-—4x+3 dy=-4x+5

8. Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—3,2) y que es
perpendicular alarectay = —ix - 2.

a.y=-5x+6 b.y=-5x+19 C.y=-5x+13 d.y=5x+17

9. Determina la ecuacion de la recta cuyo valor de la pendiente es -4 y cuya
ordenada en el origen es 6.

a.y=6x—4 b.y=-6x+4 C.y=—4x+6 dy=4x—-6

10. Determina la forma simétrica de la ecuacion de la recta y = 3x — 12.

-2 -1 X _Y_-1 dX-2X =1

a. C. = . =
12 12 4 5 12

wR

+2=1 b.
4

SR

Aplicacion. Una computadora tiene 10 afios de uso y su valor actual es de
$23,000, pero hace 4 afios su valor era de $41,400. Si el valor de la computadora
varia linealmente con el tiempo, determina: recta que pasa por el punto P(—4,5) y
cuya pendiente es 2.

Nota: Considerando el valor (v) del sistemay (t) el tiempo.

11. La ecuacion que expresa el valor del sistema en términos del tiempo
transcurrido.

—4600¢t + 69000

a. v = 4600t — 79000 b.v
d. v = 4600t + 90000

c. v = —4600t + 80000
12. ;Cudl fue el valor del sistema cuando era nuevo?

a. $79,000 b. $80,000 c. $90,000 d. $69,000

Tabla de respuestas de la seccién 1.

3.d 4.c 5 a 6.c 7.C

o |

©=
oo
©omn

10. b 11. b 12.d

e Seccion 2. En cada caso apOyate de la grafica (figura) para determinar
lo que se te pide.

13. Determina la forma general de la ecuacion de la recta de la figura siguiente.
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a.4x+3y+12=0
4 b.4x+3y—-12=0
C.4x—3y—12=0

d.4x—-3y+12=0

14. La distancia dirigida del origen a la recta 5x — 12y + 26 = 0.
a. 2 b.-2 c.3 d.-3

15. Determina la ecuacion de la recta de la siguiente figura.

&1y
a y=§x+3
b.y=§x—3

B
c y——§x+3
1 dy=—§x—3
-4 1 [ ) ¢ f\l'

a.y=\/§x+3
b.y=—-v3x+3
c.y=v3x+3
1 d.y=—£x+3
o= 120° 2 3
3 z i@ 1 \3 x 5 [
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17. Determina si las rectas y;,=4x+5 y y,= ix —3 son paralelas,
perpendiculares o se cortan oblicuamente.

a. Paralelas. b. Perpendiculares. c. Oblicuas.
18. Determina el punto de interseccion de lasrectas: y =x+ 1,y = —gx + 8.
a. (-3,2) b. (-2,-3) c. (3,2) d. (2,3)

19. Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—3,5) y es
perpendicular a la recta y = 3x + 8.

a.y=—zx+4 b.y=-3x-4 C.y=—;x+4 d.y=—4x-3

20. Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3,—2) y es paralela
alarecta2x+5y+1=0.

a.y:—%x—— b.y=—§x—4 c.yz—éx—g d.y=—%x—3

Aplicacion: Desde un globo aerostatico, se lanza verticalmente hacia abajo un
bulto de arena con una velocidad de 2 m/seg.

Nota: Magnitudes que cambian uniformemente: v = 9.8t + (velicidad del objeto).

21. Calcula la velocidad del bulto a los 3.5 segundos.

a.v=3632 b.v =422 % c.v =465 = d.v =307 %

S N

22. ¢ A los cuantos segundos la velocidad del bulto es de 46.1 m/s?

a.t =6.5seg. b. t = 5.5 seg. c.t = 3.5 seg. d. t = 4.5 seg.

Tabla de respuestas de la seccién 2.

13.d 14. b 15. ¢ 16. Db 17.c 18.d 19. a

20.c 21. a 22.d

e Seccion 3. En cada caso apOyate de la grafica (figura) para determinar
lo que se te pide.

23. Determina las ecuaciones de las rectas que satisfacen las condiciones
siguientes:
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Solucioén

a) Pasa por (0,2), m = 3. 3x—y+2=0
b) Pasa por (0,4), m = % x—=3y+12=0
c) Pasa por (0,-1), m = 0. y+1=0

Pasa por los puntos:
d) A(2,—3)yB(4,2). 5x —2y —16 =0
e) A(5,—3)yB(5,2). x—5=0

24. En el triangulo de vértices A(—5,6),B(—1,—4)y (C(3,2). Determina las
ecuaciones de las medianas y el punto de interseccion de las mismas.

Solucion: 7x + 6y —1=0;x+1=0;x — 6y + 9 = 0. Pruterseccion (—1,%).

25. Determina el &rea y la longitud de la altura trazada desde el vértice A al lado
BC de los triAngulos cuyos vértices son:

11v10
5
66v41

A(=33),B(55),C(2,-1) Solucién: Altura =

, Area = 33u?.

A(5,6),B(1,—4),C(—4,0)

Solucién: Altura = , Area = 33u?.

26. Transforma las siguientes ecuaciones a la forma simétrica y trazar la grafica de
cada una de las ecuaciones.

Ecuacion General Ecuacion simétrica
a.—5x+4y = —20 EJF_LS:l
— = — X
b.—8x+3y= —12 xr5+%:1
C.5x+3y= -10 __2+_10/3=1

e Seccion 4. Proyectos de trabajo: Problemas de aplicacion de la linea
recta.

Consideremos aqui lo aprendido en las secciones anteriores y lo realizado a lo
largo de esta unidad en el salon de clases, resuelve lo siguiente.

Problema 1. La poblacion de Tlaxcala era alrededor de 25, 000 en 1970 y de
42, 000 en 1980. Suponiendo un crecimiento lineal, estima la poblacién para los
siguientes afnos.

a) 1965 —*16,500 Hab. b) 1977 —36,900 Hab. c) 1995 —¥0,000 Hab.
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Solucion.

Si el afio de 1970 es considerado como inicial, es decir, como el afio cero, 0, y si
ademas la poblacién se expresa en miles, entonces el punto (0, 25) indica que es
el afo cero, 1970, hay una poblacién de 25, 000 habitantes, de manera similar
ocurre para el punto (10, 42), indica que después de 10 afios, 1980, hay una
poblaciéon de 42, 000 habitantes. Como se ha supuesto que el comportamiento es
lineal entonces la ecuacion es:

17x — 10y = =250

La cual se puede escribir como: y =1.7x+ 25 donde x es el afio e y son
habitantes.

Problema 2. En 1950 la esperanza de vida para los hombres era de 65 afios. En
1970 era de 68 afios, Suponiendo que la esperanza de vida es lineal ¢ cual fue la

. . . ~ .z 3
esperanza de vida durante los siguientes afios? Solucion: y = Xt 65.

a) 1960. Para este afio han pasado 10 afios a partir de 1950, por lo tanto x =
10 entonces y = 66.5 afios es la esperanza de vida.

b) 1990. Para este afio han pasado 40 afios a partir de 1950, por lo tanto x =
40 entonces y = 71 afos es la esperanza de vida.

Solucion.
Si el afio de 1950 es considerado como inicial, es decir, como el afio cero, 0,
entonces el punto (0, 65) indica que es el afio cero, 1950, la esperanza de vida
es 65 afos, de manera similar ocurre para el punto (20, 68), indica que después
de 20 afos, 1970, la esperanza de vida es 68 afios. Como se ha supuesto que el
comportamiento es lineal entonces la ecuacion es:

3x — 20y = —-13003

i 3 ~
La cual se puede escribir como: y = 5o Xt 65 donde x es el afio, e y es la
esperanza de vida.

Problema 3. Si con un peso de 400 gramos suspendido en el extremo de un
resorte, este se estira 25mm, mientras que con un peso de 300 gramos se alarga
18.75 mm y si tiene un comportamiento lineal.

a) ¢Cuanto estirara el resorte con un peso de 150 gramos?

625 _ ~
Y = To.000 (150) = 9.375, por lo tanto y = 9.375 mm.

b) Si el resorte se estira 30 mm ¢Qué peso se ha suspendido en extremo del
625 30(10 000)
10,000 625

resorte? 30 =

x implica que = x por lo tanto x = 480 gramos.
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Solucion. Considerando que los puntos son (400, 25) y (300, 18.75) entonces la
625

10,000

x donde

ecuacion es: 6.25x — 100y = 0 la cual se puede escribir como: y =

X esta en gramos e y en mm.

Problema 4. Un comerciante puede vender 20 rasuradoras eléctricas al dia precio
de $250 cada una, pero puede vender 30 si les fija un precio de $200 a cada
rasuradora eléctrica. Determinar la ecuacion de demanda, suponiendo que el
comportamiento es lineal.

Solucién. Los puntos son (20,250) y (30,200) entonces su ecuacién de demanda

es:y = —5x + 350.

Problema 5. El gobierno de la ciudad tiene un presupuesto de $200 millones de
capital para el gasto sobre el transporte e intenta utilizarlo para construir metros
subterraneos o carreteras. Cuesta $2.5 millones por milla para construir carreteras
y $4 millones por millas para construir los subterraneos. Encontrar la relacion entre
el namero de millas de carretera y de subterrAneo que puede construir para utilizar
por completo el presupuesto disponible. Interprete la pendiente de la relacion que
se obtiene.

Solucidén. Considerando la informacion se tiene que:
2.5x = Costo de construir x millas de carretera.
4y = Costo de construir y millas de subterrdneo entonces el costo
presupuestado es de 200 millones por lo tanto: 2.5x + 4y = 200.

. 5
La cual se puede escribir como: y = — X+ 50
. 5 ., .
Donde la pendiente es — 5 la cual expresa que la construcciéon de cada milla

.. , 5 . .
adicional de la carretera sera a un costo de 5 de millas de construccion de
subterraneo.

Problema 6. A una compafia le cuesta $ 75 producir 10 unidades de cierto
articulo al dia 'y $120 producir 25 unidades del mismo articulo al dia.

a) Determine la ecuacion de costos, suponiendo que es lineal.
b) ¢Cual es el costo de producir 20 articulos al dia?

c) ¢Cual es el costo variable y el costo fijo por articulo?
Solucion. Si consideramos que:

x = Es el nimero de unidades.

y = Costo.
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Si formamos las parejas: (10,75) y (25, 120).

Entonces la ecuacion es de la forma: —3x + y = 45.

a) La ecuacion de costos es y = 3x + 45.

b) El costo de producir 20 articulos por dia es de $105.

c) El costo fijo es de 45 y el costo variable es de 3x.

Problema 7. La compafiia de mudanzas Ramirez cobra $70 por transportar cierta
magquina por 15 millas y $100 por transportar la misma méaquina por 25 millas.

a) Determine la relacidn entre la tarifa total y la distancia recorrida, suponiendo
que es lineal.

b) ¢Cudl es la tarifa minima por transportar esta maquina?

c) ¢Cual es la cuota por cada milla que la maquina es transportada?

Solucidén. Los puntos son (15, 70) y (25, 100) entonces.

a) y =3x+ 25.
b) Costo fijo $25.
c) Six =1 millas entonces y = 3(1) + 25 = 28, por lo tanto y = 28.
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8. Autoevaluacion.

1. Con las gréficas expuestas abajo, contesta las siguientes preguntas

a. b.

I.  ¢Cual de las rectas tiene pendiente positiva?
ii. ¢Cual de las rectas tiene pendiente cero?
iii. ¢Cual de las rectas tiene pendiente negativa?

iv.  ¢Cudl de las rectas tiene inclinacion de 90°?
v. ¢Elangulo de inclinacién de qué recta es un angulo agudo’?
vi.  ¢El angulo de inclinacion de qué recta es un angulo obtuso?

2. Determina la pendiente de una recta cuyo angulo de inclinacion es de 60°
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a.1.732 b. 1.50 c.1.46 d 21
3. Determina la inclinacion de la recta y = %x + 4.

a. 25.4° b. 19.5° C. 24.5° d. 21.8°
4. Determina la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (—3,25) y Q(2,—10).
a.y=7x-9 b.y=-7x-5 C.y=-7x—4 dy=-7x+4

5. Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—3,—2) y cuyo valor
de la pendiente es —é. Escribe la ecuacion en la forma pendiente-ordenada en el
origen.

a.y:—gx—él b.y=—§x+4 c.y=§x—4 d.y=—§x+5

6. Determina la ordenada en el origen de la recta que pasa por los puntos A(—4,5)
y B(2,-7).

a. 2 b. -2 c.3 d.-3

7. Determina el punto en el que la recta que pasa por el punto A(2,5) Yy cuya
pendiente es 3 corta al eje y.

a. (0,1) b. (1,0) c. (0,-1) d. (-1,0)

8. Determina la ecuacién de la recta cuyo valor de la pendiente es -4 y cuya
ordenada en el origen es 6.

a.y=-—4x+6 b.y=-6x+4 C.y=6x—4 dy=4x-6

9. Determina la ecuacioén de la recta de la siguiente figura.

a y=§x—5
b y=§x—4
c y—§x+5
d y=ix+4
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10. Determina la forma simétrica de la ecuacion de la recta cuya abscisa y
ordenada en el origen son 5 y -3respectivamente.

X4 Y _
a.5+3—1 b.

w R

Y — _EyY r_Y_
+5—1 C. 3+5—1 d.5 3—1

11. Determina la forma general de la ecuacion de la recta que pasa por el punto
A(5,—8) y cuya pendiente es igual a —%.

a.3x—7y—41=0 b.-3x+7y+4=0 c.3x+7y+41=0 d.3x—7y+41=0

12. Determina si las rectas r:y = —ix —1yr:y=4x+7 son paralelas,
perpendiculares o se corta oblicuamente.

a. Son paralelas. b. Son perpendiculares. c. Se cortan oblicuamente.

13. La forma pendiente-ordenada en el origen de la recta que pasa por el punto
B(—4,—6) y que es perpendicular alarectay = —%x + 8.

a.y=2x-—2 b.y=2x+2 C.y=2x-5 dy=2x+5

14. Determina la forma general de la recta que pasa por el punto A(—3,1) y que
es perpendicular a la recta 5x + 7y — 10 = 0.

a.7x—5y+26=0 b.7x+5y+16=0 c.7x—5y—16=0 d.7x+5y—26=0

15. Determina la distancia dirigida que hay del punto P(—2,—3) a la recta
8x + 15y — 24 = 0.

a.b b.-5 c. 4 d. -4

16. La recta L, pasa por los puntos A(0,5)y B(—2,7), mientras que la recta L, pasa
por los puntos C(1,4)y D(4,—8). Determina la medida del &angulo obtuso
comprendido entre ellas.

a. 153.03° b. 135.05° C. 149.04° d. 140.02°

17. Determina la ecuaciéon de la mediatriz del segmento determinado por los
puntos A(7,4) y B(—1,-2). 8x + 15y — 24 = 0.

a.4x+3y—15=0 b.4x—-3y+15=0 cC.4x—-5y+10=0 d.5x+4y—-10=0
Aplicacion. Contesta las preguntas 18 a 20 con base en la informacion siguiente.
Un equipo de ultrasonido movil, tiene 56 meses de uso. En un laboratorio te

informan que su valor comercial actual es de $37,600, pero hace 14 meses era de
$43,200. Si el valor del equipo decrece linealmente con el tiempo.

192



18. ¢ Cuél fue el valor del equipo de ultrasonido cuando era nuevo?

a. $60,000 b. $48,900 c. $37,600 d. $42,500
19. ¢ Cuéanto se deprecia el equipo mensualmente?

a. $200 b. $400 c. $450 d. 350

20. ¢ A los Cuantos meses de uso el equipo ya no tendré valor comercial?

a. 140 b. 200 c. 160 d. 150

Tabla de respuestas de la Autoevaluacion.

1. i.a ii. b iii. ¢ iv. d V. a vi. C
2.a 3.d 4.d 5.a 6.d 7.cC 8.a
9.d 10.d 11.c 12. b 13.b 14. a 15. b
16.c 17. a 18. a 19. b 20.d
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UNIDAD 4. MATEMATICAS IIl.

La Parabola y su Ecuaciéon Cartesiana

Propositos:

Al finalizar el alumno:

Ser& capaz de obtener la ecuaciéon de una parabola a partir de su definicion (foco
y directriz) o de elementos necesarios y suficientes. Identificara sus elementos a
partir de la ecuacidén. Resolverd problemas que involucren a la pardbola y sus
propiedades. Tiempo: 15 horas.

1. Presentacién de la Unidad 4.

Los matematicos griegos sabian que cuando un cono o cilindro se corta por un
plano se forma una curva llamada seccién conica, lo Unico que hay que hacer es ir
variando el plano. Para nuestro caso si el plano de corte es paralelo a una
generatriz (lado del cono), formamos una parabola como se muestra en la figura 1.

; Las aplicaciones de la parabola
en la vida cotidianason
multiples. Desde el uso que le
dan las antenas satelitales y
radiotelescopios para concentrar
las sefiales hasta el uso que le
dan los faros de los automoviles
al enviar haces de luz paralelos.
Otras aplicaciones de la parabola
son: antenas parabdlicas,
satélites, los chorros de agua,
cocinas  solares, faros de
vehiculos y microfonos
parabdlicos, puentes colgantes,
trayectoria de objetos celestes,
deportes, iluminacion, entre otras.
De acuerdo con lo anterior, las siguientes figuras ilustran algunos ejemplos
antes mencionados: El Palacio de las Teresianas (Gaudi), la fuente de la Diana
Cazadora, el arcoiris y un puente colgante. Todos ellos basados en formas
parabdlicas.

Figura 1. Las Secciones Cénicas
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A partir de esto, el estudiante comenzara a ir precisandole un sentido

matematico a "lo parabdlico”, a través del recorrido que haga de las partes

expuestas en esta unidad de aprendizaje.

Durante el desarrollo de la unidad se pueden ir presentando los siguientes

problemas de aprendizaje:

¢ Deficiente manejo de las operaciones aritméticas basicas en particular con
los niumeros racionales representados en su forma fraccionaria.

e Obtener las ecuaciones de las rectas horizontales y verticales, asi como su
grafica.

e Obtener la distancia de un punto a una recta, en particular si la recta es
horizontal o vertical.

e Desarrollar un binomio al cuadrado como producto notable o como el
producto de dos polinomios.

e Completar un trinomio cuadrado perfecto para pasar de la forma general de
una parabola a la ordinaria.

e La solucion de sistemas no lineales.

e Latraduccién de lenguaje algebraico a lenguaje comuln y viceversa.

Para que el alumno supere estas dificultades proponemos lo siguiente:
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e Aplicar una evaluacion diagnéstica al inicio de la unidad de aprendizaje.

e Dejar actividades de forma paralela al curso, en base a las deficiencias
detectadas en la evaluacion diagndstica.

e Invitarlos a participar en el Programa Institucional de Asesorias (PIA).

e Uso de algunas direcciones electronicas como: PhET de la Universidad de
Colorado en Boulder crea simulaciones interactivas gratuitas de
matematicas y ciencias. Las simulaciones de PhET se basan
en investigacion educativa extensiva e involucran a los estudiantes
mediante un ambiente intuitivo y similar a un juego, en donde aprenden
explorando y descubriendo.
http://phet.colorado.edu/en/simulation/projectile-motion para lanzar
un proyectil, el equipo determina las condiciones del lanzamiento:

angulo de inclinacidn, resistencia o no del aire, etcétera.

También sera necesario dejar de tarea a los estudiantes sobre la historia de las
secciones conicas, en particular sobre personajes de la antigiedad como:
Apolonio de Perga, Euclides, Descartes, Galileo, Newton y Menecmo.

2. Estrategias Didacticas.

Las diversas actividades de la unidad 4, se presentaran utilizando secuencias
didacticas, con el propoésito de posibilitar un mejor aprendizaje, o sea, un
aprendizaje que fuese adquiriendo un significado propio en los procesos practicos
cercanos a los estudiantes, con vistas a alcanzar los objetivos actitudinales,
conceptuales y procedimentales del area de matematicas del CCH v,
especificamente, aquellos que atafien a esta unidad tematica. Al respecto, cabe
sefalar que los estudiantes tienen mejor comprension cuando los contenidos se
tratan en su contexto y, mas todavia, si ese aprendizaje es significativo [Ausubel.
D. et al.,, 1983]. Por ello, en el disefio de las experiencias didacticas aqui
expuestas, se tuvo que permitir una relacion intencionada (no arbitraria) vy
sustancial (no al pie de la letra) con los conocimientos e ideas del alumno, pues el
individuo debe desarrollar una serie de estrategias que le permitan adquirir un
conocimiento, colocarlo en su lenguaje y saber manejarlo cuando sea necesario.
La eficiencia de este aprendizaje, si es que se puede hablar de algo asi, se
encuentra en funcién de su significatividad, no de las técnicas memoristicas, lo
cual es acorde con las ideas sobre el aprendizaje bajo un enfoque constructivista.
Por ello es que sustentamos esta propuesta en las perspectivas del aprendizaje
constructivista y colaborativo, asi como en el empleo de la computadora como
herramienta para lograr aprendizajes significativos. La forma mas practica que
utilizaremos para la realizacion de las secuencias didacticas en el caso que nos
ocupa, a saber, el aprender y enseflar matematicas, es a través de hojas de
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trabajo. Por si solas, las hojas de trabajo no constituyen una secuencia did4ctica,
sino que estan enmarcadas dentro de la organizacidn, contexto y recursos
empleados para su efectivo uso en el aprendizaje.

3. Actividades de Ensefianza Aprendizaje.

El estudiante debera construir la nocién de lo parabdlico a partir del desarrollo de
las siguientes estrategias didacticas.

Explorara, en una situacion o problema donde los estudiantes volteen a su
entorno y distingan formas parabdlicas (anuncios, fuentes, movimientos
parabodlicos, etcétera), que dé lugar a una funcion cuadratica, valores,
condiciones, relaciones y comportamientos, a través de tablas, diagramas, etc.
qgue le permitan obtener informacion del problema, como un paso previo a
establecer la representacion algebraica.

Diferenciara dos tipos de variacién fundamentales (lineal y cuadratica).
Obtendra el modelo de la ecuacion cuadratica de una situacion dada.
Diferenciara entre una ecuacion cuadratica y una funcién cuadratica.

Dara significado al papel que juega el parametro p en el comportamiento de
una parabola con vértice en el origen y fuera de él.

En el modelo y? = +4px, analizara el impacto del parametro p, y deducira la
orientacion de la parabola, segun el parametro si es mayor 0 menor que cero.
En el modelo x? = +4py, analizara el impacto del parametro p, y deducira la
orientacién de la parabola, segun el parametro si es mayor 0 menor que cero.
En el modelo (y — k)? = +4p(x — h), interpretara el papel de los parametros
h kyp.

En el modelo (x — h)? = +4p(y — k), interpretard el papel de los parametros
h,kyp.

Integrard a su lenguaje términos como concavidad, vértice, traslacion, cuerda,
eje de simetria, entre otros.

Expresara una ecuacion cuadratica escrita en la forma general y? + Dx + Ey +
F =0, a la forma ordinaria (y — k)? = +4p(x — h), y podra describirla a partir
del analisis de sus parametros.

Expresara una ecuacion cuadratica escrita en la forma general x? + Dx + Ey +
F =0, a la forma ordinaria (x — h)?> = +4p(y — k), y podra describirla a partir
del andlisis de sus parametros.

Resolvera problemas sencillos del mundo fisico: antenas de television, puentes
colgantes, antenas de satélite, arcos de puentes, microfonos reflectores,
recolectores de calor solar, etcétera, e interpretara el comportamiento de la
gréafica dentro del contexto de una situacion dada.

197



4. Conceptos Clave.

Lugar Geomeétrico, eje de simetria, lado recto, directriz, cuerda, excentricidad,

cuerda focal, pardmetro, vértice.

5. Puesta en Escena de los Aprendizajes por Desarrollar.

Aprendizajes. Al realizar las hojas de trabajo 1 a la 11 y los proyectos de

trabajo, el alumno:

Identifica lo parabdlico en su entorno.
Identifica los elementos que definen la
parabola.

Reconoce la simetria de esta curva.
Obtiene por induccion la definicién de la
pardbola como lugar geométrico.

Deduce la ecuacion de la pardbola con
vértice en el origen y de forma anéloga la
de vértice fuera del origen.

Determina los elementos de una parabola
a partir de su ecuacion cartesiana.

Grafica pardbolas dadas sus ecuaciones
cartesianas y viceversa.

Transforma la ecuacidbn general a la
ordinaria para encontrar sus elementos.
Resuelve problemas que involucren la

interseccion de una recta con una parabola
y entre parabolas.
Resuelve problemas de aplicacion.

5.1. Fase de Inicio: preconcepciones de los alumnos (de lo parabdlico) y

elementos basicos de algebra.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: .

Comprende lo parabdélico en su entorno a través de la fase de

inicio, utilizando diferentes registros: aritméticos, algebraicos

y geométricos.
Procedimentales: e

Aprende los procedimientos para determinar si una imagen o

figura representa un fendémeno parabdlico.
e Aprende procedimientos para la solucidon de ecuaciones de

segundo grado.
Reflexiona sobre el uso de software especializado para el

Actitudinales: .

desarrollo de la unidad, en particular GeoGebra.

matematicas.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.
Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Valora la formacién de una actitud positiva hacia las

En esta fase se investigan las preconcepciones (nociones, ideas, creencias,
prejuicios) que los estudiantes tienen por “Lo parabdlico”. Esta fase consta de tres
partes, descritas en las tres primeras secuencias didacticas.
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LO
PARABOLICO.

Lo Parabdlico en tu Entorno.

FASE DE INICIO.

El desarrollo de esta fase se lleva a cabo con las siguientes
actividades.

Secuencia Didactica 1.

El desarrollo de esta unidad didactica comienza al realizarse el
nodo "Lo parabdlico en tu entorno”, cuyos principales objetivos, es
gue los estudiantes volteen a su entorno y distingan formas
parabdlicas (anuncios, fuentes, movimientos parabdlicos, etc.), por
lo que para esta sesion deberan haber realizado previamente las
siguientes actividades (extra-clase).

e Los estudiantes (de manera individual) recolectaran imagenes,
videos, etcétera, de formas parabdlicas en su entorno.

e Realizardn una exploracion en Internet para bajar imagenes,
videos, etcétera, de formas parabdlicas en la arquitectura, en la
ingenieria civil, en la pintura, etcétera. “Las cuales se
depositaran en el documento titulado: Lo Parabdlico en tu
Entorno-Imagenes”. En donde el alumno completara las
columnas tituladas: imagen, nombre del archivo y cita de la
imagen.

Estas imagenes, videos, etc., acerca de "lo parabdlico” seran
exhibidas en el aula de medios, pues con la computadora es mas
facil destacar "lo parabdlico” en donde ellos lo hayan encontrado. El
profesor, en este caso, ira destacando "lo parabdlico” en la fase de
desarrollo. Cabe destacar que los estudiantes no sélo participaran
con sus ideas, comentarios, etc., sino que deberan ir realizando la
hoja de trabajo 1 conforme se desarrolla este analisis.

Méas aln, en esta hoja de trabajo, los estudiantes haran uso del
software GeoGebra, con el que estableceran facilmente las
representaciones geométricas y aritméticas de un fendmeno
parabdlico, verbigracia, las parabolas de un arcoiris, de un puente
colgante, el lanzamiento de un proyectil, etcétera.

Secuencia Didactica 2.

Una vez hecho lo anterior, el profesor les pide a los alumnos que contesten un examen
diagnostico (ver hoja de trabajo 2), cuyo propdsito es detectar los prejuicios, ideas,
etc., que giren en torno al término "lo parabdlico”, ademas de que le permitan al
profesor tener una idea general de los pre-requisitos matematicos que se cree son
necesarios para el desarrollo de esta unidad didactica.

Hojas de trabajo para la fase de inicio.

Las hojas de trabajo correspondientes a las secuencias didacticas mencionadas son

las siguientes.
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FASE DE INICIO _ _ , .
LO PARABOLICO Hoja de trabajo 1. Las parabolas de un arcaoiris.

EN TU ENTORNO

En esta hoja de trabajo observards matematicamente un arcoiris (ver figura 2), o el
Oceanogréfico de Valencia (ver figura 3) empleando para ello la interfaz algebro-
geométrica GeoGebra.

L

el

Figura 2. Arcoiris. Nayarit (Tepic). Figura 3. Oceanog[éfico (Valencia)
Espana.

Insercién de laimagen en GeoGebra.
Para insertar una imagen en la interfaz geométrica de GeoGebra puedes hacer lo

siguiente.
A
=W

1. Abre el icono "imagen"”, que esta en el menu de elementos geométricos como
se muestra en la siguiente figura.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

N [Be e B fo)| [+ P

el | |
» Vista Algebraica € | » vista Grafica

1

bl

. N ]

ol ol

ABC Texio —

T
l-‘,.\‘:; Imagen
-

d Lapiz

V Figura a mano alzada

Relacian

\F_’/ Inspeccidn de funciones

Figura 4. Comando para insertar una imagen en la interfaz geométrica de GeoGebra.

2. Con el puntero (la flecha) acomoda la imagen en la interfaz geométrica. Y oculta los
puntos A y B de la figura, con los que tendrias que renombrar los puntos sobre la
figura 5.
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Figura 5. Arcoiris. Nayarit (Tepic).
e Recoleccién de datos.

3. Ahora observaremos matematicamente la forma del arcoiris y, para ello, colocaremos
siete puntos sobre la imagen del arcoiris completando la siguiente tabla.

Punto Abscisa (x) Ordenada (y)
A 1.44 2.66
B 1.98 3.44
C 3.06 4.26
D 4 4.5
E 5.46 3.96
F 6.16 3.24
G 6.62 2.52

Dependiendo de la ubicacion de la figura 5, en la vista gréafica y la colocacién de los
puntos, estos variaran conforme a lo expuesto en la figura 5.

e Ajuste de datos a una curva con la hoja de célculo Excel.

4. Abre la hoja de céalculo Excel y copia estos siete datos (respetando las columnas).
5. Copia estos datos en una tabla de Excel y haz lo siguiente.

a. Con el comando de graficacién "XY Dispersion”, marca los pares de datos como
puntos de un plano cartesiano.

b. Ahora ajusta tus datos a una curva de la mejor manera posible (Excel realiza el
ajuste de puntos por el método de minimos cuadrados®). Para ello selecciona uno

> Este método lo puedes consultar en la Internet o en la siguiente referencia bibliografica.
Oda, N.B. (2014). Introduccién al anélisis Grafico de Datos Experimentales, Serie Propedéutica. Facultad de
Ciencias, UNAM, México.
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de los puntos y elige el comando "Agregar linea de tendencia”, seleccionando la
curva que creas que pasa lo mas cercanamente por todos tus puntos. Marca las
opciones "Presentar ecuacion en el gréfico" y "Presentar el valor R cuadrado en el
gréfico" y escribe estos valores conforme al Gréfico 1.

funcion (ecuacion): y = —0.2847x% + 2.2726x + 0.0013

El valor de R? es un indicador numérico de qué tan bien se ajusta la curva a tus
datos y éste se interpreta como sigue: entre mas cercano a 1 sea este valor mejor
es el ajuste. En nuestro caso: R? = 0.9968.

c. Para contestar el inciso (b), traza la gréfica utilizando Excel. Como se muestra en
el Gréfico 1.

Grafica del Arcoiris

5 4.5

s 4.26 y =-0.2847x% + 2.2726x + 0.0013

4 s R%?=0.9968
35 / 3.24

3 2.6 \,‘.52
2.5 ( Y\ & Seriesl

2 ——Polindmica (Series1)
1.5

0.5

Grafico 1. Gréfica del Arcoiris de la figura 2.

Conclusiones de la Hoja de Trabajo 1.

202




Ejercicio extra-clase 1.

Determina el modelo algebraico y geométrico de la otra curva de la figura 3.

Oceanogréfico (Valencia) Espafia, o de alguna otra figura que hayas recolectado®.
Responde las siguientes preguntas. Procede de la misma forma como se realiz6 con la

figura 2.
a. Ecuacion de la linea: y = . R? .
b. ¢Con la ayuda de GeoGebra indica cudl es el punto mas alto ubicado en la figura?

C.

Para contestar los incisos (a) y (b), traza la gréafica utilizando Excel y con GeoGebra
inserta el archivo en donde esta la imagen de la figura 3.

FASE DE INICIO.

Hoja de trabajo 2. Diagnéstico de pre-concepciones
acerca de lo parabdlico.

El siguiente conjunto de preguntas permite ubicar las ideas previas de cada estudiante en
torno a lo parabdlico. Esta se puede realizar de dos maneras posibles, a saber, como
examen diagndstico respondido por cada uno de los estudiantes o, también a manera de
entrevista individual, conducida por el profesor. Con el siguiente cuestionario se pretende
tener una idea general acerca de los antecedentes inmediatos que requieres para
desarrollar la Unidad 4 de Matematicas lll. Es importante destacar que con las respuestas
gue proporciones podre darme una idea para colaborar en tu aprendizaje de esta unidad.

1. Determina, con un (Sl) o un (NO), cudles de los siguientes eventos son parabdlicos.

-~ P 20 oo

El cambio de divisas. ()

La trayectoria de una pelota de béisbol. (__ )
El lanzamiento de un proyectil. (__)

La repeticiéon de las estaciones del afio. ()
El chorro de una fuente. (__ )

La variacién de la distancia con respecto al tiempo de un moévil a velocidad

constante. (__ )
2. Encuentra en cada caso el punto o puntos de interseccion de los siguientes sistemas.

x2+4x—y—-5=0 y2—x+9y—25=0
6x—y—2=0 x—6y—15
Py ( ); Py ) Py( ); P )

® Cf. Anexo 3, titulado: Lo Parabdlico en tu Entorno-Imagenes.
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3. Determina las raices de la siguiente | 4. Encuentra la distancia del punto
ecuacion cuadrética, por el método de P(xy,y;) ylarectaAx + By + C = 0.
completar cuadrados.

a) P(4,-5) alarectay = 3.
b) P(-3,4) alarectax = —1
|Ax; + By, + C|
2
X +2x=35 d=
VAZ + B2
Xl = d=
X, =

5. Desarrolla las siguientes expresiones:

(x —3y)? =

(2xy + 4xy?)? =

ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

6. Determina la ecuacion de la recta:
a) Situada 3 unidades a la derecha del eje y.
b) Situada 5 unidades por debajo del eje x.
c) Paralela al eje y y a 7 unidades del punto P(—2,2).
d) Situada 8 unidades a la izquierda de la recta x = —2.

Secuencia Didéactica 3. Elementos y Técnicas Algebraicas Basicas de
Expresiones Cuadraticas.

Con esta secuencia se pretende recordar y/o establecer los hechos basicos de
algebra que los estudiantes requeriran para el desarrollo de esta unidad didactica.
Para ello, los estudiantes junto con el profesor desarrollaran las siguientes hojas
de trabajo.
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FASE DE INICIO. Hoja de trabajo 3. Factorizacion de una ecuacion de
LA PARABOLA. segundo grado.

Una ecuacion de segundo grado con una incégnita se expresa de la siguiente
manera:
ax’+bx+c=0, a=#0

Donde a,byc son constantes y x es la incognita que tiene a 2 como su mayor
exponente; ax? es el término cuadratico, bx es el término de primer grado lineal y ¢
es el término independiente o constante.

1. Resuelve la ecuacion: x? +9x + 18 = 0. Consideremos aqui que como el
coeficiente del término cuadratico es 1, entonces su factorizacion se reduce al
producto de dos binomios: (x+3)(x+6) =0, por lo que sus raices seran:
X1 =-3y x, =—6.

2. Resuelve los siguientes ejercicios por factorizacién con ayuda de tu profesor:
a)x*+7x+12=0
b)x? —12x+35=0
c)2x?—6x+9=0

Actividad extra-clase.

3. Resuelve los siguientes ejercicios.

1D x2+13x+36=0 Hx?=2x+5=0
2)6x2—-7x—-3=0 5)20x2+x—-1=0
3)x2—14x+49=0
FASE DE INICIO. Hoja de trabajo 4. Completar cuadrados de una ecuacién
LA PARABOLA. de segundo grado del tipo: x> + bx + ¢ = 0.

1) Resuelve los siguientes ejercicios completando el binomio formado con la parte
literal a un trinomio cuadrado perfecto, con ayuda de tu profesor.

a)x’+4x+4=0
b)x*—-8x+16=0
)x*+10x+25=0
Actividad extra-clase.

2) Resuelve los siguientes ejercicios:

Dx?—12x+36=0 3)x%+7x+12=0
2)x?2+5x—14=0 4)2x>+3x—2=0

Finalmente en esta secuencia los estudiantes resolveran la siguiente hoja de
trabajo cuyo propésito es la identificacion de una ecuacién de segundo grado asi
como su solucion por la férmula general.
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FASE DE INICIO.
LA PARABOLA.

Hoja de trabajo 5. Resolucién de ecuacion de segundo por

—b++vb%2—4ac

medio de la férmula general: x = ”

1) Resuelve los siguientes ejercicios utilizando la férmula general:

a)x>+7x+10=0
Actividad extra-clase.

b)x*—2x+1=0 )2x*+7x+6=0

2) Resolver las siguientes ecuaciones por formula general.

Dx2—x—20=0 4)x?=Tx+5=0
2)x2+11x+24=0 5)8x% — 14x — 1
Nx2+7x+10=0

5.2. Fase de Desarrollo. (Informacién e introduccion de conceptos:
interpretacion geométrica de la parabola).

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales:

Procedimentales:

Actitudinales:

Identifica los elementos que definen a la parabola a través de
las diferentes construcciones expuestas en la fase de
desarrollo, asi como con su interpretacion algebraica y
geomeétrica.

Aprende los procedimientos para transformar la ecuacion
general a la ordinaria y viceversa.

Aprende a manejar de forma eficiente el software GeoGebra.
Reflexiona sobre el uso de software especializado para el
desarrollo de la unidad, en particular GeoGebra.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

¢ Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Comenzaremos esta fase con la interpretacibn geométrica de la parabola a través
de la secuencia didactica 4.

Secuencia Didactica 4.

Para comenzar esta fase, los estudiantes construiran y caracterizaran los
elementos béasicos de una parabola, para esto, los estudiantes en equipo eligen
“‘una” de las siguientes construcciones y la llevan a cabo en el aula de medios,
con el auxilio del profesor (ver hoja de trabajo 6). Las construcciones restantes las
realizaran los estudiantes (individualmente o en equipo) como actividades extra-

clase.
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FASE DE
DESARROLLO.

Hoja de trabajo 6. La parabola como lugar geométrico:
construccion virtual, con reglay compas y con dobleces de una
parabola. Caracterizacion de sus elementos geométricos
basicos

Definicion: La pardbola es el lugar del plano de todos los puntos que equidistan de un
punto llamado foco y de una recta llamada directriz.

A. Construccién de la parabola con GeoGebra.
1) realiza la construccion, de la figura 6, utilizando el protocolo de construccion de
GeoGebra.

Protocolo de Construccion de

Figura 6. Construccion de la parabola a través de
sus rectas tangentes, utilizando un punto P
generador
|

&
L

GeoGebra.
Paso Nombre Definicion
: Punto . . o
[ A Punto auxiliar para construir la recta "a".
. Recta
I “q Recta que pasa por el punto A.
i Punto Punto fuera de la recta "a” 4 el foco de la parébol
Foco unto fuera de la recta "a" y que sera el foco de la parabola.
Recta
iV Eje de I d I | nan
Simetri Recta que pasa por el Foco y que es perpendicular a la recta "a".
a
Vv Punto Vértice de la parabola y que es el punto de interseccion de la recta
Vértice "a" con el Eje de Simetria.
) Punto
vi Genera Punto (movil) colocado sobre la recta a".
dor
vii Segme Segmento [Foco, Generador].
nto c
Recta .
viii Tangen Recta que pasa por el punto Generador y es perpendicular al
te segmento "c".
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Una vez hecha la construccion, realiza lo expuesto en las preguntas 1 a 3.

Selecciona la recta "tangente" y marca el comando "Activa rastro".
Selecciona el punto "Generador" y muévelo.
Describe lo que obtuviste:

2) Elementos de una parabola.
Los elementos basicos de una parabola conforme a la figura 6, son:

Foco. e Vértice. e Eje de simetria. e Lado recto.
Directriz. e Cuerda e Cuerda focal e Parametro p.

Con la construccién que acabas de realizar ya determinaste el foco de tu pardbola. Ahora,
para obtener los demés elementos haz lo siguiente.

Eje de simetria: por el foco traza la recta perpendicular a la recta "a". Renombra como
"EjeSimetria" a la recta asi obtenida.

Vértice: es el punto de interseccion entre el "EjeSimetria" y la recta "a".

Directriz: es a recta paralela a la recta "a" que esta del "otro lado" del foco y a una distancia
igual a la que esta el foco de la recta "a". Una manera sencilla de trazarla es la siguiente.

a. Marca el punto simétrico al foco con respecto a la recta "a". Para ello usa el comando
"Reflexion de un objeto, dada la recta..." (renombra este punto como "F"):

Archivo - Edla Visualzas Opciones Venlana Ayuda

e
A e . ) ,,' L e +
o3| O 2l B (O Tl | B e

.
oY Refleddn 02 un obyeto $ado = punid de simekia central

.
« Rotacion 92 un ab1910 60 WM 3 90 pUN 5eg0n 8l angulo Indkado

B

. , Transiacion &¢ un objelo acords 3 un yecior

. 2 4
o4 Diataciin de un objtto desde & pumd ivdicade segie facl S3do

b. Levanta la perpendicular al eje de simetria por el punto "F,". Esta recta es la directriz de
tu pardbola. Renémbrala como "Directriz".

Parametro p: este nimero es la distancia que hay del foco al vértice, o de la directriz al
vértice (¢por qué?), por lo que para determinar su valor s6lo tenemos que trazar el
segmento que va del foco al vértice. Hazlo y escribe su valor: p =

Lado recto (latus rectum): este es el segmento (y su longitud) de la parte de la recta
perpendicular al eje de simetria de la parabola que esta "dentro" de la parabola, de manera
gue para trazarlo puedes hacer lo siguiente:

a. levanta la perpendicular al eje de simetria de forma que pase por el foco;

b. marca los puntos de interseccion de esta perpendicular con la parabola;
c. finalmente, traza el segmento que une a esos puntos de interseccion.

Escribe el valor del lado recto: Lado recto =
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B. Construccion de una pardbola con reglay compas através de su definicion.

Material:

= Hoja de papel tamafio carta (u oficio).
» Regla (de preferencia sin graduacion).
= Compas.

= Lapizygoma.

2)

Instrucciones de Construccion de una parabola con reglay compas.

Para construir este lugar geométrico con regla y compas haz lo siguiente en tu hoja de

dibujo.

a)

b)

Traza un punto (F) y luego una recta (directriz) -vertical, horizontal u oblicua- a la
derecha.

Traza una recta perpendicular por el punto F y la recta. El punto de interseccion
entre la perpendicular y la directriz es A;.

c) Localiza el punto medio del segmento A;F y asignale la letra “V”, este sera el primer
punto de la parabola llamado vértice.

d) Para obtener mas puntos de la parabola bastar4 con trazar rectas paralelas a la
directriz hacia la derecha o izquierda del punto “V”, segun sea el caso, tantas como
puntos queramos de este lugar geométrico.

e) Sobre la directriz arriba o abajo del punto A; marca cinco puntos (0 mas) asignales
las letras A,, As, As, As, As.

f) Con el compéas toma la distancia que hay de cada uno de estos puntos localizados
en la directriz a cada una de las paralelas (d4, d,, ds, dg4, ds).

g) Con centro en F y radio d; trace un arco de circunferencia, que corte a la primera
paralela arriba y abajo estos puntos son simétricos a la perpendicular,

h) Analogamente con centro en F y radios respectivos Fd,, Fds, Fd4, Fds, trace arcos de

3)

circunferencia, que vayan cortando a las siguientes paralelas, las intersecciones que
se vayan obteniendo son puntos del lugar geométrico, marcalos u Unelos con una
curva suave.

Describe lo que obtuviste:

4)

Elementos de una parabola.

Los elementos basicos de una parabola conforme a la construccién anterior son:

Construccién de la parabola con regla y compéas

Ay e P -2, darzs
A /

de
A b 5 dr:2x duszs
Ay ¥

Aia 2 01

A, ., s o
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C. Instrucciones de Construccion de una pardbola por medio de dobleces en una hoja

de papel blanca tamafo carta.

=

. Material:
Hoja de papel cebolla.

Lapiz y goma.

Regla de preferencia sin graduacion, para remarcar cada dobles,

2. Instrucciones de Construccion con dobleces.
Para construir este lugar geométrico con dobleces haz lo siguiente en tu hoja de papel

cebolla.

1. Dobla tu hoja a la mitad
longitudinalmente de manera que se
marque un doblez y puntéala con la regla
y un Il4piz como se muestra en la
siguiente figura.

3. Realiza un doblez debajo del punto F
perpendicular al doblez anterior, el punto
de interseccion de estos dos dobleces
sera el punto M.

i
Dhreclriz

- -9 --—--—--—=—=-—4

2. El segmento marcado (punteado)
sobre la hoja se llama Eje Focal de la
parabola y lo simbolizamos con la letra f,
marca un punto sobre el eje focal como
se muestra en la siguiente figura y
asignale la letra F, el punto recibe el
nombre de Foco de la parabola.

T
|

I

|
|
|
|
:
|

‘I'j
|
|
|

4. Ahora marca varios puntos sobre la
directriz, a la izquierda y a la derecha del
punto M, localiza los puntos ki, ks, ks, Ks,
ks, Ke, k7, kg, Ko, Kio...kn, la distancia entre
ellos no necesariamente tiene que ser la
misma.

MIDirectriz [)
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5. Haz coincidir cada uno de los puntos ki, ks, K, ....k,, con el punto F, y traza un doblez en
cada una de estas coincidencias hasta terminar con el Ultimo punto K.

6. Después de repetir el procedimiento anterior, para cada uno de los puntos marcados sobre la
directriz se obtiene una figura parecida a la siguiente.

Figura 7. Construccion de la parabola con dobleces

|
by
|
| y
1 /
| Eje de simetria o §
| eje focal
|
| 7
== F |
~ oco S/
: ) <
_ 'F P
~— l s 1
£ | y 33
s Z A 4
== - / ~_

.t -e + . o~ - o ° * —e

k1 —k2 k3 k4 k5 M k6 k k8 k9 k10

e . Direectriz D

7. Para encontrar la propiedad que cumplen todos los puntos de la parabola, localiza un punto
T sobre la curva que se formo en la figura 6 y mide las siguientes distancias, la distancia del
punto F al punto T, y la distancia del punto T a la directriz de la pardbola como se muestra a
continuacion

|
|
e
|
|
\

| Eje da simatria o
, @)@ focal )

: | h

1 k2 k2 ke x5 M k6 1 kS T k10 o A
| Directriz D

La distancia del punto T a la directriz se mide trazando con una escuadra un segmento
perpendicular a la directriz desde el punto T.
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¢, Como son las distancias entre si?
Toma otros puntos sobre la parabola i mide nuevamente las dos distancias indicadas y
compéralas entre si, ¢,cémo son las distancias entre si?

3) En base a lo observado escribe una definicién aproximada de lo que es una
pardbola.

Considera un punto W sobre la pardbola y traza un segmento que sea perpendicular al eje
focal de manera que termine sobre la pardbola del otro lado del eje, y sea A el punto de
interseccién del segmento con el eje focal y T el extremo del segmento que esta sobre la
parabola, como se muestra a continuacion.

|
|
|
L7
|
|
1

Eje de simetria o
W Aeje focal 73

k7 ] &9 k10 = U
Directriz D

¢, Como son las longitudes de los segmentos WA y AT entre si?
Toma otros puntos sobre la parabola y repite el procedimiento anterior y compara
las longitudes de los segmentos obtenidos, ¢es el eje focal, eje de simetria de la
parabola de la pardbola? , ¢ctiene otro eje de simetria la
parabola?

5.3. Fase de desarrollo. Interpretacion Algebraica.

Comenzaremos esta fase con la interpretacion algebraica organizada de acuerdo
con el siguiente mapa conceptual. Para continuar con la descripcion de las
secuencias didacticas 5, 6, 7 y los proyectos de trabajo expuestos en la secuencia
didactica 8.
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Mapa conceptual. 1. Interpretacion Algebraica de una Parabola.
Medir Calcular
i 2 I Algoritmo
Ecuacllon Orltlimlarla de . Ecuacion General de
a parabola B i .
. conversién la parabola
Horizontal Vertical Horizontal Vertical
(y—k)> =4p(x—h) (x—h)? =4p(y — k) Y2+ Dx+Ey+F =0 x2+Dx+Ey+F=0
Elementos: l l
_ 2
f(h+pk) <----- f(Lk+p) <--- Foco - ,_(ZH*E D B\ p f=(-2 12 2
l l f ;) 732 2 4E 4
xX=h-p <----- y=k-—p <+ Directriz ---» —4F+E* D e
l l 4D T — ¥ YT T ti
v(hk)  €----- v(h k)  <--- Vértice - _ (—4F + E? —_E) > (_2 —4F + DZ)
4D 2 2’ 4E
} ! v ;
D E
Ly (=== Ly <--- ladoRecto ---» Lr=4% |_Z| — > L=4 |_Z

Secuencia Didactica 5. Ecuacion Canodnica de la Pardbola con Centro en el
Origen.

En esta secuencia los estudiantes resolveran las hojas de trabajo 7 y 8 cuya
finalidad es identificar las ecuaciones candnicas horizontal y vertical de la parabola
con vértice en el origen. Asi como también reconocer las formulas para encontrar
los elementos de la parabola.

Hoja de trabajo 7. Parabolas horizontales con vértice en el origen. Interpretacion
geométrica de sus parametros.

Considerando la hoja de trabajo 6, y la figura 8, podemos determinar analiticamente la
ecuacion candnica de la parabola, para ello llevamos la construccion al sistema de
coordenadas y recordamos las férmulas para obtener la distancia entre dos puntos y la
distancia de un punto a una recta. La distancia del punto P al punto F se calculara con
la expresion:

d= \/(xz —x1)%+ (2 —y1)? (1)

mientras que la distancia del punto P al punto A con la expresion:
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|Ax1+By,+C|
A= - @

Considerando el punto al punto P(x,,y,) y al punto F(xq,y;), Y aplicando (1),
obtenemos:

dy =/ (x —p)? + (y — 0)2
Considerando ahora al punto P(x,,y,) Y larectax —p = 0, aplicando (2) obtenemos:

_ [1(x) + 0(y) — pl _

d
D2+ 0

Haciendo d; = d,, obtenemos la expresion:

(=3 F (. 0)
< # :
\

Directriz= : x — |p

Las principales caracteristicas geométricas de una parébola es el punto llamado foco y
la recta llamada directriz. En el caso de una parabola horizontal con vértice en el origen
estas caracteristicas tienen las siguientes formulas:

Parabola Horizontal
y>=4px (p,0) x=-p LR=|4p|

Ecuacion Foco Directriz Lado recto
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I. Trazado de una parabola horizontal.

1. Con GeoGebra traza una familia de parabolas horizontales con vértice en el
origen. Para ello edita lo siguiente.

a) p=1
b) y? = 4px

2. Haz variar el parametro p y describe lo que observas.

II. ¢ Qué posicidn tiene la parabola cuando:

a)p > 0? b)p < 0? C)p=20?
lll. De acuerdo a los elementos dados encontrar la ecuacién que satisface la condicién
dada.

3. Determina el foco y la directriz de las siguientes parabolas horizontales:
a)y*—16x=0 ¢c)y?>+28x=0
b)y?—12x=0 d)y?2+8x=0

Ahora traza estas pardbolas en GeoGebra y comprueba tus resultados.

4. Dado el vértice y el foco, hallar la ecuacion de la pardbola asi como de sus otros
elementos.

a) V(0,0) F(3,0)  ¢) V(0,0) F(—4,0)

b) V(0,0) F(5,0) d)V(0,0)F(—6,0)

En GeoGebra, marca el vértice y el foco. Ahora traza la directriz y, con el foco,
empleando el comando Parabola [foco, directriz], traza la pardbola. Comprueba
tus resultados.

5. Marca el vértice y la ecuacion de la directriz, y encuentra la ecuaciéon candnica de
la parabola.

a)V(0,0), x=7=0  ¢)V(0,0), x—5=0
b) V(0,0), x+5=0 d) V(0,0), x+3=0
En GeoGebra, marca el vértice y traza la directriz, utiliza el comando de “simetria

central”, encuentra el foco, y empleando el comando Parabola [foco, directriz],
traza la parabola. Comprueba tus resultados.

Hoja de trabajo 8. Parabolas verticales con veértice en el origen. Interpretacion
geométrica de sus parametros.

Caracteristicas geométricas de una pardbola vertical con vértice en el origen.

Las principales caracteristicas geométricas de una parabola es el punto llamado foco y
la recta llamada directriz. En el caso de una parabola vertical con vértice en el origen
estas caracteristicas tienen las siguientes formulas:

Parabola Vertical
x*=4py (0,p) y=-p LR=|4p|

Ecuacion Foco Directriz Lado recto
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I. Trazado de una parabola vertical.

1. Con GeoGebra traza una familia de pardbolas verticales con vértice en el origen.
Para ello edita lo siguiente.

a) p=1 b) x?=4px
2. Haz variar el parametro p y describe lo que observas.

Il. ¢, Qué posicidn tiene la pardbola cuando:

a)p > 0? b) p < 0? C)p=0?
lll. De acuerdo a los elementos dados encontrar la ecuacién que satisface la condicién
dada.

3. Determina el foco y la directriz de las siguientes parabolas verticales:
a)x2—12y=0 c)x?+2y=0
b)x2+8y=0 d)x2-20y=0

Ahora traza estas pardbolas en GeoGebra y comprueba tus resultados.

4. Dado el vértice y el foco, hallar la ecuacién de la pardbola asi como de sus otros
elementos.

a) 7(0,0) F(0,6) ¢)V(0,0) F(0,—-3)

b) V(0,0) F(0,5) d)V(0,0)F(0,—6)

En GeoGebra, marca el vértice y el foco. Ahora traza la directriz y, con el foco,
empleando el comando Parabola [foco, directriz], traza la paradbola. Comprueba
tus resultados.

5. Marca el vértice y la ecuacion de la directriz, y encuentra la ecuacion canénica de
la parabola.

a) V(0,0), y—6=0 QV@D)y—§=O
b) V(0,0), y+5=0 d)V(0,0), y+3=0
En GeoGebra, marca el vértice y traza la directriz, utiliza el comando de “simetria

central”’, encuentra el foco, y empleando el comando Parabola [foco, directriz],
traza la parabola. Comprueba tus resultados.

Secuencia Didactica 6. Ecuacion Ordinaria de la Parabola con Centro Fuera
del Origen.

En esta secuencia los estudiantes resolveran las hojas de trabajo 9 y 10 cuya
finalidad es identificar la ecuacion horizontal y vertical de la parabola con
vértice en cualquier punto del plano. Asi como también conocer las formulas
para encontrar los elementos de la pardbola como son el Foco, el Vértice y la
Ecuacion de la Directriz.
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Hoja de trabajo 9. Parabola horizontal con vértice en cualquier punto en el
plano. Interpretacion geométrica de sus parametros.

Caracteristicas geométricas de una parabola horizontal con veértice en cualquier punto
del plano.

Las principales caracteristicas geométricas de una parabola es el punto llamado foco y
la recta llamada directriz. En el caso de una pardbola horizontal con vértice fuera del
origen estas caracteristicas tienen las siguientes formulas:

Parabola Horizontal
v—k)?=4p(x—h) (h+pk) x=h—p LR=|4p]
Ecuacion Foco Directriz Lado recto

I. Trazado de una parabola Horizontal.

1. Con GeoGebra traza una familia de parabolas horizontales con vértice en
cualquier punto del plano. Para ello edita lo siguiente.

a) p=1 h=1 k=1

b) (v —k)? =4p(x—h)
¢) Haz variar los pardmetros h, k,p y describe lo que observas.

II. ¢ Cuadl es el significado geométrico de los parametros h, k, p?

IIl. De acuerdo a los elementos dados encontrar la ecuacion que satisface la condicion
dada.

2. Determina las coordenadas del vértice y el foco, la ecuacion de la directriz y el
lado recto de las siguientes parabolas horizontales.

a)y?—14y—24x+25=0 cC)y>’—4y—8x—12=0
b) y2+ 6y +4x —27 =0 dyy?—6y—12x+21=0

Ahora traza estas parabolas en GeoGebra y comprueba tus resultados.

3. Dado el vértice y el foco, hallar la ecuacion de la parabola asi como de sus otros
elementos.

a)V(2,5)F(3,5) ¢©)V(23)F(53)

b) V(3,2) F(5,2) d) V(5,4)F(3,4)

En GeoGebra, marca el vértice y el foco. Ahora traza la directriz y, con el foco,
empleando el comando Parabola [foco, directriz], traza la parabola. Comprueba
tus resultados.

4. Dado el vértice y la ecuacion de la directriz, encuentra la ecuacién ordinaria de la
parabola.

a)V(-32),x—-1=0 c)V@B1), x+1=0

b)V(54), x—7=0 dV(5), x+4=0

En GeoGebra, marca el vértice y traza la directriz, utiliza el comando de “simetria
central”’, encuentra el foco, y empleando el comando Parabola [foco, directriz],
traza la parabola. Comprueba tus resultados.
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Actividad extra-clase.

El alumno realizara la siguiente hoja de trabajo, tomando como referencia la
hoja de trabajo 9.

Hoja de trabajo 10. Parabola vertical con vértice en cualquier punto en el
plano. Interpretacion geométrica de sus parametros.

Caracteristicas geométricas de una parabola vertical con vértice en cualquier punto
del plano.

Las principales caracteristicas geométricas de una parabola es el punto llamado foco
y la recta llamada directriz. En el caso de una parébola vertical con vértice fuera del
origen estas caracteristicas tienen las siguientes férmulas:

Parabola Vertical
(x—h?=4p(y—k) (hk+p) y=k—p LR=|4p|
Ecuacion Foco Directriz Lado recto

I. Trazado de una parabola Vertical.

1. Con GeoGebra traza una familia de pardbolas verticales con vértice en
cualquier punto del plano. Para ello edita lo siguiente.

a) p=1 h=1 k=1

b) (x—h)?=4p(y—k)

c) Haz variar los parametros h, k, p y describe lo que observas.

Il. ¢,Cual es el significado geométrico de los parametros h, k, p?
lll. De acuerdo a los elementos dados encontrar la ecuacion que satisface la
condicion dada.

2. Determina las coordenadas del vértice y el foco, la ecuacion de la directriz y el
lado recto de las siguientes parabolas horizontales.

a)x?+8x—8y+24=0 c)x?—6x—12y+38=0

b) x? —6x — 12y —15=10 d)x?—8x+5y+4=0
Ahora traza estas parabolas en GeoGebra y comprueba tus resultados.

3. Dado el vértice y el foco, hallar la ecuacion de la pardbola asi como de sus
otros elementos.

a)V(—1,4) F(—1,0) ¢) V(-5,8) F(-5,5)

b) V(-3,-5)F(-3,-2) d)V(3,—-1)F(3,1)
En GeoGebra, marca el vértice y el foco. Ahora traza la directriz y, con el foco,
empleando el comando Parabola[foco, directriz], traza la parabola.
Comprueba tus resultados.

4. Dado el vértice y la ecuacion de la directriz, encuentra la ecuacién ordinaria de
la parabola.
a)V(32), y+1=0 V(33), y-2=0
b)V(3,-1), y—2=0 dV@E31), y—-3=0
En GeoGebra, marca el vértice y traza la directriz, utiliza el comando de “simetria
central”, encuentra el foco, y empleando el comando Parabola [foco, directriz],
traza la parabola. Comprueba tus resultados.
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Secuencia Didactica 7. Transito de la Ecuacion General a la Ordinaria de una
Parabola.

En esta secuencia didactica el alumno transita de la ecuacién general de la
parabola a la ecuacion ordinaria, para ello requiere aplicar lo expuesto en la
hoja de trabajo 4 y resolver la hoja de trabajo 11.

Hoja de trabajo 11. Transito de la ecuacion general de la parabola a la ecuacién
ordinaria aplicando el método de completar cuadrados.

I. Ecuacién ordinaria de la parabola.

Eje paralelo al eje de las Eje paralelo al eje de Ilas
abscisas. ordenadas.
(v — k)?=4p(x — h) (x —h)?=4p(y — k)

1. Completa el procedimiento para determinar la ecuacion ordinaria de la parabola que
tiene como ecuacion general:
y2—4y—8x+28=0
a) Ordena la ecuacion de tal forma que los términos que no contienen a “y”, se
encuentren en el segundo miembro.

2
y -4y=___ .
b) y?-4y+ =8x—28+ Completando el trinomio cuadrado en “y”.
c) (y— _ )*=8x-24 Factorizando el trinomio y simplificando el segundo miembro.
d) (y-2)°=8 (x — __) Factorizando el segundo miembro para obtener la ecuacion
ordinaria:

e) La parabola tiene su eje de simetria paralelo al eje de coordenadas

f) El vértice tiene coordenadas (  , )
g) El valor del parametro p es

h) Las coordenadas del foco son:

i) Lalongitud del lado recto es
i) Laecuacién de la directriz es
k) La ecuacion del eje de simetria es

I) Traza la grafica en el siguiente plano cartesiano.
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2. Completar el procedimiento para determinar la ecuacién ordinaria de la parabola que
tiene como ecuacion general: y?2 — 6y + 8x + 17 = 0.
a) Ordena la ecuacién de tal forma que los términos que no contienen a “y”, se
encuentren en el segundo miembro.

yr - =-8x-___ .

b) y’-6y+ _ =-8x-17+___  Completando el trinomio cuadrado en “y”.

c) (y — _)* =-8x - ___ Factorizando el trinomio y simplificando el segundo
miembro.

d) (y - 3>=-8 (x + _) Factorizando el segundo miembro para obtener la

ecuacion ordinaria: .
e) La parabola tiene su eje de simetria paralelo al eje de coordenadas

f) El vértice tiene coordenadas ( , )
g) El valor del parametro p es

h) Las coordenadas del foco son:

i) La longitud del lado recto es
j) Laecuacion de la directriz es
k) La ecuacion del eje de simetria es

I) Traza la gréfica en el siguiente plano cartesiano.

3. Completar el procedimiento para determinar la ecuaciéon ordinaria de la parabola que
tiene como ecuacion general:
x?+16x — 20y — 136 =0
a) Ordena la ecuacion de tal forma que los términos que no contienen a “x”, se
encuentren en el segundo miembro.

X°+16x = :

b)x*+16x+__ =20y +136+ ___ Completando el trinomio cuadrado en “x”.

c) (x +_)> =20y + ___ Factorizando el trinomio y simplificando el segundo
miembro.

d) (x + 8)°=20 (y + __) Factorizando el segundo miembro para obtener la ecuacion
ordinaria.

e) La parabola tiene su eje de simetria paralelo al eje de coordenadas

f) El vértice tiene coordenadas ( , )
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g) El valor del parametro p es

h) Las coordenadas del foco son:
i) Lalongitud del lado recto es
j) Laecuacion de la directriz es
k) La ecuacion del eje de simetria es

[) Traza la gréfica en el siguiente plano cartesiano.

4. Completar el procedimiento para determinar la ecuacion ordinaria de la parabola que
tiene como ecuacion general:
x2—4x+2y+10=0
a) Ordena la ecuacion de tal forma que los términos que no contienen a “X*, se
encuentren en el segundo miembro.

2
X-_ =-2y-__ .
b) x*- 4x + =-2y-__+4 Completando el trinomio cuadrado en “X”.
c) (x-_ ) =-2y-__ Factorizando el trinomio y simplificando el segundo
miembro.

d) (x-2)*=-2(y+ __) Factorizando el segundo miembro para obtener la ecuacion
ordinaria. :
e) La parabola tiene su eje de simetria paralelo al eje de coordenadas

f) El vértice tiene coordenadas ( , )
g) El valor del parametro p es

h) Las coordenadas del foco son:

i) La longitud del lado recto es
j) Laecuacion de la directriz es
k) La ecuacion del eje de simetria es

[) Traza la grafica en el siguiente plano cartesiano.
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Actividad extra-clase:

Completa el procedimiento para determinar la ecuacion ordinaria de las parabolas que
tienen como ecuacion general:

a) x24+10x+4y+21=0 b)y>+2y—6x—20=0
c) 3x2—9x—5y—2=0 d) y?—4y+6x—8=0

6. Fase de Cierre. Paradbola y su Ecuacion Cartesiana.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Explorara en una situacion o problema que dé lugar a una
funcion cuadratica, valores, condiciones, relaciones vy
comportamientos que le permitan obtener informacion del
problema, como un paso previo a establecer Ila
representacion algebraica.

Procedimentales: e Aprende los procedimientos para establecer la ecuacion
ordinaria y/o general de la pardbola.

e Aprende a manejar de forma eficiente el software GeoGebra.

Actitudinales: o Reflexiona sobre el uso de software especializado para el
desarrollo de la unidad, en particular GeoGebra.

¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.
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Secuencia Didactica 8. Proyectos de trabajo.

En esta seccion se exponen los proyectos que los estudiantes, organizados en
equipos de tres, tendran que realizar a lo largo de esta unidad didactica. Estos
proyectos pretenden orientar al estudiante para que construya algunos de los
significados méas importantes a los que remite la nocion de lo parabdlico en el
mundo fisico, verbigracia: antenas de television, puentes colgantes, antenas de
satélite, arcos de puentes, microfonos reflectores, recolectores de calor solar,
etcétera. Entre las propiedades mas notables de una parabola se distingue la de
reflexion, la cual se relaciona con la recta tangente a una parabola. Bajo esta
orientaciéon, se plantean diferentes problemas que pueden modelarse con una
ecuacion cuadratica.

Estos proyectos les son planteados a los estudiantes en cualquier lugar (fase) de
esta unidad didactica y su evaluacién se hara al final de la unidad didactica con la
exposicion del mismo, por equipo, a sus demas comparferos. El proyecto sera
supervisado todo el tiempo por el profesor, con lo que tendra la oportunidad de ir
viendo el avance de sus estudiantes a lo largo del desarrollo de esta unidad
didactica.

Proyecto A. Célculo de la Altura de un Puente Colgante.

Suponiendo que la curva que describe el cable de suspensién de un puente colgante
es una parabola, donde los pilares que lo sostienen tienen una altura de 60 metros y
estan separados por una distancia de 500 metros, estando el punto mas bajo del cable
a una altura de 10 metros sobre la carretera del puente. Considérese al eje de las
abscisas como la horizontal que define el puente, y al eje de las ordenadas como el eje
de simetria de la pardbola, determinar: a) la ecuacion general de la pardbola, b) la
altura de un punto situado a 80 metros del centro del puente.

Representacion en el plano
Imagen de un Puente Colgante. cartesiano de un arco del puente con
los datos planteados.

I. Considerando la figura de la representacion del arco del puente, contesta las
preguntas y completa el procedimiento para determinar la ecuacion general de la
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parabola y la altura de un punto situado a 80 metros del centro del puente.

1) ¢Qué coordenadas tiene el vértice?

2) ¢La parabola es horizontal o vertical?

3) ¢ Cudl es la ecuacion que representa a la parabola?

4) Si un punto de la pardbola tiene como abscisa 250, ¢cual es el valor de la
ordenada?

5) Sustituye las coordenadas en la ecuacion del 3).

6) Sustituye el vértice y el punto de la parabola en la ecuacion ordinaria para obtener el

[Ty 1]

valor de “p”.

(x-_)*=4ply-__)
7) 4p =
8) Por lo tanto la ecuacion es

9) Calcular la altura de un punto situado a 80 metros del centro del puente significa
determinar el valor de

10) Sustituyendo en la ecuacién general el valor de x = 80 y despejando “y” se tiene:
Respuesta b) La altura de un punto situado a 80 metros del centro del arco es de

metros.

Proyecto B. Célculo de la Altura Maxima que Alcanza una Pelota de Béisbol.

Desde la base, un jugador de béisbol lanza una pelota que sigue una trayectoria
descrita por la pardbola 3x? - 240x + 160y = 0. a) ¢Cual es la altura maxima
alcanzada por la pelota? b) ¢a qué distancia del jugador cae?

Nota: considérese la base como el origen de coordenadas y las unidades en metros.
Representacion en el plano

Imagen del Jugador de Béisbol. cartesiano de la trayectoria de la
pelota.
,/ v Altura
@ \Q
\
\
\
\
\
®
X Eje ¥
\ -
o Distancia i

1) Expresa la ecuacién en su forma ordinaria.
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2) ¢Qué coordenadas tiene el vértice?
3) ¢Cudl es la altura maxima?
4) ¢ Determina los puntos en donde la parabola intersecta al eje x?

5) ¢A qué distancia cae la pelota del jugador?

Proyecto C. Célculo de la Altura Maxima que Alcanza una Pelota de Béisbol.

Antena parabdlica.

Una antena parabdlica para televisién tiene un de 1 metro de ancho, en la parte donde
estd situado su receptor; es decir su foco. ¢ A qué distancia del fondo de la antena
esta situado el receptor de sefales?

Representacion en el plano
cartesiano de antena parabdlica.

Imagen de Antena Parabdlica

[

1) La antena queda representada en el plano cartesiano por la ecuacién ordinaria

¥ =4px
2) De acuerdo a la representacion gréfica, la distancia del fondo de la antena al
receptor significa la distancia del vértice al foco.

3) ¢Cual es la distancia del vértice al foco? p
4) El lado recto de la parabola representa el ancho de la antena, por lo tanto,

1 metro = l4p|

5) De acuerdo a la representacion de la antena en el plano cartesiano el signo del
parametro “p” es: positivo.

6) Elvalor de “p” es

7) Elreceptor esta situado a __ 25 centimetros del fondo de la antena.

8) Si la representacién de la antena en el plano cartesiano fuera de una parabola
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vertical, ¢ cambiaria el resultado?

Proyecto D. Calculo de la Ubicacion del foco en un faro de automdévil.

Faro de automovil.

El faro de un automdvil tiene un diametro de 18 cm. y 9 cm. de fondo, ¢ddnde debe
colocarse el foco?

Representacién en el plano
cartesiano del faro

Imagen de un faro

1) El faro queda representado en el plano cartesiano por la ecuacion ordinaria: y> = 4px
2) De acuerdo a la representacion gréfica, la distancia de los puntos
es el diametro del faro.

3) Determina las coordenadas de los puntos A, B y C, toma en cuenta que el diametro
es de 18 cm. y el fondo es de 9 cm.

4) Determina el valor del parametro p, para ello toma un punto de la parabola y
sustituyelo en la ecuacion.

5) ¢Cudl es la distancia del vértice al foco? ___ p

6) Por lo tanto el foco debe colocarse a cm. del vértice.
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7. Materiales de Apoyo.

Unidad 4. La Pardbola y su Ecuacion Cartesiana.

e Seccion 1. En cada caso encuentra la ecuacion canénica de la
parabola.

1. El vértice V de la parabola esta en el origen de coordenadas y el foco F tiene

coordenadas F(0,5).

a) x? = =20y b) x? = 20y c)y? =20x d) y? = —20x

2. La ecuacion de la directriz es x = —4, y el vértice V estd en el origen de
coordenadas.
a) x* = 16y b) x* = —16y c) y? = —16x d) y? = 16x

3. Las coordenadas del foco son F(-6,0) y el vértice V esta en el origen de
coordenadas.
a) x? = =24y b) y? = 24x c) x? =24y d) y?> = —24x

4. La ecuacion de la directriz es y = 3, y el vértice V de la pardbola esta en el
origen de coordenadas.
a) y? = 12x b) x? = —12y c)x? =12y d) y? = —12x

5. Las coordenadas de los extremos del lado recto son, L(-8,4) y R(8,4) y p es
positivo.
a) x? = 16y b) x? = —16y c)y? = 16x d) y? = —16x

6. Las coordenadas de los extremos del lado recto son, L(3,6) y R(3,-6) y p es

negativo.
a) y? = 12x b) y? = —12x c)x? =12y d) x? =—-12y
Tabla de respuestas de la seccion 1.
1.b 2.d 3.d 4. b 5.a 6.a
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e Seccion 2. En cada caso, encuentra lo que se pide, considerando que
el vértice de la parabola esta fuera del origen.

7. Encuentra la ecuaciéon de la parabola cuyos vértice y foco son los puntos
V(-4,3) y F(-1,3), respectivamente. Determina también la ecuacion de la
directriz y su eje de simetria.

A +4)?=6(x+2) b)(y—-4)2=6(x—-2) )+4)?=-6(x-2) d)(y—4)?*=-6(x—2)
7
Directriz: x = _; Directriz: x = _% Directriz:x = _5 Directriz:x = _E

E.S:y=—4 E.S:y=-4 E.S:y=-4 E.S:y=-4

8. Encuentra la ecuacion de la parabola cuyos vértice y foco son los puntos
V(3,3) y F(3,1), respectivamente. Determina también la ecuacion de la directriz
y la longitud del lado recto.

a)(x—3)*=8(y—-3) bE-37=-8y-3) )x-3?=-8(¢-3) dE-3?=-8y-3)
Directriz:y = 5 Directriz:y = =5 Directriz:y =5 Directriz:y =5

L.R.:8 L.R.:8 L.R.:8 L.R: — 8

9. La directriz de una parébola es la recta x + 5 =0 y su vértice es el punto
V(0,3). Hallar su ecuacién general.

aA)y?—6y—20x—9=0 b)y?—6y—20x+9=0 ¢)y?—-6y+20x+9=0 d)y?+6y—20x+9=0

10. Encuentra la ecuaciéon ordinaria de la parabola cuya ecuacion general es
y?2+8y—6x+4=0.

a) (y+2)2=6(x+4) D(y—4)?=-8(x+2) o)(y—4)>=-6(x-2) Dy +4)?2=6(x+2)

11Encuentra la ecuacién de la parabola cuyo vértice esta en V(3,2) y su foco
estd en F(5,2).
a)(y +4)?=—-6(x+3) b)(y —2)? =8(x —3) ) (y—4)?=8(x-2) Ay +3)?=6(x+2)

12. Encuentra las coordenadas del vértice, la ecuacion de la directriz y la
longitud del lado recto de la pardbola cuya ecuacion general es: y? — 4y — 6x +
13 =0.
@) v(z,ﬁ); F<8,§) nv(a) F(Gg)  ov(3e)iFen O VERFOD
2 2 22 22 2 Directriz:x = 4
Directriz:y = 8 Directriz:y Z% Directriz:x = 0 LR —6

. L.R.:6
L.R.:10 LR.:6

13. Encuentra los puntos de interseccion de la recta: x+y—1=20 con la
pardbola: x2 —4x —y +1=0.
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a) A(1,1);B(3,2) b) A(0,1);B(3,-2) c) A(-1,1);B(3,-2) d) A(1,-1);B(3,-2)
14. Encuentra los puntos de interseccion de la recta: 6x —y—2 =0 con la
parabola: x? + 4x —y — 5= 0.

a) A(-1,-8); B(3,-16)  b) A(-1,-8) ; B(3,16)  c) A(-1,-8); B(-3,16)  d) A(1,-8) ; B(3,-16)
15. Encuentra los puntos de interseccion de la recta: 4x — 7y + 38 = 0 con la
parabola: y? — 2y — 4 = 0.

a) No hay puntos. b) A(-3,0) c) A(-1,0) ; B(-1,4) d) A(4,0); B(-1,0)

16. Encuentra los puntos de interseccion de la pardbola: —y? + 6x+ 18 =0
con la circunferencia: x? + y> — 9 = 0.

a) A(3,0); B(0,-0) b) A(0,3);B(3,0) ¢)A(-3,0) d) A(1,-3); B(1,3)
17. Encuentra los puntos de interseccién de la circunferencia: x? + y? = 16 con
la parabola: x2 —y = 0.

a) A(-1.88,-3.53) ; B(1.88,3.53) b) A(-1.88,3.53) ; B(1.88,-3.53)
c) A(-1.88,-3.53) ; B(1.88,-3.53) d) A(-1.88,3.53) ; B(1.88,3.53)

Tabla de respuestas de la seccion 2.

7.a 8.c 9.c 10.d 11. b 12.c 13.b

14. b 15. a 16.c 17.d

e Seccion 3. En cada caso, encuentra lo que se pide, considerando que
el plano cartesiano es la referencia para establecer una férmula.

18. Desde el origen de coordenadas un jugador de beisbol lanza una pelota
que sigue la trayectoria descrita por la parabola: 3x? — 240x + 160y = 0. Si las
unidades son metros, ¢cual es la altura maxima alcanzada por la pelota y a
gué distancia del jugador cae?

a) Altura= 30 m. b) Altura= 90 m. c) Altura= 60 m. d) Altura= 50 m.
Distancia=80 m. Distancia= 45 m. Distancia= 40 m. Distancia= 30 m.

19. Se construye un reflector parabdlico con una distancia focal de 68.58

centimetros. ¢ Cual es el diametro del reflector si debe tener 30.48 centimetros
de profundidad en su eje?

229




a) D=130.5cm. b) D=90.87 cm. c) D=182.88 cm. d) D=150.65cm.

20. Un arco parabdlico tiene una altura de 25 metros y una luz de 40 metros.
¢, Cuadl es la altura de los puntos del arco situados 8 metros a ambos lados de
su centro?

a) Altura=21m. b) Altura=30m. c¢) Altura=40m. d) Altura=26 m.

21. Se lanza una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 185
metros de altura con una velocidad de 15 m/seg. ¢Cual es la distancia del
punto de caida al pie de la torre suponiendo que el suelo es horizontal?

a) Distancia= 57.5 m. c) Distancia= 98.3m.
b) Distancia= 80.7m. d) Distancia= 92.5 m.

22. Un avién gue vuela hacia el sur a una altura de 1500 metros y a una
velocidad de 200 km/hra., deja caer una bomba. ¢Cual es la distancia
horizontal del punto de caida a la vertical del punto de lanzamiento?

a) Distancia= 575 m. c) Distancia= 750 m.
b) Distancia= 972 m. d) Distancia= 850 m.

23. Una antena parabdlica tiene un didmetro de 1 metro, si tiene una
profundidad de 20 centimetros. ¢A qué altura debemos colocar el receptor?, o
sea, ¢,a qué distancia esta el foco del vértice?

a) Altura= .25 m. b) Altura=.35 m. c) Altura=.30 m. d) Altura= .40 m.

24. Un puente tiene una longitud de 160 metros, el cable que lo soporta tiene la
forma de una pardbola. Si el puntal en cada uno de los extremos tiene una
altura de 25 metros, ¢cual es la ecuacion de la parabola?

a) y? = 256x b) y? = —256x c) x2 = —256y d) x? = 256y

25. En un puente colgante, la distancia entre sus torres es de 300 metros y la
altura de las torres es de 100 metros. Escribe la ecuacién del cable que
soporta el puente.

a) x? = 225y b) y? = 225x c) x? = =225y d) y? = 225x

26. La ecuacion de un puente cuya distancia entre sus torres es de 300 metros
y la altura de sus torres es de 100 metros. Es x? = 225y, encuentra la altura
del puntal que se encuentra a 50 metros del centro del puente.

a) Altura= 10.05 m. b) Altura= 10.21 m.  c) Altura=11.01m.  d) Altura= 11.11 m.
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27. El cable de un puente colgante esta dado por la ecuacién x? = 400y. Si los
postes del puente tienen una altura de 64 metros, ¢cual es la longitud del
puente?

a) Longitud= 310 m.
b) Longitud= 300 m.

c) Longitud= 320 m.
d) Longitud= 340 m.

28. Un disefiador de automoviles desea disefiar un faro que tenga 16
centimetros de diametro. La bombilla que se va a utilizar en él tiene un
filamento a 2 centimetros del cuello, ¢qué profundidad debe tener el faro para
gue el filamento quede en el foco, si el cuello de la bombilla se coloca a la
altura del vértice del faro.

a) Profundidad=4 cm.
b) Profundidad= 8 cm.

¢) Profundidad= 6 cm.
d) Profundidad=5 cm.

29. La antena de un radiotelescopio en forma de paraboloide tiene un didmetro
de 8 metros. Si la profundidad de la antena es de 0.5 metros, ¢a qué distancia
debe colocarse el receptor?

a) Distancia= 3.5 m.
b) Distancia= 2.5 m.

c¢) Distancia= 1 m.
d) Distancia= 2 m.

30. Una antena parabdlica para television tiene un diametro de 1 metro y su
receptor estd colocado 25 centimetros arriba de su vértice, ¢,qué profundidad
tiene la antena?

a) Profundidad= 0.25 m.
b) Profundidad= 0.20 m.

c¢) Profundidad= 0.15 m.
d) Profundidad= 0.10 m.

Tabla de respuestas de la seccion 3.

18. a

20.a

21.d

22.b

23.¢C

24.d

25.a

27.c

28. b

29.d

30. a

Seccidn 4. Parabola con Vértice en el Origen.

1) Encuentre las coordenadas del foco, los puntos extremos del lado recto y la
ecuacion de la directriz de las siguientes parabolas. Dibuje la grafica de cada
parabola.
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SOLUCIONES

Ecuacion de la

Parabola Foco Lado recto SEUEElEn f:ie la
Directriz
i 3y?=8 (_, ) _S 2_
y x 3 0 L, 3 x + 3 0
ii. x2 = 8y (0,2) L, =8 y+2=0
iii.  3y?=-4 (__, ) _4 1
y X 3 0 L, 3 x . 0

2) Encuentre la ecuacion de las pardbolas que tengan las propiedades
indicadas. Dibuje cada curva.

Datos SOLUCIONES

(Ecuacién pedida)
iv. ~ Foco(3,0); Directrizzx +3 =0 y2—12x =0
v. Vértice(0,0); L, = 14,y su grafica y?2 —14x =0

abre hacia la derecha.

vi. Vértice el origen; Eje de simetria sobre el eje x. y2+12x =0
Y que pase por el punto P(-3,6).

vii.  Vértice(0,0); L, = 16,y su grafica x2+16x =0
se abre hacia abajo.

Seccién 5. Parabola con Vértice Fuera del Origen.

3) Encuentre la ecuacién general de la parabola de vértice y foco dados.

Datos SOLUCIONES
(Ecuacion pedida)
i. Vértice(3,2) y Foco(5,2) y?—4y—8x+28=0
i. Vértice(—2,3) y Foco(1,3) y2—6y—12x —15=10
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4) Encuentre la ecuacion general de la parabola que tenga las propiedades

indicadas. Dibuje cada curva.

Datos

SOLUCIONES
(Ecuacion pedida)

i. Foco(0,6) y Directriz el eje "x".

x2—12y+36=0

ii. Vértice(2,3),eje paralelo al de coordenadas

y",y que pase por el punto P(4,5)

x2—4x—-2y+10=0

iii. Foco(6,—2);Directrizzx —2 =10

y2+4y—8x+36=0

iv.  Foco(—2,—1); Lado recto el segmento entre
los puntos (—2,2)y (—2,4).

y2+2y—6x—20=0
y2+2y+6x+4=0

5) Encuentre los elementos de cada una de las siguientes parabolas y

represéntelas graficamente.

SOLUCIONES

SELEEE Vértice Foco —— Directriz
Recto
T 7
Y2 — 4y +6x—8=0 2,2) (§’2> 6 x-2=0
) 37 3 4 5
3x2 —9x —5y—2 =0 (—,——) (—,——) 2 y+217=0
2’ "2 2”3 3
3
y2—4y—6x+13=0 (E‘Z) 3,2) 6 x=0
x2—2x—8y+33=0 (1,4) (1,6) 8 y—2=0

6) A partir de la ecuacién general de la pardbola, encuentra la ecuacion
ordinaria (reducida) y las coordenadas del vértice en cada caso.

Ecuacion General Ecuacion Ordinaria Vértice
y2+8y+6x—20=0 (y+4)?=—-6(x—6) (6,—4)
y2—8x—8y+64=0 (y—4)?2 =8(x—6) (6,4)
x2—4x—-2y+10=0 (x—2)?2=2(y—-13) (2,3)

7) Encuentre en cada caso los puntos de interseccion de la parabola y recta

dados.
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Sistema dado

Solucion Gréafica

Parabola:
x> +4x—y—-5=0;
recta:6x —y—2=0

6bz—y—2=0

30

Solucion: A(3,16)y B(—1,—8)

i) Parabola:
y2—x+9y —25=0;
Recta: x —6y—15=0

T 6y-15=0

Solucion: A(45,5)y B(—33,—8)
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Seccidn 6. Proyectos de trabajo: Aplicaciones de la parabola en el mundo
fisico.

Consideremos aqui lo aprendido en las secciones anteriores y lo realizado a lo largo
de esta unidad en el salébn de clases, resuelve lo siguiente. Los dos primeros
problemas presentan un procedimiento para encontrar la solucion, misma que puedes
utilizar para resolver los otros.

Problema 1. Una antena para television tiene forma de paraboloide. Calcula la
posicion del receptor que se coloca en el foco si la antena tiene un diametro de 3.048
metros y 0.6096 metros de profundidad.

Solucion: De acuerdo con la
figura 1, la ecuacion de la

Niaiig pardbola es de la forma:
SO L4 ) x? = 4py, donde x = 1.524,
entonces y = 0.6096, asi
\ tendriamos:
B (1.524)? = 4p(0.6096)
7 P = 0.9525
Por lo tanto el receptor se
coloca a:

J5.2)

0.9525 metros del vértice.

Figura 1. Antena de Television.

Problema 2. Los cables de un puente colgante forman un arco parabdlico. Los pilares
que lo soportan tienen una altura de 16 metros sobre el nivel del puente y estan
separados 200 metros. El punto mas bajo del cable queda a 6 metros sobre la calzada
del puente. Calcula la altura del cable a 80 metros del centro.
Solucién:
De acuerdo con la figura
2, la ecuacion de la
parabola es de la forma:
(x-h)?>=4p(y-k), donde
h=0 y k=6.
Al sustituir valores
queda: (x-0)?=4p(y-6)
X*=4p(y-6)
Cuando x=100,

Si tomameos como ¢je x la horizontal que define ¢l puente y ¢l ¢je y como el gje
parabola, tenemos la grafica siguiente:

entonces y=16. Por lo

(-100,16) (100,16)
B R N A tanto:
AN ; (100)°=4p(16-6)
g ~___ |n0e " | 10000=4p(10)
| e 4p=1000
e e Al sustituir en la
ecuacion X*=4p(y-6)
Figura 2. Cables de un puente colgante. queda: x?=(1000)(y-6);
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luego si x=80 resulta:
6400/1000=y-6, donde
6.4=y-6, y=12.4metros

La altura del cable a 80
metros del centro es de
12.4 metros.

Problema 3. El arco parabdlico que se
forma en el puente de concreto de la
figura tiene un claro de 80 metros y una
altura maxima de 10 metros. Calcula la
altura del arco a 8 metros del centro.

Solucion: 9.6 metros.

Problema 4. El faro de un automdévil tiene
un reflector parabdlico de 11.25
centimetros de profundidad. Si el bulbo
luminoso estd a 5 centimetros del vértice
a lo largo del eje de simetria, determinar:
a) El didmetro del reflector. Solucién: 30
cm.

b) El ancho que tiene el faro al nivel
del bulbo luminoso. Solucién: 20 cm.

Problema 5. El didmetro de un foco reflector es de 12 cm y su profundidad 4
cm. Localice el foco.

o T B

-
A

Solucién: Foco: 94 cm.
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Problema 6. Un puente colgante de 120mts de longitud tiene trayectoria
parabdlica sostenida por torres de igual altura, si la directriz se encuentra en la
superficie terrestre y el punto mas bajo de cada cable estd a 15mts de altura de
dicha superficie Hallar la altura de las torres.

120mts

e TTI:'NHI.\' Torres

DIRECTRIZ

Solucién: 15 m.

Problema 7. El cable de suspensién de un puente colgante adquiere la forma
de un arco de parabola. Los pilares que lo soportan tienen una altura de 60
metros y estan separados una distancia de 500 metros, quedando el punto
més bajo del cable a una altura de 10 metros sobre la calzada del puente.
Tomando como eje x la horizontal que define el puente, y como eje y el de
simetria de la parabola, encuentra la ecuacién de ésta. Ademas, calcula la
altura de un punto situado a 80 metros del centro del puente. Construye la
figura.

Solucion: Ecuacion: x* —1.250y + 12.500 = 0, Altura: 15.12 m.

Problema 8. Se lanza una piedra horizontalmente desde la cima de una torre
de 185 metros de altura con una velocidad de 15 m/s. Determina la distancia
del punto de caida al pie de la torre suponiendo que el suelo es horizontal.

Solucion: 92.5 m.
Problema 9. Los cables de un puente colgante forman un arco parabdlico. Los
pilares que lo soportan tienen una altura de 30 metros y estan separados por
una distancia de 400 metros. Si el punto mas bajo de los cables queda a 10
metros sobre el puente, calcula la altura que tienen a 100 metros de éste
ultimo. (Consulta el problema 2).

Solucién: 15 m.
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Problema 10. Una antena parabdlica tiene 3 metros de ancho, en la parte
donde esta situado su aparato receptor ¢A qué distancia del fondo de la antena

esta colocado el receptor de sefiales?
\\\

Soluciéon: 0.75 m.
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8. Autoevaluacion.

1. Determina la ecuacion de la
directriz.
a) x=3
b) x=-4
c) x=-3
d y=3

3. Determina las coordenadas del
foco.

a) F(4,0)
b) F(0,—4)
c) F(3,0)
d) F(0,3)

Seccion I. Dada la ecuacion de la parabola y? = 12x, resuelve los ejercicios 1 a 4.

2. Determina las coordenadas de los
extremos del lado recto.

a) (3'3) y (3' _3)
C) (_3!6) y (_3! _6)

4. Determina la longitud del lado
recto.

a)L, =12
b)L,=3
c)L.=8
dL,=4

Seccion Il. Resuelve los ejercicios siguientes.

5. Determina la ecuacion de la
parabola de la figura siguiente.
Fi-11 |
-+ |.
a) x2=12y b)x?=-12y
c) y2=12x d)y?=-12x
7. Determina la ecuacion de la

parabola cuya longitud del lado recto
es 14 y se abre hacia arriba.
a)y?=14x b)y?=—16x

c)x2 =14y d)x?=-14y
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6. Determina las coordenadas de los
extremos del lado recto.

-6y b)y?=6x
—6x d)x? =6y

a) x?2
c) y?

8. Determina la ecuacion de la
parabola con vértice en el origen y
en la que la ecuacion de la directriz

esy=>5.
a)x? =20y b)x?=-20y
c) y?2 =-20x d)y?=20x



Secciodn lll. Resuelve los ejercicios siguientes.

9. Determina la ecuacion de la parabola de la figura siguiente.

a) x2—16x+6y+41=0
b) x2+16x—6y—41=0
c) x2+16x—6y+41=0
d y?—16x—6y+41=0

10. Determina la ecuacion que corresponde a la parabola de la figura siguiente.

a) x2—2x+8y—30=0 b)x?—2x—8y+33=0 c)x?—2x—6y+30=0
d) x2+2x—8y+33=0
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A partir de la ecuacion x? — 6x — 12y — 15 = 0, resuelve los ejercicios 11y 12.

11. Determina la ecuacion de la
parabola en su forma ordinaria.

a) (x—3)*=12(y—-2)
b) (x—3)2=12(y +2)
c) (x+3)2=12(y-2)
d) (x—3)2=16(y+2)

12. Determina las coordenadas del
vértice.

a) V(-3,2)
b) V(3,2)
c)V(-3,-2)
d)V(3,-2)

A partir de la ecuacién y? — 4y — 8x + 44 = 0, resuelve los ejercicios 13 y 14.

13. Determina la ecuacién de la
parabola en su forma ordinaria.

a) (y—2)>=8(x+5)
b) (y+2)?=8(x+05)
c) (y+2)>=8(x—5)
d) (y—2)>=8(x-5)

14. Determina la ecuacion de la
directriz.

a)x =3
byx=1
C)x =2
dx=4

Seccion IV. Resuelve las aplicaciones de las parabolas siguientes.

15. El faro de un automaovil tiene un
reflector de 18 centimetros de
diametro y 8 centimetros de
profundidad. ¢A qué distancia del
vértice esta situado el bulbo
luminoso.

a) 3cm.

b) 2cm.

c) 2.53cm.
d) 3.4cm.

17. Un puente tiene forma de arco
parabdlico con 40 metros de claro y
una altura maxima de 8 metros.
Calcula la altura del arco a 10
metros del centro.

a) 5.6 m.
b) 6 m.
c) 7m.
d) 6.5m.

16. Un reflector tiene forma de un
paraboloide de revolucion. Si la
fuente de luz esta situada a 6
centimetros de la base a lo largo del
eje de simetria y la profundidad del
reflector es de 12 centimetros,
calcula el diametro del paraboloide.

a) 15 cm.

b) 16.1 cm.
) 33.94 cm.
d) 33.94 cm.

18. Los cables de un puente
colgante forman un arco parabdlico.
Los pilares que lo soportan tienen
una altura de 20 metros y estan
separados 80 metros. Si el punto
mas bajo de los cables queda a 10
metros sobre el puente, calcula la
altura de los cables a 20 metros de
dicho punto.

a) 12.5m.
b) 9 m.

Cc) 9.6 m.
d) 10.4 m
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Tabla de respuestas de la autoevaluacién.

Seccion |I. Seccion l.
1.c 2.b 3.c 4. a 5.d 6.a 7.C 8.b
Seccioén lll. Seccion V.
9.d 10. b 11.b 12.d 15.c 16.d 17.b 18. a
13.d 14. a
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UNIDAD 5.

Circunferencia, la Elipse y sus Ecuaciones MATEMATICAS III.
Cartesianas.

Propdsito:

Al finalizar, el alumno:

Ser& capaz de obtener las ecuaciones cartesianas de la circunferencia y la elipse
y trazar sus graficas correspondientes, dado cualquier conjunto de elementos
definitorios. Resolvera problemas donde tales curvas se presenten, con el fin de
avanzar en la consolidacion del método analitico y desarrollar su habilidad de
reconocimiento de formas y estructuras. Tiempo: 20 horas.

1. Presentacién de la Unidad 5.

En esta unidad continuaremos con el estudio de las conicas, comenzaremos con
la circunferencia y sus ecuaciones cartesianas, terminaremos con la elipse y sus
ecuaciones cartesianas. Para el desarrollo de la unidad debemos tener presente el
propdsito de la unidad, por lo tanto, con la finalidad de que el alumno obtenga
nuevos conocimientos, habilidades y destrezas para resolver problemas de corte
analitico, debera debe contar con los conocimientos elementales adquiridos y la
experiencia del trabajo realizado en las unidades anteriores.

El estudio de la circunferencia y la elipse son de gran importancia en la geometria
analitica, pues desde la antigiedad estan presentes en nuestra vida. La
circunferencia la podemos observar en: una moneda, una lata cilindrica, las
ruedas de una bicicleta, el disefio de un jardin o de una bolsa, al arrojar una piedra
en el agua quieta se forman circunferencias concéntricas, en fenébmenos naturales
como en un huracan.

243




La elipse es muy util en la astronomia ya que permite conocer la trayectoria de los
planetas, también es importante en arquitectura, por ejemplo en un auditorio si un
locutor se encuentra en un foco de la elipse es escuchado perfectamente en el
otro foco, otro uso es en dptica, consideremos un espejo de superficie eliptica, si
un rayo de luz parte de uno de los focos y pega con contra el espejo, entonces se
reflejara hacia el otro foco, también lo podemos encontrar en articulos decorativos.

/
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Se han mencionados algunos de los tantos ejemplos de las aplicaciones de estas
curvas. Su estudio nos permite conocer mas al universo, en particular a nuestro
planeta y a lo que nos rodea.

Para comprender la importancia del estudio de la elipse se propone un Phisilet
(animacion de un fenébmeno fisico) que se encuentra en la siguiente direccion:

https://www.edistribucion.es/anayaeducacion/8450043/recursos/u 05/.../visor.swf

Observa la figura 1. Movimiento de los Planetas Alrededor del Sol y resuelve el
cuestionario que se encuentra debajo. La finalidad de este es que te puedas ir
familiarizando con dos curvas que estudiaremos en esta unidad y la importancia
que tienen estas en diferentes contextos de la vida.
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Figura 1. Movimiento de los Planetas Alrededor del Sol

Avea barnaa
on unidad oe

Resuelve el siguiente cuestionario:

e (Qué tipo de trayectoria describe el planeta alrededor del sol: es un circulo
0 qué tipo de figura es?

e (El planeta se mantendr4d siempre a la misma distancia del sol en su
movimiento de traslacion (365 dias)? .

e Con la animacion que viste y la siguiente figura, puedes concluir que en
cierta época del afio el planeta se encuentra mas cercano o mas alejado del
sol. ¢esta cercania o alejamiento seran las culpables de las cuatro
estaciones del afio? Explica.

Visita la siguiente direccion electronica con la finalidad de que puedas
contestar el siguiente cuestionario.
https://www.google.com.mx/search?g=trayectoria+el%C3%ADptica+alrededor+
del+sol&og=trayector%eC3%ADa+el%C3%ADptica&ags=chrome.5.69i57j015.13
259]0j8&sourceid=chrome&ie=UTF-8

Cuestionario.

. ¢ Qué es la trayectoria eliptica?

. ¢, Cual es la trayectoria que siguen los planetas alrededor del Sol?
¢, Qué es el movimiento eliptico?

. ¢, Como se explica el movimiento de los planetas alrededor del Sol?
. ¢, Como son las orbitas de los planetas alrededor del Sol?

N wN R

Finalmente, Hay que subrayar a los estudiantes la importancia que tiene la
trayectoria eliptica para que se produzcan las cuatro estaciones del afio y la

245



importancia que tienen en la diversidad biolégica del planeta. En el desarrollo de
esta unidad permitird al alumno reafirmar el método analitico para obtener las
ecuaciones de la circunferencia y la elipse y trazar sus graficas, asi mismo pondra
en practica sus conocimientos, habilidades y destrezas, para la resolucion de
problemas.

En el programa vigente, la unidad tiene como primera tematica el estudio de la
ecuacion ordinaria de la circunferencia, en donde se define la circunferencia como
el lugar geométrico, se definen sus elementos y se obtiene la ecuacion ordinaria
con centro en el origen y fuera de él. Las siguientes tematicas de la circunferencia
son: obtencion de la ecuacion general, relacién entre la ecuacion ordinaria y
ecuacion general y problemas de aplicacién. La unidad continda con el estudio de
la elipse con las tematicas siguientes: definicién de elipse como lugar geométrico,
sus elementos, simetria con respecto a los ejes y al centro, los parametros de su
representacion algebraica, su ecuacién general y por ultima tematica la
interseccion de cénicas, trazando de tangentes, propiedades 6ptica y auditiva.

Para el desarrollo de la unidad es importante que el alumno comprenda la manera
de construir estas curvas cerradas y las propiedades que tienen, pues esto les
facilitara el procedimiento para llegar a la definicién, para lograr esto, es necesario
tener presente los conocimientos adquiridos en las asignaturas anteriores y en las
unidades estudiadas en este curso, pues se requieren conocimientos algebraicos
y geometricos.

Las habilidades requeridas en los procesos algebraicos como son:

e Desarrollo de un binomio al cuadrado.
e Realizar factorizacion de expresiones algebraicas.
e Completar un trinomio cuadrado perfecto.

Conocimientos necesarios en los procesos geométricos como son:

e Lalocalizacién de puntos en el plano cartesiano.

e Concepto de lugar geométrico.

¢ Nocion de segmento rectilineo en el plano cartesiano.
e Longitud de un segmento rectilineo.

Para apoyar a los alumnos con dificultades, se propone lo siguiente:

e Aplicar un examen diagnostico que permita detectar las dificultades de los
alumnos en los procesos algebraicos y geométricos.
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e Dejarles actividades extra-clase, con base en las deficiencias detectadas en
el examen diagnostico. Las actividades deberan ser evaluadas para
conocer los avances.

e Canalizarlos al Programa Institucional de Asesorias del plantel. Revisar las
actividades realizadas en el PIA para conocer sus avances.

e Durante el desarrollo de actividades en el aula, el profesor debe estar
atento del trabajo y comportamiento de los alumnos, en especial de
aguellos que han presentado dificultades tanto de aprendizaje como de
integracion al grupo.

En cada tema para el logro de los aprendizajes se presentan secuencias
didacticas en las cuales se realizan actividades para la soluciéon de problemas o
ejercicios a través de una guia dirigida, con el proposito de realizar conjeturas,
obtener conclusiones y obtener la solucion requerida.

Antes de comenzar el estudio de esta unidad se sugiere aplicar el siguiente
examen diagndstico.

Examen diagnostico para Unidad 5. Circunferencia, la elipse y sus
ecuaciones cartesianas.
Nombre del alumno: . Grupo:

1. Localizar en el plano cartesiano los siguientes puntos:
4
a) (-3,5) b) (1.5, - 2) c) (0, 0) d (3,0 e) (0,7)

2. Determinar las coordenadas del punto medio del segmento que tiene como
extremos los puntos A (2, 1) y B (9,-7).

3. Utilizando el método de completar cuadrados obtén la solucion de las siguientes
ecuaciones cuadraticas:

a) 2x°-16x +30 =0 b) 3x* + 6x - 24 =0

4. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
2x+3y+4z=8
3X+2y+3z=8

5x-4y-2z=7

5. Escribe la ecuacion y traza la grafica de las siguientes rectas:
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a) Recta paralela al eje de las abscisas y tiene interseccion con al eje de las
ordenadas en -7.

b) Recta paralela al eje de las ordenadas y tiene interseccion al eje de las
abscisas en 3.

Como ya se menciond, los alumnos que presenten deficiencias en el examen

diagndstico, deberan realizar actividades extra-clase y/o canalizarlos al

Programa Institucional de Asesorias del plantel.

2. Actividades de Ensefianza Aprendizaje.

Para que el alumno adquiera de los aprendizajes sefialados en la unidad, se
realizaran actividades en las cuales se fomentara tanto el trabajo individual como
en equipo y favoreciendo la participacion del grupo.

Las actividades por realizar en el desarrollo de la unidad son secuencias que
tienen la finalidad de:

e Continuar con el proceso de relacionar el algebra con la geometria.

e Construccion de la circunferencia doblando papel.

e A través de procedimientos que permitan realizar analisis y formular
conjeturas el alumno identifique las caracteristicas de un conjunto de
puntos en el plano que definen a la circunferencia y a la elipse.

e Obtener la ecuacion de la circunferencia, a partir de su definicion.

e Deduce la ecuacién cartesiana de la circunferencia conociendo: a) el centro
y su radio, b) los extremos de uno de sus diametros, c) el centro y un punto
gue pertenece a la circunferencia y d) tres de sus puntos.

e Determinar la ecuacién general de la circunferencia.

e Obtener la ecuacion ordinaria a partir de la ecuacion general y determina el
centro y radio de una circunferencia.

e Determinar la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia, la ecuacion
de la circunferencia que pasa por tres puntos, la interseccion entre recta y
circunferencia.

e Solucién de problemas donde se involucra la ecuacion de la circunferencia.

e Construccion de la elipse doblando papel.

e Obtener la definicion de la elipse como lugar geométrico e identificar sus
elementos.

e Obtener la ecuacion cartesiana de una elipse, con ejes paralelos a los ejes
cartesianos.

e Reconocer los diferentes tipos de diferencia de simetria de la elipse.

e Identificar el papel de los parametros a, b, y ¢ en la grafica de la elipse y
para emplearlos en su construccion.
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e Determinar los elementos de la elipse trasformando la ecuacion general en
su forma ordinaria.
e Resolver problemas de corte geométrico, donde se involucra la elipse.

3. Conceptos Clave.

Plano cartesiano, lugar geométrico, punto medio de un segmento, diferencia entre
circunferencia y circulo, distancia entre dos puntos, puntos equidistantes, Teorema
de Pitdgoras, diferencia entre ecuacion ordinaria y ecuacion general, pendiente
rectas perpendiculares, recta tangente a una circunferencia, ecuacion de rectas
paralelas a los ejes coordenados, sistema de ecuaciones de 3x3.

4. Puesta en Escena de los Aprendizajes por Desarrollar.

e Lacircunferenciay sus ecuaciones cartesianas.

Secuencia Didéactica 1. Circunferencia de Forma Candnica y Ordinaria.

Aprendizaje:
El alumno deduce la ecuacién ordinaria de la circunferencia e identifica sus
elementos (radio y coordenadas del centro).

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconozca distintas formas de representacion de la
circunferencia (canénica y ordinaria) a través de su deduccion
algebraica.

Procedimentales: e A partir de un problema pueda determinar alguna de las
formas de la circunferencia para su estudio.
e Valora la herramienta computacional como auxiliar en la
visualizacion y comprension de los parametros h, k y .
Actitudinales: e Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
¢ Participa en el trabajo.

Fase de Esta seccidn la iniciaremos definiendo la circunferencia como lugar
Inicio. geomeétrico para ello se realizard la siguiente actividad.

Los alumnos realizaran de manera individual la siguiente actividad.

Actividad 1.

En una hoja de papel albanene o encerado se trazar una
circunferencia con un radio lo mayor posible, de acuerdo a la hoja.
Marcar el centro de la circunferencia y varios puntos que pertenecen
a la circunferencia.

Tomar un punto de la circunferencia, hacerlo coincidir con el centro
de la circunferencia y realizar un dobles (el dobles debe quedar muy
marcado), esto debera hacerse con el mayor numero de puntos.
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e

Dobiez

1) ¢Qué figura geométrica se observa?
2) ¢Qué propiedades determinas que tiene la figura?

3) La distancia del centro a cualquier punto de la circunferencia es una
constante llamada .

4) ¢Qué elementos  se necesitan para  construir una
circunferencia? .

5) De acuerdo a las caracteristicas observadas la circunferencia se
define como el Ilugar geométrico de todos los puntos
que .

6) Trazar un sistema de coordenadas donde el origen coincida con el
centro, marcar un punto P de la circunferencia y construir un triangulo
de vértices C (0,0), P(x,y) y A(x,0).

7) ¢Qué tipo de triangulo se formé de acuerdo a sus
angulos? .

8) La hipotenusa representa de la circunferencia.

9) ¢Qué longitudes tienen los catetos?

250




10) Por el Teorema de Pitagoras se tiene que: X* + Y% = esta
representacion es llamada ecuaciéon ordinaria de la circunferencia
con centro en el origen y radio r.

Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 1.
Actividad 2. Realizar la actividad en forma individual y comparando los
resultados con sus compafieros.

1. Determinar la ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos
P(x,y) que se encuentran a “r” unidades del punto fijo C(h,k) llamado
centro.

Utilizando la distancia entre dos puntos se tiene que:

Jx— )2+ ( )2 = elevando al cuadrado ambos
miembros se obtiene la ecuacion la cual es
llamada ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en
(h,k) y radio r.

2. Graficar y determinar la ecuacion ordinaria de la circunferencia de
Centro (-3, 2) yradio r = 2.
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Sustituir C(-3, 2) y radio r = 2 en la ecuaciéon ordinaria de la
circunferencia:

(x=h ) +(y-k) =r?
por tanto se tiene:

(x—(_ D) P+(y-(_ D) yV=(_)°

(x+__ Y+(y-__)=__ Ecuacién ordinaria.

. Graficar y determinar la ecuacion ordinaria de la circunferencia de
centro en C(2, - 5) y radio igual v17.

..................................................

B L T S g e .

Sustituir ( 2, - 5) y radio r = V17 en la forma ordinaria de la ecuacién
d la circunferencia:
(x=h ) +(y-k)* =r?
por tanto se tiene:
(x—__ yF+(y-C D)=
( X—__ )2 +( y+_)2 = ___ Ecuacion ordinaria.

. Graficar y determinar la ecuacion ordinaria de todos los puntos que
equidistan 5 unidades del punto fijo (8,-4).
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Si el punto (-3,-5) pasa por la circunferencia entonces satisface la
ecuacion (x5 ) +(y—-3) =r?

Sustituir las coordenadas del punto (-3,-5) para obtener el radio.
((3-5)+((D-3)=r"; rr=__

( X—__ )2 +( y—_)2 = ___ Ecuacion ordinaria.

Fase
Cierre.

de

Hoja de trabajo 2.
Actividad 3. Realizar la actividad en forma individual y comparando los
resultados con sus compafieros.

1. El conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo llamado centro
se llama

2. Siempre se puede obtener la ecuacion ordinaria de la circunferencia si
se conoce el centro y la longitud de su
radio.

3.¢.Qué relacion existe entre el centro y los puntos de una
circunferencia?

4. La ecuacion de la circunferencia de centro en el origen y radio r es:

5.Graficar y determinar el centro y radio de las siguientes
circunferencias.

a) (x-4)*+ (y-4)°=16

Centro( , ) Radior =
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by x*+y*=1

Centro( , ) Radior =
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Secuencia Didéactica 2. Circunferencia de forma general. Parte 1.

Aprendizaje:
El alumno obtiene la ecuacion general de la circunferencia.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR
Conceptuales: e Reconozca la forma general de la circunferencia.

Procedimentales: e Transita de la forma ordinaria a la forma general y viceversa.
e A partir de un problema pueda determinar alguna de las
formas de la circunferencia para su estudio.
e Valora la herramienta computacional como auxiliar en la
visualizacién y comprensién de los parametros h, k y r.
Actitudinales: ¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.
¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de En esta seccién se proponen ecuaciones de la circunferencia en forma

Inicio. ordinaria, para que el estudiante desarrolle las operaciones indicadas y
obtenga la ecuacién general e identifique el tipo de términos que la
componen.

Realizar la actividad en forma individual y comparando los resultados
con sus compafieros.

Actividad 1.
Dada la siguiente circunferencia, desarrollar los binomios, simplificar,
igualar a 0 e identificar el tipo de términos que componen a la ecuacién
resultante.

(x-h)? + (y-k)* = r?

1) x*—2xh+h?+ =r?

2) 4y 2yk+KkK-__ =0

3) x*+___ -2xh—2yk+h®+__ -r*=0

4) Como h,kyr son constantes, hacemos un cambio de variable donde:

-2h=D ; —2k=E ; h®+Kk*-r*=F, entonces la ecuacion resultante
es:
x>+ ___ +Dx+___+F=0 laecuacion resultante es la ecuacion general
de la circunferencia.
Fase de Hoja de trabajo 3.
Desarrollo. Actividad 2. Realizar la actividad en forma individual y comparando los

resultados con sus comparieros.

Graficar y determinar la ecuacidbn general de las siguientes
circunferencias:

a) (x-5)*+ (y-2)*=16.

Desarrollando los binomios se tiene:
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| de la circunferencia.

7

on genera

16
0
0. Ecuaci

+4=16

2.4

X -4y + 25 +

+29 -

—10x—-4y +

2

N

Ny

X +y*—10x -
X2 +y

8
| circunferencia.

2
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c) (x+6)* + (y - 0)* =25
Desarrollando los binomios se tiene:
_ +12 +36+y?-2y +0=25
X+ 2 x+36 =25
XX +y?+12x+ __ -25=0

X2 +y*+ + =0 Ecuacion general de la circunferencia.

..................................................

—————————————————————————————————————————————

45 e SN LB QI NN (XD O S SR AP O N LI 491 S A

d) Centroen C (0, 1) y radio igual a 3
La expresion de la ecuacion ordinaria de la circunferencia es: (x - 0) 2
+y-_)%=( )
Desarrollando los binomios
X 42x(__)+0+y?-2 +1=9
X¥+y?—2y+_ -9 =0
x*+y?*- - =0 Ecuacién general circunferencia.

e) Centro en C (8,- 4) y radio igual a 4.
La expresion de la ecuacién ordinaria de la circunferencia es:

(x-8)%+(y-(4)°=(_)

Desarrollando los binomios:
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X +2x(__)+64+y?+ y+16=16

X*+y?—16 __+8y+64+16 =16

X*+y- _x+8y+_=0

x>+ 2. x+8y+64=0 Ecuacién general de la circunferencia.

Fase
Cierre.

de

Hoja de trabajo 4

Actividad 3. Realizar la actividad en forma individual y comparando los
resultados con sus compafieros.

1. Dada la ecuaciéon (x-h)?> + (y-k)?> = r?* y desarrollando los binomios se

obtiene la llamada ecuacion general de la
circunferencia.

. Determina la ecuacion general de la circunferencia de radior = 6 y

centro en el punto C (- 1, 3).

. Si el centro de una circunferencia es el origen y el radio es igual V13

entonces su ecuaciéon general es: :
Comprueba que la circunferencia: x* + y> —10x—6y+94 =0 pasa por
el punto (-3, - 5).

Recuerda que si un punto pertenece a un lugar geométrico entonces
satisface su ecuacion.

. Determina la ecuacion general y los valores D, E y F de la

circunferencia: (x-4)* + (y+5)? = 36.
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Secuencia Didéactica 3. Circunferencia. Parte 2.

Aprendizaje:
El alumno obtiene la ecuacidén ordinaria a partir de la ecuacion general y
determina el centro y el radio de una circunferencia.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: ¢ |dentifica el centro y el radio de una circunferencia al transitar

a la forma ordinaria.

Procedimentales: e Completa cuadrados para pasar de la forma general a la

ordinaria.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Actitudinales: e Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

o Participa en el trabajo.

Fase
Inicio.

de

En esta seccion se proponen ecuaciones de la circunferencia en forma
general, y con su orientacion el profesor solicita a los alumnos que
realicen las operaciones pertinentes para obtener a partir de la ecuacion
general la ecuacién ordinaria de la circunferencia e identifique los
elementos de la circunferencia.

Con el apoyo del profesor, realizar la actividad en forma individual y
comparando los resultados con sus compafieros.

Actividad 1.
Para determinar la forma ordinaria de la ecuacién de la circunferencia y
como consecuencia, el centro y el radio, a partir de la forma general de
la ecuacion, es necesario recordar como completar un Trinomio
Cuadrado Perfecto (Completar el cuadrado).

Completar el Cuadrado.

Para completar el trinomio cuadrado perfecto en una expresion de la

2
forma x? + bx, se debe sumar (g) )

2 2
La expresion se trasforma en x2 + bx + (g) = (x + g) .

Expresar las siguientes ecuaciones de la circunferencia en su forma
ordinaria, determinar su centro, radio y realiza el bosquejo de la grafica.

a) X* +y*—6x+4y+4=0
1) Reordenar el término constante en el segundo miembro de la
ecuacion.

n_n n._o.n

2) Asociar términos con "x" y términos con "y".

3) Completar los cuadrados:

Coeficiente de "x": b= ____; (9)2 =




2
Coeficiente de "y": b = ; (g) =

4) Agrega el resultado de (2)2, para completar los trinomios para "x" y
"y" respectivamente, asi como en el segundo miembro de la ecuacion.
X?—6X+__ +y +dy+_ =—b+__ +_
5) Factoriza los T.C.P., y simplifica términos en el segundo miembro, por
tanto la ecuacion en su forma ordinaria queda como:

( )2+ ( )2 =
6) Por lo que el centro y radio respectivamente son:

C__ » _)ir=___

7) El bosquejo de la gréfica de la ecuacion es:

----------------------------------------------

.................................................

Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 5
Actividad 2. Realizar la actividad en forma individual y comparando los
resultados con sus compafieros.

Determinar la ecuacion ordinaria, el centro, el radio y realizar un
bosquejo de la gréfica de las siguiente circunferencia:

a) x> +y®>+3x-3y—-1=0

1) Reordena el término constante en el segundo miembro de la
ecuacion.

n_n

2) Asocia términos con "x" y términos con "y".

3) Completa los cuadrados:

2
Coeficiente de "x": b = ; (g) =
.. b 2
Coeficiente de "y": b = : (5) -




2
b . .
4) Agrega el resultado de (—) para completar los trinomios para
respectivamente, asi como en el segundo miembro de la ecuacion.

n n

x2+3x+jy2—3y+

19
T2 4

y

5) Factoriza los T.C.P., y simplifica términos en el segundo miembro, por
tanto la ecuacion en su forma ordinaria queda como:

+_)2+(y—E

2

2):

6) Por lo que el centro y radio respectivamente son:

r =

C( ,

7) El bosquejo de la grafica de la ecuacion es:
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Fase

Cierre.

de

Hoja de trabajo 6.
Actividad 3. Realizar la actividad en forma individual y comparando los
resultados con sus compafieros.

a) La ecuacion general de la circunferencia es:
b) La ecuacion ordinaria de la circunferencia es:
c) A partir de la ecuacién general se puede obtener la ecuacion ordlnarla de

una circunferencia, para ello es necesario

d) Para completar el trinomio cuadrado perfecto en la expresion x2 + bx, se
debe sumar
Para obtener la expresion
e) Para completar el trinomio cuadrado perfecto en la expresién y? + by,
se debe sumar
Para obtener la expresion
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Determinar la ecuacion ordinaria, el centro, el radio y realizar un
bosquejo de la gréfica de las siguientes circunferencias:

a)xX*+y*—16y +64=0
b) x* + y* +4x — 2y =11
c) 4x* + 4y? +8x — 16y + 12=0

Secuencia Didactica 4. Problemas de Corte Geométrico.

Aprendizaje:
El alumno resuelve problemas de corte geométrico.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Comprende los conceptos de tangente, pendiente, para

determinar la ecuacién de la circunferencia.

Procedimentales: e Resuelve problemas de corte geométrico llegando a las

formas ordinaria o general, dependiendo las condiciones
del problema.

Actitudinales: e Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

e Valora el software GeoGebra para visualizar vy
comprender los elementos involucrados con la
circunferencia.

¢ Participa en el trabajo.

¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase
Inicio.

de

En esta seccion se resolveran problemas, por ejemplo: Encontrar la
ecuacion de la tangente a la circunferencia, la ecuacion de la circunferencia
gue pasa por tres puntos, la interseccién entre recta y circunferencia y en
otros contextos.

Con el apoyo del profesor, realizar la actividad en forma individual y
comparando los resultados con sus compafieros.

Actividad 1.
Determinar la ecuacion general de la circunferencia con centro es el

punto C ( 1,1 ) y es tangente a la recta con ecuacion 2x+y+4=0.

1) ¢Qué angulo tienen entre si, la tangente y la recta que contiene al radio
de la circunferencia en el punto de tangencia?

2) Determinar la pendiente de la recta tangente.

3) Emplear el resultado anterior para determinar la pendiente de la recta
gue contiene al radio de la circunferencia.

4) Dibujar en el sistema de coordenadas los elementos que se
proporcionan como datos.
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5) La recta que contiene al radio pas'a po'r el centro de la circunferencia
C (1,1 ) con este punto y la pendiente obtenida en el punto anterior,

determina la ecuacion de esta recta.
6) La circunferencia pasa por el punto de tangencia P, cruce de la recta

tangente y la recta que contiene al radio, emplea las ecuaciones de las
dos rectas y resuelve el sistema de ecuaciones lineales para determinar
las coordenadas de este punto.

Observa que el radio es el segmento de recta que va del centro de la

circunferencia C (1,1 ) y el punto de tangencia.

7) Determinar la longitud del radio.

8) Con la longitud del radio y el centro de la circunferencia C (1,1 ) la
ecuacion ordinaria de la circunferencia es:

Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 7
Realizar la actividad en forma individual y comparando los resultados
con sus comparieros.

Actividad 2.
Determinar la ecuacion ordinaria, el centro y el radio de la circunferencia

gue pasa por los puntos (0,0), (2,—6)y(4,0 )
Cada punto al encontrarse sobre la circunferencia cumple con la forma
general de la ecuacion de la circunferencia x* + y* + Dx+Ey+F =0.

1) Sustituir las coordenadas del punto ( 0,0 ) en la ecuacién general.
( )?>+( )*+D( )+E( )+F=0
La ecuacion resultante es:
2) Sustituir las coordenadas del punto ( 2,-6 ) en la ecuacion general

( )24+( )2+D( Y+E( )Y+F=0

La ecuacion resultante es:
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E y F en la ecuacién general.

D,

( )?+( )>+D( )+E( )+F=0
Y+

X+

circunferencia y comprueba que pasa por los puntos que se indicaron en

lineales 3x3. Resolver el sistema para determinar los valores de D, E y
el problema.

F
5) Sustituir los valores de

La ecuacion resultante es:

X? +y? +
6) Determinar el centro y el radio de la circunferencia con la ecuacién

ordinaria.
7) Ubicar en el plano cartesiano las coordenadas del centro, dibuja la

4) Con las tres ecuaciones obtenidas, se forma un sistema de ecuaciones

3) Sustituir las coordenadas del punto ( 4,0 ) en la ecuacion general

v l 1 ' 1 ' I [ ' ' ' ' v '
| 1 | | 1 | [ T [ ' ' | | ' '
bt Yoiat made Yobety ot deebad poi) ghoder P chades phets Oi=As bdody Al ! ey L
' | | ' | | ] ' 1 ' ' | ! '
| \ 1 | \ | ' L | \ | !
a7 vl et At N S i ot 1 et i st e i
' | ' ' | | I ' | | f ' '
mmdacbkacbaduadecdolacbagObatbcdcdacdabacnoJda
| | | 1 ] 1 \ 1 '] 1 ] 1 [ ]
| \ ' ' ' \ 1 \ 1 | \ | ' '
el e e ale srider to Wlie i w e el o @ il w s ve s v 0 g e e e ok A v e '
| 1 | | 1 | [ ' ' ' ' | ' ' '
| \ \ \ 1 | \ ) ' ‘ | ' | ) '
- e e e e A S e e S S ‘-
| ] ' | | | | ] ' | '] 1 ] I ' '
| \ ' ' ' 1 | ) ) | ' | \ | ' '
el el el s Bl el bl iy i b i Bl sl st Bl Sl 4
| ' ' ' ' \ | \ ' ‘ | ' | ' '
! | ) \ | | | \ L) | . | \ [} A '
e ) Fadad ~ada' phie Jolot ke o Bo oy Hadol atra 7»_lli.lll,lin_l|ﬂ|l_vln.||'_i
' | ' | ' ] | | ) 1 ‘ ] \ | '
Sy STPRY FARE Sedod ATIR (Sl VEpR) UHT Souysl BUIE pietl BTy i, RSAT gAY Sy oy 19
] \ ) N | l | ) | ' ] f [} ) '
| \ ' ' ' | | ) o) ' ' | \ | ! '
pa b 3 i 3 1 L I i
- ' ¢ L L} ' > ) q ‘ 4 ' ]
e T s SN T, S . (| V> L ) S A P
ot Syl At adecie. ity S gt oiod Tl e ptede Soloordedy poneans xbmiadc ot bl Ll
| | ' | ' | | | ' ' | | | '
| | ' | ' | | | o~ ' ' | | | '
by elond reriay et Sy Lol ek i Sharked VA S phaey gt Reieak Seged) whind ey 1
| | ' ' 1 | | | [ 1 | | | '
Ilhl _Ill.lll.ll _Ilhll_ ll.ll III.III_ ||II.II|.|II.|IIII>|I
| oFhaH [ Yy Rgh | ] r | seRAZ } -y ] | | [ i
) ' ’ Al ' | | ' ' 1 ' L '
B T e e R N S S e
| | ' ' ' | | | ' ' ' | | | ' [
| | ' | ' | | | ' | ' | ' '
. beekheslesded [N e L o e BT -
| I ' | ' | | | ' ' | | ' | '
| | | ' | | | ~ ! | | \ | '
it i o e T R S S S J e e e B e e e
| ' | ' | | | | | [ |
1 | 1 1 | | | ' 1 ' | ' | '
A sl pESA R AR T B R SrTedl DO SRR VAR PN N [ YT sty S $
' | L ' L | L} | L ' L} ] )
' 1 ! ' | ! [ oW 1 ' | ) | ' 1
Ry snind ey’ whnm odah) but-y Rater (el st (N G| ase( neagy Jodaiy Datal CoEhav rimin ' Ehane ‘|9

3x

Determinar los puntos de intercepcién de la recta con ecuacion y
265

y la circunferencia x* + y? =10.
realiza el bosquejo de la gréfica y trazar la recta.

Actividad 3.
1) Determinar las coordenadas del centro de la circunferencia, su radio,




g

2) Determinar las coordenadas de los puntos de interseccion de la
circunferencia y la recta resolviendo el sistema de ecuaciones no lineal
gue se forma con las dos ecuaciones.

x> +y?=10
y =3x
3) Los puntos de interseccion son:

Fase
Cierre.

de

Hoja de trabajo 8
Realizar las actividades en forma individual y comparando los resultados
con sus comparieros.

Actividad 4.

1. Determinar la ecuacién general de la circunferencia tangente al eje de
las abscisas y centro en (- 4, 5)

2. Determinar la ecuacion general de la circunferencia con centro en (-2,3)
y es tangente a larecta 20x —21ly—-42=0

3. En la circunferencia que pasa por los puntos A(0,0), B(1,0) y (0,1)

a) Obtener la ecuacién general y ordinaria.

b) Determinar el centro y el radio.

4. Determinar la longitud de una cuerda de la circunferencia x*> + y* = 25
gue se encuentra sobre enlarectax — 7y + 25 =0.

5. Se desea trazar una pista circular en un mapa. Las condiciones dadas es
gue la pista tenga centro en C(5,12) y ademas debe pasar por el punto
A(-2,8).

a) Determinar la ecuacion que describe a todos los puntos de la pista.

b) Se desea instalar dos cabinas en la pista de tal forma que tenga
ordenada igual a 8, ¢ Cudles son las coordenadas de las cabinas?

C) Realizar la gréfica que representa la pista de acuerdo a su ecuacion.
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Secuencia Didé4ctica 5. Construccion de la Elipse con Dobleces y el Método

del Jardinero.

Aprendizaje:

El alumno obtiene la definicion de elipse como lugar geométrico e identificara
sus elementos.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Identifica a una elipse como lugar geométrico.

e Comprueba geométricamente su definicion.

Procedimentales: ¢ Utiliza métodos de papiroflexia y el método del jardinero para

Actitudinales:

definir y determinar los elementos de una elipse.
¢ Respeta el trabajo y punto de vista de los comparieros.
e Participa en el trabajo.
o Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase
inicio.

de

En esta seccién el alumno construird una elipse con dobleces de papel, y
definird la elipse como lugar geométrico.

wn

Los alumnos realizaran de manera individual la siguiente actividad.

Actividad 1.

En una hoja de papel albanene o encerado se traza una circunferencia
de radio cualquiera, asignale al centro la letra F;.

Marca un punto P al interior del circulo.

Alrededor del punto P y sobre la circunferencia marca punto cercanos a
P y asignales las letras ki, ks, ks,....; conforme te alejes de P, marcalos
mas alejados. Ver la siguiente figura.

—

Ahora haz coincidir cada uno de los puntos kj, ks, ks,....; con el punto P,
y traza un doblez en cada una de estas coincidencias hasta terminar con
el dltimo punto k,. Ver la siguiente figura.

¢ Qué figura geométrica se observa?

267




"
r

e Otra forma de construir una la elipse es por el método del

jardinero.

En una cartulina, carton o cualquier material donde puedas insertar un
par de “chinches”, “tachuelas” o “clavos”.

Construccién.
1. Corta un hilo de longitud 2a y sujeta sus extremos en las tachuelas o
clavos, estos son dos puntos (Foco, y Foco,), sobre la recta “L”
teniendo en cuenta que 2a debe ser mayor que la distancia de

Foco,Focos.
2. Tensa el hilo con la punta de un lapiz, como se muestra en la
siguiente figura.

¢ C
: Rects L
Lengtud = 10

El lapiz trazar4d en su movimiento una elipse con focos en los puntos
F.F»>, ya que la suma de las distancias, de la punta del lapiz a cada uno
de los focos es constante: siempre es igual a 2a. Este procedimiento es
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muy usado por los jardineros para trazar prados elipticos.

De acuerdo a las caracteristicas observadas, la elipse se define como: El
lugar geométrico de todos los puntos en el plano para los cuales la
suma de sus distancias a dos puntos fijos es

o Los puntos fijos se llaman:

o Los puntos en donde la curva corta a la recta “L” se llaman:
Asignales las letras V; y V;

respectivamente.
o Localiza el punto medio de la distancia entre los focos, el cual recibe
el nombre de: . Asignale la letra “C”.

o Traza una recta perpendicular a la recta “L” por el punto “C”, la
interseccién de esta recta con la curva obtenida son los extremos del
eje: . Asignales las letras B; y B,
respectivamente.

o Traza un segmento perpendicular a la recta “L” que pase por cada
uno de los focos, donde los extremos sean puntos de la curva, este
segmento recibe el nombre de:

Los elementos basicos de la elipse son los siguientes:

Eje Mayor (2a)

Eje Menor (2b)

Centro (h, k)

Eje Focal (2c),

Focos F y F.

Vértices (V1Y V))

Extremos del eje menor (B’y B)

2
Lado Recto (Lr = b )
a

Excentricidad (e = 2)

Rdorecto (i) g Plxy)

W\L Fed) _Ae(al)
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Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 9.

Actividad 2. Realizar la actividad en forma individual y comparando los
resultados con sus compafieros.

1. Determinar la ecuacion ordinaria o canoénica de una elipse con centro
en el origen y eje mayor sobre el eje de las abscisas.

Pix, v)

B

2. Si en la figura anterior se hace coincidir el punto P con B, como B es
un punto de la elipse se cumple: FB +F’'B = 2a

Considerando los triAngulos triAngulos F°’OB y BOF, completa las
respuestas:

a) Los lados OF y OF son y cada uno mide

b) OB es lado de los dos triangulos y su medida es

c) Los angulos F’ OB y BOF son
d) De manera que los tridngulos son congruentes por el criterio

e)¢ Puedes concluir a que es igual: ¢ + b? = ?

f) Por lo tanto, b?=a’-c? ()

Por definicion, una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos de
un plano, cuya suma de distancias a dos puntos fijos llamados focos
F.(c,0) y F,(-c,0). Es constante e igual a la longitud del eje mayor (2a).

Matematicamente tenemos la expresion:

d(P, F)+d(P, F') = 2a

\[l(x—c)2+y2 +\/(x+c)2+y2 =

Otra manera conveniente es: \f(x + 0)2 + y2 =2a-— xf(x — 0)2 + y2
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3) Elevando al cuadrado ambos miembros y desarrollando se obtiene:

x2+20x+c2+y2 =4a2—4a«}(x—c)2+y2 +x2—20x+c2+y2

4) Al simplificar términos semejantes se obtiene:

4cx = 4a2 — 4a«f(x — c:)2 + y2
- , . 2 _ 2,2
5) Dividiendo entre (4) y asociando como:cX —a“ = —a\J(X—-Cc)“ +y

6) Elevando al cuadrado ambos miembros, desarrollando y simplificando:

C2X2 + 8.4 = 32X2 + 8.2C2 + a y

7) Escribiendo como: c2 z a2x2 2y2 202—a4

8) Multiplicando por (- 1) ambos miembros:

a2x2 02X2 + a y 4 —8.202

9) Factorizando en ambos miembros:

x2(a -C )+a2 2 a2(a2—02)

10) Por e) sabemos que a* — c® = b? entonces al sustituir en la expresion
2b2 2,2 _ 2b2

anterior se obtiene: X +a%y

11) Al dividir ambos miembros entre a’b?, se obtiene:

La cual es llamada: Ecuacion de la elipse en forma candnica, con
cetro en el origen y eje mayor sobre el eje de las abscisas.

Fase

Cierre.

de

Hoja de trabajo 10.

Tomando en cuenta la ecuacion (1), completa las proposiciones
siguientes:

Las coordenadas del centro de la elipse son:

Los vértices del eje mayor esta sobre el eje: y sus
coordenadas son:
Los vértices del eje menor esta sobre el eje: y sus

coordenadas son:
Las coordenadas de los focos son:

De forma andloga se obtiene la Ecuacion de la elipse en forma
ordinaria o canénica, con cetro en el origen y eje mayor sobre el gje
de las ordenadas.
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2

x

2
y

o = L (2)
a2

(e
N

Tomando en cuenta la ecuacion (2), completa las proposiciones
siguientes:

Las coordenadas del centro de la elipse son:

Los vértices del eje mayor esta sobre el gje: y sus
coordenadas son: .
Los vértices del eje menor esta sobre el eje: y sus

coordenadas son: .
Las coordenadas de los focos son:

Realizar las actividades en forma individual y comparando los resultados
con sus compafieros.

Actividad 3.

1. Determinar la ecuacion de la elipse cuyos focos son F(5,0) y F(-
5,0), tal que la longitud de su eje mayor es 12. Ademas realizar la
gréafica de la elipse.

Actividad 4.
Completa las proposiciones siguientes:

Como el punto medio entre los focos es C(0,0) y los focos estan sobre el
eje x; entonces la elipse tiene su eje mayor sobre el eje :
por lo tanto es  horizontal y su ecuacion es de la
forma

La distancia entre los focos es: 2c = yc=

La distancia entre los vértices es: 2a = ya=

Sabemos por f) () que: b? = a? — c2.
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Por lo tanto: b=

b=-./11~3.31y por lo tanto la ecuacién de la elipse es:
2 2
36 11

Completar la siguiente tabla y graficar la elipse.

a b c Centro Focos | Vértices B, B,

yZ

2
2. Dada la ecuacion: x: +5 =1

Llena los espacios en blanco y realiza la gréfica.

Como la variable “y” esta sobre el mayor valor (9) entonces la elipse esta

en posicion vertical, los focos estan en el eje de

Porlotanto,a’= ___ ;a=

Los vérticesejemayorson:Vy( , )y Vo( , ).

b? = ; b= B, )yBa )

Por la relacion a® = b? + ¢?, obtenemos que a* - b? = ¢,

Por lo tanto ¢? = ©c=

Las coordenadas de los focos son: F’( : )Y F( , )
2b?

Longitud del lado recto es: L, = — ==

La excentricidad es: e =
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Secuencia Didactica 6. Ecuacion Ordinaria de la Elipse de Centro (h,k).
Aprendizaje:
El alumno:
e Obtiene la ecuacién cartesiana de una elipse, con ejes paralelos a los ejes
cartesianos.
e Reconoce los diferentes tipos de simetria de la elipse.

e I|dentifica el papel de los parametros a, b, ¢ en la grafica de la elipse y los
emplea en su construccion.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales: e Reconoce la ecuacion ordinaria de una elipse con centro
fuera del origen a través de una traslacion de ejes.
e Comprueba geométricamente su definicion.

Procedimentales: ¢ Utiliza métodos algebraicos para determinar los elementos de
una elipse.
Actitudinales: e Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

¢ Participa en el trabajo.
¢ Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de Esta seccion se iniciard haciendo una traslacion de h unidades
Inicio. horizontalmente y k unidades verticalmente de la elipse con centro en el
origen y eje focal paralelo al eje x.

Sustituimos x por (x-h) y y por (y-k), en la ecuaciéon
X2 y2
2T 27
a“ b
La ecuacion de la elipse con centro C(h,k) y eje focal paralelo al eje x, en

la forma canoénica u ordinaria es:

(x-h)*  (y-k)'
ot =1
a b
Andlogamente, la ecuacion de la elipse con centro C(h,k) y eje focal
paralelo al eje y, canonica u ordinaria es:

(x-hf , (y-K _,

b? a’
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Clh. k¥

Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 11.
Realizar la actividad en forma individual y comparando los resultados con
sus comparneros.

Considerando las imagenes anteriores completa los espacios en blanco.
1. Las coordenadas de los vértices del eje mayor son: Vi(h+a,k) vy

VZ( ) )
2. Las coordenadas de los vértices del eje menor son: Bi(h,k+b) Yy

BZ( ) )
3. Las coordenadas de los focos son: F;(h+ck) y

FZ( ) )

De forma analoga si el eje mayor fuera paralelo al eje “y” tendremos:

4. Las coordenadas de los vértices del eje mayor son: Vi(h,k+a) vy

VZ( ) )
5. Las coordenadas de los vértices del eje menor son: Bi(h+ b,k) y

BZ( ] )
6. Las coordenadas de los focos son: F;(hk+c) y

FZ( ) )

7. Dada la elipse:
(x + 2)2Jr y-1?

1
Llena los espacios en blancgspara obter?er sus elementos y realiza la
gréfica.
Como la variable “x” esta sobre el mayor valor (25) entonces la elipse
esta en posicion , Los focos estan en el eje de
Por lo tanto, a* = ‘a=
Los vértices eje mayorson: Vy( , )y Vof , ).
b? = ; b= B, )y B o, )
Por la relacién a® = b? + ¢?, obtenemos que a* - b? = ¢?
Por lo tanto ¢? = ©c=
Las coordenadas de los focos son: F'( YYF( , ).

2
Longitud del lado recto es: L, = % =—=—.

La excentricidad es: e =
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1. Dada la elipse

Y
(963)+

16
Llena los espacios en

grafica.

Como la variable
en posicion

Por lo tanto, a° =

y

;a=

Los vértices eje mayor son: V,(

b2 = S b= CBi(

v =5°_
25
blanco para obtener sus elementos y realiza la

1

esta sobre el mayor valor (9) entonces la elipse esta
. Los focos estan en el eje de

)y VZ( ’ )
)yBZ( ’ )

Por la relacién a® = b? + ¢2, obtenemos que a* - b? = ¢?

Por lo tanto ¢* = . Cc=
Las coordenadas de los focos son: F’( YYF(
. 2b?
Longitud del lado rectoes: L, =—=—=—
La excentricidad es: e =
T N 0 W O O
v V-4 :

)
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Fase

Cierre.

de

Hoja de trabajo 12.

Actividad.

Realizar en forma individual y comparando los resultados con sus

compafieros.

1. Realiza una lista de los elementos de una elipse.
2. ¢Qué relacién existe entre los parametros a y b cuando la

excentricidad e se aproxima a 0?

3. ¢Se considera a la circunferencia como un caso espemal de la

elipse?

tienen longitud.

4. La elipse horizontal tiene su eje mayor paralelo al eje
elipse vertical tiene su eje mayor paralelo al eje

5. La ecuacibn de la elipse
es:

6. La ecuacion de
es:

la elipse vertical con

horizontal con centro en

centro en

7. Determina todos los elementos de la elipse y realiza la grafica.

_19)2
(x—12) N

(y —10)*

144

-----------

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

36

8. Determina todos los elementos de la elipse y realiza la grafica.

(x —3)?

(v +5)°

1

=1
4, ‘

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

.........................

,,,,,,,,,,,,,,,,,

.............................

,,,,,,,,,,,,,,

. Si la respuesta es afirmativa, entonces los ejes

y la
(h.k)

(h.k)
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Secuencia Didéactica 7. Ecuacion General de una Elipse.

Aprendizaje

El alumno determina los elementos de la elipse transformando la ecuacién

general a su

Conceptuales

forma ordinaria.

APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

: e Reconoce la ecuacion general de una elipse.

Procedimentales: e Utiliza métodos algebraicos para transformar la forma

Actitudinales:

general a la ordinaria y viceversa.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.
Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de
Inicio.

En esta seccion se obtendra la ecuacion general de la elipse, partiendo
de su ecuacion ordinaria y se determinaran los elementos de la elipse
transformando la ecuacién general a su forma ordinaria.

Actividad 1.

. .. . +1)? -2)?
Determinar la ecuacion de la elipse u+u

16 25
general:

=1. en su forma

Para obtener la ecuacion de la elipse en su forma general se desarrollan
los binomios y se simplifica el primer miembro de la ecuacion
25(x?+2x+1)+16(y 2 — +4) _ 1

400

Multiplicando por ambos miembros se tiene:
25(x% + 2x + 1) + 16(y? — 4y + 4) = 400.

Simplificando e igualando a cero se tiene:

5x? + 16y% + 50x — 64y — 311 = 0. Esta ecuacioén es de la forma:
Ax? + By? + Dx + Ey + F = 0 Ecuacion General de la elipse.

Donde A y B son del mismo signo y diferentes.

Fase de
Desarrollo.

Hoja de trabajo 13.
Realizar las actividades en forma individual y comparando los resultados
con sus compafieros.

Actividad 2.

Completa los espacios en blanco.

Dada la ecuacion: 25x? + 16y? + 50x — 64y — 311 = 0. Determina: a) La
ecuacion de la elipse en su forma ordinaria, b) las coordenadas de los
vértices del eje mayor, c) las coordenadas de los vértices del eje menor,
d) las coordenadas de los focos y e) la gréfica.
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a). Para obtener la ecuacion ordinaria de la elipse dada la ecuacion
general, se requiere realizar algunos procesos algebraicos.

Utilizando el método de completar un trinomio cuadrado perfecto (TCP).

Paso 1. Se agrupan las x e y en un signo de agrupacion y el término
independiente se pasa al segundo miembro de la ecuacién:

(25x2 + 50y) + (16y?% — 64y) = 311.

Paso 2. Verifica que el coeficiente del primer término de cada binomio
sea 1. Si no lo es sé&calo como factor comun:

25(x% + 2y) + 16(y? — 4y) = 311.
Paso 3. Se completan cuadrados en ambos binomios, sacando la mitad
del termino de en medio y elevandolo al cuadrado y en el segundo

miembros de la ecuacion, se multiplica este nimero por la cantidad que
esta fuera de los paréntesis:

25(x2+2y+ _ ) +16(y?—4y+ _ )=311+__ +64

Paso 4. Se Factoriza cada (TCP) y se divide todo entre la suma que
resulta en el segundo miembro de la ecuacion:

2 _ 2
25(+1)” 4 166-2)° _ 490 gimpjificando

400 400 .
G -1I_61)2 + o ;52)2 = 1. Forma Ordinaria
La expresion anterior es de la forma: (X;?)Z + (y;()z = 1. Es una elipse de
centro (h,k) con eje mayor paralelo al eje “y”.
Porlotantoh= _ ,k=2,a?= ___ ;a=5yb?=16b= _ .c?2=a%-
b2, c=+25— __
c=v9; c= __
b). Vi(h,k+a) y V,(h,k—a). Por lo tanto:
Vi(LL7) y Ve (L, )

¢). Las coordenadas de los extremos del eje menor son: B;(h+ b, k) y
B,(h — b, k). Por lo tanto.

Bi(52) y B (___)

d). Se sabe que los focos tienen coordenadas: Fi(h,k+c¢) y F,(h,k—c).
Por lo tanto, los focos son:

)

F1(1,5) y F,(@1,
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Actividad 3.

Determinar la ecuacion de la elipse en su forma ordinaria, con los datos
siguientes: centro (—1,2); vértices (2,2) y (—4,2); excentricidad ‘/?g

Como el Centro es (—1,2), entoncesh=-1 y k=__
a=3 y b= .

entonces: ¢? = a? — b?

Por lo tanto: ¢? = (3)? — (__)?

C=vV9—4=+5=~223

Sabemos que: e = 2;

“|&

., —h 2 —k 2
La ecuacion es de la forma; ("a—z) + (be) — 1.

y por lo tanto la ecuacién en su forma ordinaria es:

x+1)* (y-2)2
g t— 21 ~

Completar el siguiente cuadro y graficar con la informacion obtenida.

1

a b c centro focos vértices Puntos
Bl Yy Bz
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Fase
Cierre.

de

Realizar los siguientes ejercicios en forma individual y comparando los
resultados con sus compafieros.

Elipse con centro en el origen.

1) Escribe la ecuaciéon en forma ordinaria de la elipse con centro (h, k) y
eje mayor paralelo al eje de las abscisas.

2) ¢Cual es la ecuacion en forma ordinaria de la elipse con centro (h, k)
y eje mayor paralelo al eje de las ordenadas?

3) Escribe la ecuacién general de la elipse.

4) Determina los elementos de cada una de las siguientes elipses y
realiza un bosquejo, segun la ecuacién que se da en cada caso.

a)3x? + 4y? = 48,
b) x? + 3y? = 6.
c) 7x% + 16y% = 112

5) Determina la ecuacion de la elipse de centro el origen que satisfaga
las condiciones indicadas.

a)F(+5,0),V(£6,0).

b) L, = 9,F(+3,0).

¢) F(0,+3),e = g

d) Pasa por el Punto(—1,1),V(0,+2)

6) Obtener la ecuacion de la elipse de centro el origen, focos sobre el
eje (x) y que pase por los puntos: P;(—3,2v3) y P, (4, %ﬁ)
Elipse con centro fuera del origen.

7) Dadas las siguientes elipses determinar sus elementos vy
representarlas graficamente.

a) 9x°+ 4y’ —90x — 24y + 225 =0
b) x*+ 36y’ + 4x — 432y + 1264 =0
C) 4x*+32y°+4x+128y+65=0
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Secuencia Didéactica 8. Construccion de una Elipse Utilizando GeoGebra.

Aprendizaje:

El alumno resuelve problemas geométricos y en otros contextos.
APRENDIZAJES DE CONTENIDO CURRICULAR

Conceptuales:
Procedimentales:

Actitudinales:

Reconoce a la elipse como un lugar geométrico.

Utiliza GeoGebra para caracterizar los elementos bésicos de

una elipse.

Valora el uso de GeoGebra para la construcciébn de una

elipse.

Respeta el trabajo y punto de vista de los compafieros.

Participa en el trabajo.

Reflexiona sobre los resultados obtenidos.

Fase de En esta seccién el alumno y profesor construiran y caracterizaran los

inicio. elementos bésicos de una elipse a través de diversas construcciones
dadas en las hojas de trabajo 15. En esta actividad se realiza la
construccion de la elipse utilizando el software GeoGebra, siguiendo el
protocolo y/o las instrucciones de construccion.

Fase de Hoja de trabajo 15.

Desarrollo. Construccion de una elipse utilizando GeoGebra.

Protocolo de Construccion

Paso Nombre
i Punto A
ii Punto B
iii Segmento a:
iv Punto P
\Y; Punto O
Vi Punto F
Vii Punto F
viii Segmento b:
iX Segmento c:
X Circunferencia d:
Xi Circunferencia e:
Xii P, yP;

Definicién

Segmento [A,B]
Punto en “@”

Punto medio en A, B
Punto en “@”

F reflejado en O
Segmento [P, A]
Segmento [P, B]

Circunferencia con
centro en F y radio b

Circunferencia con
centro en F* y radio
c

Punto de
interseccién en P,
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y P1

iii Lugar geométrico:  Lugar  geométrico
lugar 1 [Py, P]

xiv Lugar geométrico: | Lugar  geométrico
lugar 2 [Pz, P]

Numero : :

XV Distancia P, a F Distanciade P;aF

XVi Texto. Texto P, F

XVii NUmero Distancia P, F

XViii Texto. Texto P, F

XiX Segmento f: Segmento [P, F]

XX Segmento f: Segmento [P, F' ]

Instrucciones de Construccion.

Recordemos que: La elipse se define como el lugar geométrico de los
puntos del plano, cuya suma de distancias a dos puntos fijos llamados
“focos” es constante.

1. Ubicar los puntos A y B y traza el segmento AB correspondiente al eje
mayor, definimos en él un punto P, y dibujamos el punto medio “O” del
segmento AB que sera el centro de la elipse.

2. Situaremos los focos en cualquier posicion para obtener una de las
elipses que tienen AB como eje mayor. Definimos el punto F; y calculamos
su simétrico con Simetria Central (objeto a reflejar: luego, centro de
simetria) con respecto al punto “O”, para obtener F..

3. Definimos los segmentos PA y PB que apareceran con los rétulos by ¢
respectivamente, ya que con el rétulo “a” aparece el segmento inicial AB.

4. Trazamos dos circunferencias con centro en F; y F,, y radios PA'y PB
respectivamente, utilizando para ello la herramienta circunferencia dados
su centro y radio.

5. Con esta herramienta pulsamos sobre el centro y al abrir el cuadro para
introducir la medida del radio, introducimos b y ¢ respectivamente.

6. Después, obtendremos los puntos de corte de las dos circunferencias
anteriores, que determinaran los dos puntos P; y P, de la elipse.

Construccion de la elipse utilizando GeoGebra (punto P generador).
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a) Selecciona los puntos P; y P, y marca el comando "Activa rastro”.
b) Selecciona el punto P "Generador" y muévelo.

c) Describe lo que obtuviste

d) Escribe el nombre de los elementos béasicos de una elipse:

e) Cuando el punto P se desplaza sobre el segmento AB, “los puntos
que se obtienen son puntos que pertenecen a ”, en
particular cuando se “activa rastro” en P, y P,. Mas aun, para
obtener la elipse, basta con utlizar la herramienta lugar
geométrico. En particular el lugar descrito por P; cuando se elige
“P” y repitiendo el proceso el lugar geométrico descrito por el punto

P,, cuando se vuelve a elegir el punto “P”.

Fase
Cierre.

de

Hoja de trabajo 16.
Realizar las actividades en forma individual y comparando los
resultados con sus compafieros.

Actividad

a) Determinar los puntos de interseccion de la recta x —y = 0 con la elipse
x2 y2 _
61 T700 1.

b) Un arco tiene forma de semielipse con una luz de 150 metros siendo su
altura maxima de 45 metros. Determinar la longitud de dos soportes
verticales situados cada uno a igual distancia del extremo del arco.
Suponer que la base del arco se encuentra en el eje de las abscisas y
el origen es el punto medio.
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c) Latierra describe una trayectoria eliptica alrededor del Sol que se
encuentra en uno de los focos. Sabiendo que el semieje mayor tiene
1,485 x 10° kildbmetros y que la excentricidad es, aproximadamente de

6i2 , determinar la maxima y minima distancia de la tierra al sol.
d) Determinar la ecuacién de la elipse con centro en el origen, eje mayor
sobre el eje de las abscisas y que pasa por los punto (4,3) y (6,2).

e) En un acuario para delfines, se desea construir una piscina de forma
eliptica. Debera tener 80 metros de largo y 60 metros de ancho. En un
extremo, se colocara un aro por encima del agua que quede ubicado
en uno de los focos de la piscina. ¢ A qué distancia quedara el aro del
extremo de la piscina?
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5. Materiales de Apoyo.

Unidad 5. Circunferencia, la Elipse y sus Ecuaciones Cartesianas.

Circunferencia.

e Seccion 1. En cada problema determinalo que se pide.

1. La ecuacion de la circunferencia cuyo centro es C(—4,3) y de radio 5.

a) (x—3)2+(y+4)?*=20 b) (x +4)* + (y —3)* =25
) (x+3)2+(y—4)?2=25 d) (x—4)%+ (y+3)2=20

2. La ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (4,-3) y cuyo centro
esta en el origen.

a)x?+y?=16 b) x? +y? =20 c)x?+y?=9 d)x?+ y?=25
3. La ecuacion de la circunferencia de centro en C(-5,3) y de radio 6.

a)(x—5)2+ (y—3)2 =136 b) (x +5)?+ (y —3)? =36
c)(x—-5)?2+(y—3)2=36 d)(x—5)72+(y+3)2=36

4. Los extremos de uno de los didmetros de una circunferencia son los puntos
A(-7,4) y B(3,-2), su ecuacion es.

a)(x—2)?2+(y—-1)2=34 by (x —2)?+ (y+1)2 =34
)(x+2)2+(y—-1)2=34 d)(x+2)P2+(y+1)>=34

5. El centro de una circunferencia es el punto C(5,1) y la circunferencia pasa
por el punto D(8,5), su ecuacion es.

a)(x—=5)?%+(y—-1)2=25 b) (x =5+ +1)?*=25
) (x+5)?2+(y+1)2=25 d) (x+5)?2+(y—1)2=25

6. La ecuacién de una circunferencia es (x — 3)> + (y + 2)? = 36, su ecuacion
general es.

a)x*+y*—6x—4y—23=0 b) x? + y* + 6x + 4y — 23 = 07
x> +y?—6x+4y+23=0 d)x>+y?—6x+4y—23=0

7. La ecuacioén estandar de una circunferencia es x% + y? — 6x — 4y — 10 = 0.

a)(x—3)2+ (y—2)2=23 b) (x —3)?+ (y +2)? =23
) (x+3)2+(y—-2)?2=23 d) (x+3)2+(y+2)?2=23
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8. La ecuacion estandar de la circunferencia de centro C(8,6) que es tangente
al eje de las abscisas.

a) (x+8)%2+ (y—6)? =36 b) (x +8)? + (y + 6)% = 36
) (x—8)2+(y+6)>=36 d)(x—8)2+(y—6)2=36

9. Ecuacion de la circunferencia con centro el punto C(-2,3) y pasa por el punto
medio del segmento cuyos extremos son los puntos A(7,6) y B(-1,2).

a)(x—3)?2+(y+4)?=26 b) (x —3)2+ (y —4)? =26
)(x+3)2+(y—4)?%?=26 d)(x+3)2+(y+4)?=26

10.Los puntos de interseccion de la circunferencia de ecuacion x? + y? = 25
con larecta 3y — 4x = 0.

a) 34),(-34) b) (3,4),(3,—4)
) 34),(-3,-9) d) (-3,4),(3,—4)

Tabla de respuestas de la seccién 1. Circunferencia.

2.d 3.b 4.c 5.a

o |T

7b 8.d 9.b 10. c

o

» Elipse.

e Seccion 2. En cada caso obtener lo que se pide.

2 2
1. Dada la ecuacion de la elipse ;—5+%= 1, determina la longitud del eje
menor.

a) 20 unidades. b) 6 unidades. c¢) 12 unidades. d) 10 unidades.

2. Dada la ecuacion de la elipse 16x2 + 25y% = 400, obtén la longitud de cada
lado recto.

32 28 12
a)Lr=?u. b)Lr=?u. c)LT=?u. d) 24
L,=—u

5

3. La ecuacion de la elipse horizontal cuyo centro es el punto C(5,6) cuyo eje
mayor mide 10 y su eje menor mide 6.

(=57, =6 _ (x5 +6)° _

a)( 25)2+( 9)2 1 b)( 9)2+( 25)2 1
x—5 y+6 x+5 y+6
c) R + 5 =1 d) 3 + oT =1
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4. La ecuacion de la elipse vertical cuyo centro es C(-4,3), si las coordenadas
de un extremo del eje mayor es V;(-4,10) y las coordenadas de un extremo
del eje menor son My(0,3).

x-4?  (y-3)?

2 _2\2
G+’ =3 _

a)( 16)2 (49)2_1 b)(49)2 (16)2 1
x+4 y—3 x+4 y—3
D% T 16 ! D *t a9 1
. ., . (x—1)? (y+2)? .

5. Sila ecuacion de la elipse es —t = 1, determina las coordenadas

de los extremos del eje mayor.
a) Vi(—6,-2),V,(4,-2) b) Vi(6,-2),V,(—4,-2)
c) V1(6,2),V,(—4,2) d) V,(6,2),V,(4,2)

2 2
6. Las coordenadas de los extremos del eje menor de la elipse ’2‘—5 + 31’—6 =1.
a) M;(0,4), M,(0,5) b) M,(4,0),M,(5,0)
C) Ml (01 _4') )] MZ (0I4) d) Ml (4I0) ) MZ (_4'0)
2 2

7. Si la ecuacién de una elipse es ’26—5+y7 = 1, obtén las coordenadas de los

focos.
a) F1(=4,0) , F,(4,0) b) F;(=5,0),F,(5,0)
C) Fl (O' _4') ) FZ (0I4) d) Fl (OIS) IFZ (O' _5)

8. La ecuacion de la elipse con centro en el origen, un foco en (3,9) y un
vértice en (-4,0).

xZ yZ x2 yZ
a)@+72—1 b)1—9+?2—1

LY LY
V1et3 " ) ~+T6

X y X y
—rl=1 —yl=1
R R
A XY
c)9+4— d)5+9—1

10. La ecuacion de la elipse con centro en (2,-3), un foco en (3,-3) y un vértice
en (5,-3).

2 2 2 _2\2
(+2? G372 _ (c+2? G372 _

9 2 8 2 ' b) 9 2 8 2 '
(x—-2)" (y+3)° (x—-2)" (y—3)°
) 3 + 3 =1 d) 3 + 3 =1
Tabla de respuestas de la seccién 2. Elipse.
1.b 2.a 3.a 4.d 5.b
6.cC 7.a 8.a 9.d 10.c
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6. Autoevaluacién. Circunferencia.

1. Determina la ecuacion de la circunferencia de la siguiente figura.

a)x2+y2=10
b) x2 + y? =4
c)x?+y%2=16

d)x?+y% =36

2. La ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto C(-1,1) y pasa por el
punto A(-4, -3) es:

a)(x+ 12+ (y—-1)2=25 b)y(x—1)?+(@y—-1%?=25
)(x—12+(y+1)>=25 d)(x+1)2+(y+1)2=25

3. El radio de la circunferencia x? + y?> — 4x + 6y — 23 = 0 es:

a)s b) 6
)4 d)9

4. Las coordenadas del centro de la circunferencia cuya ecuacion es.
x%+y?+6x—10y + 18 = 0, son:

a) C(3,-5) b) C (-3,-5)
) C(3,5) d) C (-3,5)

5. La ecuacion general de la circunferencia cuyo radio es r = 4 y centro en (3, -2)
es:
a)x’+y?+6x+4y—3=0 b)x*+y?2—6x—4y—3=0
Ox?+y?—6x+4y—-3=0 dA)x*+y*—6x+4y+3=0

6. La ecuacion general de la circunferencia que es tangente al eje x y el centro
esta en (-3, -4) es:

a)x*+y*+6x+8y+9=0 b)x?+y?+6x+8y—-9=0
x> +y2—6x+8y+9=0 d)x?>+y>+6x—8y+9=0

7. La ecuacion general de la circunferencia que pasa por el punto, P(4,—5) cuyo
centro es el punto, C(6,—4) es:
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a)x?+y?+12x+8y—47=0 b)x?>+y?—12x—8y+47 =0
Ox2+y2—12x+8y—47=0 d)x?>+y?—12x+8y+47=0

8. La ecuacion en forma ordinaria de la circunferencia que pasa por los puntos
A(5,10), B(7,4) y C(—9,—4) es:

a)(x+3)2+ (y—4)2 =100 b) (x —3)? + (y + 4% = 100
0) (x—3)?+ (y+4)? =100 d) (x +3)2 + (y + 4)? = 100

9. La ecuacidén general de la circunferencia en donde los puntos A(—4,7) y
B(10,—3) son extremos de uno de sus diametros es:

a)x’+y?—6x+8y—61=0 b)x*+y?—6x—8y—61=0
)x?+y?—6x+8y+61=0 d)x?+y>+6x+8y+61=0

10. Los puntos de interseccion de la circunferencia x? + y?> — 6x — 16 = 0 con la
recta 4x — 3y — 12 = 0 son:

(1) (0: _4) y (614) b) (0' _4) y (_6' _4)
c) (0,4)y (—6,—4) d) (0,4)y (6,—4)

Tabla de respuestas de la autoevaluacion. Circunferencia.
2.a 3.b 4.d 5.c
7.d 8.a 9. b. 10. a

o=
QO

7. Autoevaluacion. Elipse.

2 2
1. Dada la ecuacion de la elipse ’2‘—5 + y? = 1, la longitud del eje mayor es:
a) 20 unidades. b) 6 unidades. c) 12 unidades. d) 10 unidades.

- > - (x-1* | (r=3)? : : .
2. Sila ecuacion de la elipse es T T e T 1, la longitud del eje menor es:

a) 20 unidades. b) 24 unidades. c) 22 unidades. d) 26 unidades.

3. La ecuacion estandar de la elipse 4x* +y2 —8x + 4y + 4 =0 es:

2)?2 2)?2
a)(x—1)2+¥=1 b)(x+1)2+%=1
-2 2 -2 2
c)(x—1)2+¥=1 d) (x+1)2+¥=1
- : (x-1* | (¥y-2)* .
4. Las coordenadas del centro y de los vértices de la elipse et = 1 son:
a)C(1,2)yV(62),(-42) b) C (=2,1)y V(2,—6),(4,2)
¢)C(=1,—2)yV (6,-2),(4,—-2) d)C (=2,1)y V(2,-6),(4,2)
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2 2
5. Las coordenadas de los focos y vértices de la elipse —— + 2— = 1 son:

225 289
a) F (0,+8) y V (0,+17) b)F (+£8,0) y V (+17,0)
¢)F (0,+17) y V (0, +8) d) F (0,+17) y V (0, +8)

6. La ecuacion general de la elipse con centro en C(1, - 2), eje mayor de longitud
10 unidades y eje menor de longitud 6 unidades es:

a) 25x2 —9y? + 50x — 36y + 164 = 0 b) 25x% + 9y% — 50x + 36y — 164 = 0
€)25x% —9y? — 50x + 36y + 164 =0 d)25x% + 9y? + 50x — 36y + 164 =0

7. La elipse 169x? + 144y? — 338x — 864y — 22871 = 0 esta representada en
forma ordinaria por la ecuacion:

(x —3)? (y+1)"’_1 b (x +3)? (:v+1)2_1
) 1z 169 ) 1z 169

x-1)%* (y-3)? x-1* (+3)?
)z T 1g9 ! D45 T 1g0 !

8. La ecuacion de la elipse con centro en el punto C(1,2), sus focosen F (£ 6,2) y
pasa por el punto P(4,6) tiene como ecuacion ordinaria:

— )2 —_1)2 _ 132 _2\2
(=2 -7 _ -1 0-27_

T 45 1 b) =755 45 1
(x—2)* (y—1)? x—-1D* (y—2)*>
=25 t7 20 ! D~ t73 1!

., . - 5
9. La ecuacion general de la elipse con focos en F (£ 5,0) y excentricidad e = 3

es:
@) 39x% — 64y% + 2496 = 0 b) 39x% + 64y% — 2496 = 0
©)39x2 — 64y? — 2496 = 0 d)39x2 + 642 + 2496 = 0

10. Se desea construir un arco de forma semieliptica de 100 metros de longitud y
una altura de 40 metros. Para marcar su forma, un albafiil usa una cuerda y dos
estacas. La longitud de la cuerda y dénde debe clavar las estacas es.

a) Cuerda de 60m vy b) Cuerda de 80m vy c) Cuerda de 100m vy d) Cuerda de 120my
estacas a 30m del estacas a 40m del estacas a 30m del estacas a 40m del
centro. centro. centro. centro.

Tabla de respuestas de la autoevaluacion. Elipse

2.b 3.a 4. a 5.a

o
ola

7.C 8.d 9.b 10.c
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ANEXOS



Anexo 1. Fases de una secuencia didactica: Es la serie de actividades
gue con un progresivo nivel de complejidad desarrollan los alumnos auxiliados por
el profesor, con el propdsito de llegar a un aprendizaje determinado. Las
principales caracteristicas de cada una de estas fases quedan expuestas en la
siguiente tabla. Cabe mencionar que, las tres fases marcadas en el “Protocolo de
Equivalencias para el Ingreso y la Promocion de los Profesores Ordinarios de
Carrera del Colegio de Ciencias y Humanidades (3% Versién 2008)”, son: 1) fase
de inicio, 2) fase de desarrollo, 3) fase de sintesis’. Las cuales quedan descritas

en la tabla 1.

Tabla 1. Fases de una Secuencia Didactica.

Fase

Trabajo del Profesor

Trabajo del Alumno

1) Fase de Inicio

I. Iniciacion al
tema o unidad
didactica.

-El  profesor identificara las pre-
concepciones del estudiante acerca del
tema o unidad didactica  bajo
consideracion, a través de la elaboracion
de un cuestionario diagnostico o una
entrevista donde sean sefialadas las
ideas, prejuicios y conceptos con que
llega el alumno.

-Con lo anterior, el profesor detectara y
considerara los posibles errores
conceptuales de los estudiantes, a partir
de los cuales planifica su ensefianza.

-Organizar el trabajo en el
coordinar las puestas en comun.

aula y

-Informar sobre
van a desarrollar.

los contenidos que se

- Interesar a los estudiantes por los
contenidos de ensefianza y fomentar el
trabajo individual y colectivo.

-En esta fase, los alumnos explicitan
sus ideas y modelos explicativos
con los que inicia el tema de
estudio.

-Es esencial en esta etapa provocar
la inquietud por aprender, lo cual
implica que el alumno, en cierto
modo, se comprometa a participar
activamente y a profundizar sobre el
tema.

-Investigacion documental dirigida u
orientada a confrontar aquellas pre-
concepciones del estudiante y las
validadas por las matematicas, con
lo que comenzard a diferenciar su
interpretacion de aquella
proporcionada por la matematica.

2) Fase de
desarrollo

Il. Informacion e
introducciéon de
conceptos

El profesor investigard, seleccionard,
traducira y adecuara diverso tipo de
materiales para introducir los nuevos
conocimientos.

-El profesor divide la unidad temética en
sub-unidades, cada una de ellas
conformada por una serie de secuencias
didacticas en las que el disefio de
modelos y hojas de trabajo constituyen
una parte fundamental para la ensefianza.

-Disefio de modelos. Se considera el
tema, los objetivos programaticos asi

-Investigard en la
seflalada y en los
seleccionados los
pertinentes al tema.

bibliografia
materiales
conceptos

-Desarrollara las actividades bajo la
direccion del profesor y de acuerdo
con la hoja de trabajo
correspondiente.

estudiante
para

En ambos casos, el
recabara informacion

7 Cf. Pagina 32. Gaceta CCH Suplemento especial nimero 4, 23 de mayo de 2008.
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como los obstaculos epistemolégicos
visibles y generales del grupo, con la
finalidad de alcanzar o acceder al
conocimiento matematico, sea
estableciendo un nuevo conocimiento,
ampliandolo o, inclusive reelaborandolo.

-Las hojas de trabajo pueden ser
cuestionarios, practicas virtuales, guias de
lectura, etcétera.

organizarla e interpretarla desde el
punto de vista matematico y ya no
desde el sentido comun.

Ello dard& como resultado Ila
diferenciacion y construcciéon de
nociones, conceptos o}
procedimientos matematicos.

3) Fase de cierre

Ill. Ampliacién y
aplicacion de
conceptos.

-El profesor disefiara hojas de trabajo que
favorezcan y extiendan el significado de
los conceptos ya introducidos, lo que
debera dar lugar a que el estudiante logre
una diferenciacion conceptual mas
precisa y, en Ultima instancia, a que den
lugar a wuna reconciliacion de los
significados previos con los nuevos.

- El profesor disefiara actividades que
muestren la utilidad de las nociones,
conceptos o procedimientos matematicos
involucrados que contribuyan a que los
alumnos vean la relevancia y utilidad de lo
aprendido en el contexto actual.

- El planteamiento de conjeturas, asi
como la corroboracién de los contenidos
conceptuales, resulta crucial en esta
etapa para lograr una clara diferenciacion,
asi como una mejor reconciliacion de
significados.

-El estudiante realizara las

actividades indicadas.

-El estudiante resolvera las hojas de
trabajo planteadas en esta fase.

-El estudiante buscara la utilidad del
nuevo conocimiento en su entorno
social, para dar relevancia vy
significado a lo aprendido.

-El  estudiante  expresard los
conocimientos matematicos
adquiridos no sélo a través del
lenguaje cotidiano, sino también a
través de diferentes registros de
representacién matematica, a saber,
por medio de tablas, de gréficas y
de su modelo algebraico.

IV. Evaluacion y
Conclusion.

-El profesor indagara sobre el cambio o
evolucién de las ideas de los alumnos,
realizando comparaciones entre su
pensamiento actual y el inicial, a través de
un cuestionario o entrevista. Conviene,
por lo tanto, recoger las pre-concepciones
de los estudiantes para asi observar la
evolucién de las mismas a partir de la
reflexion y diferenciacion progresiva que
el estudiante ha realizado a través de esta
secuencia de aprendizaje.

-Realizacion del cuestionario y de la
entrevista (en caso de que asi sea),
para comparar los conocimientos
gque poseen con los iniciales y
establecen las diferencias mas
destacadas entre estos.

Cabe destacar que cada una de las fases de una unidad didactica se constituye
con diversas secuencias didacticas u hojas de trabajo para que los alumnos

aprendan significativamente

las principales

ideas,

nociones, conceptos Yy

procedimientos matematicos, cuestién con la que se les involucra, ademas, con
otra forma de trabajo, en donde el auténtico protagonista es €l mismo. Por otra
parte, conviene observar que cada unidad didactica debe disefarse, considerarse
y presentarse de manera flexible, en absoluto rigida, pues debe depender de las
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caracteristicas de los alumnos y de cdmo construyan el conocimiento, por lo que
deberan permitir modificar las fases originalmente planeadas sin olvidar en ningun
instante las metas que se pretenden alcanzar. En este sentido, el constructivismo
empata o se complementa con otras teorias del aprendizaje como, por ejemplo,
con la teorfa de registros de representacién semiéticas de R. Duval, en donde:®

[Esta teoria] permitird analizar las actividades que se desarrollen en diferentes
registros y los pasajes entre ellos, en ambos sentidos. [Por lo que] Se prestara
especial atencion a proponer ejercicios que requieran de pasajes entre
representaciones no congruentes, segun el sentido de conversién.

Los registros a los que se refiere Duval son, en nuestro caso, los registros de
representacion geométrica (graficas de las funciones), los registros de
representacion algebraica (formulas de las funciones), asi como los registros de
representacion aritmética (tablas o muestras de datos de fendmenos diversos). La
conversion de uno de estos registros en otro, no siempre es algo asequible al
estudiante por lo que, a diferencia de lo establecido por Duval, que exige la
conversidon completa de registros, en nuestra propuesta estas conversiones
deberan seleccionarse de acuerdo con los objetivos y la estructura cognitiva de los
aprendices.

Por lo anterior, resultara fundamental elaborar y disponer de un amplio banco de
secuencias didacticas y hojas de trabajo para ampliar las opciones de aprendizaje
y no dar lugar a la improvisacion. Este abanico de posibilidades estara
directamente vinculado con los materiales y recursos didacticos de que se
disponga y de los que se haya pensado echar mano.

8

Cf. [Duval; 1999].
9 . . . . .

Como dice Duval: "un cambio de registro resulta interesante y fecundo cuando los tratamientos en dos
registros diferentes no son computacionalmente equivalentes, es decir, no son congruentes".

297



Anexo 2. Interfaz algebra-geométrica GeoGebra.

El uso de GeoGebra no es complicado y no requiere dedicar
sesiones especificas para la explicacion de su funcionamiento.
Desde el primer contacto con el mismo y con pequefas
aclaraciones por parte del profesor, el alumno serd capaz de
crear construcciones elementales. Conforme vaya utilizandolo

con mas frecuencia ird profundizando en sus posibilidades.
GeoGebra 5.0

GeoGebra permite abordar la geometria desde una forma dinamica e interactiva
que ayuda a los estudiantes a visualizar contenidos matematicos que son mas
complicados de afrontar desde un dibujo estatico. También permite realizar
construcciones de manera facil y rdpida, con un trazado exacto y real, que
ademas, revelaran las relaciones existentes entre la figura construida; también
permitira la transformacion dindmica de los objetos que la componen. Debido a
estas dos caracteristicas el profesorado y el alumnado pueden acercarse a
GeoGebra de varias maneras, no excluyentes entre si pero que a menudo estan
relacionadas con el nivel de capacitacion que se tenga del programa. Por otro lado
las funciones, ecuaciones y los elementos de una construccion pueden ser
introducidos directamente. La integracion de las TIC (Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacion) en el mundo educativo nos permite disponer de
unos recursos que, usados de forma adecuada, se convierten en una herramienta
potente y con interesantes funcionalidades para la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas.

La buena disposicién por parte del alumno para el uso de estos recursos es muy
favorable. Es evidente el caracter motivador de los mismos y su eficacia para
favorecer metodologias activas y participativas, que permiten ademas que el
estudiante se sienta participe de su propio aprendizaje. Podra trabajar las
matematicas de forma experimental, esto es, interactuar con objetos matematicos,
construirlos, analizar comportamientos, comprobar propiedades, hacer conjeturas,
realizar simulaciones. El profesor dispone, con estas herramientas, de un medio
para presentar de forma atractiva y dindmica distintos conceptos y procedimientos,
asi como, para fomentar la reflexion y el analisis. La utilizacion correcta de las
mismas debera permitirle reducir esfuerzos y tiempos dedicados a algunas tareas
gue pueden resultar tediosas e incidir en aspectos que resulten mas pedagogicos
e interesantes.

Cabe mencionar que este programa "solo" no garantizan los aprendizajes de los
temas exigidos en la asignatura de Matematicas Ill, por lo que las secuencias

didacticas y las hojas de trabajo elaboradas para esta asignatura, son, por asi
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decirlo, la parte medular del aprendizaje de los estudiantes. Estas posibilidades no
deben perder de vista que su proposito o fin es el de coadyuvar a que el alumno
haga una reflexion sobre sus propias ideas, manteniéndolo activo y con su
atencién puesta en la interseccion de sus intereses y de los contenidos de
ensefianza, pues solo podra reestructurarlas si estas caen en su propio lenguaje.

A continuacion, se muestra las diferentes partes de la ventana de GeoGebra,
mismas que se muestran en la figura 1.

Figura 1. Ventana de GeoGebra.

P o
foowee Edt Vista Opoioses Homumsectas Vordara Aoude
A - . o b AR L - . .-.
MOt A ' -'x‘a-‘-nlr-/ /
Barra de Hacer/Deshacer
Herramientas
Ventana
Algebraica Ventana Grafica

Opciones de Entrada

B ¥

fwaan Barra de Entrada "

Las experiencias de aprendizaje en una aula de medios (sala Telmex, por
ejemplo), brinda al alumno una experiencias completamente diferentes a lo que
han sido las "clases" de la ensefianza tradicional, son la realizacion de nuestra
unidad y secuencias didacticas, es decir, son nuestros espacios de aprendizaje.
En ellas ha lugar para la interaccibn entre estudiantes, el profesor y las
tecnologias informaticas contemporaneas, por lo que son el lugar propicio para la
construccion de conocimiento matematico conjugando el analisis, la sintesis, la
modelacion, la representacion, etc., asi como la evaluaciéon del conocimiento
construido por todos los participantes. En nuestro caso, la generacién de estas
experiencias de aprendizaje presume tener un lugar (aula) equipado con
computadoras con GeoGebra. En la figura 2, se muestra un Applet o escenario
interactivo donde a partir de la construccion de un lugar geométrico (elipse) se
obtienen dos mas (circunferencia e hipérbola), inicamente moviendo el punto D
hacia el punto A y moviendo el punto D fuera de la circunferencia hacia fuera de
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ella respectivamente. Ademas se muestra el protocolo de construccion el cual es
muy simple.

Figura 2. Construccion de un escenario interactivo para visualizar tres secciones
conicas.
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Las experiencias de aprendizaje en el aula de medios, son experiencias
completamente diferentes a lo que han sido las "clases" de la ensefianza
tradicional, es decir, son otro espacio de aprendizaje. En ellas ha lugar para la
interaccion entre estudiantes, el profesor y las tecnologias informaticas
contemporaneas, por lo que son el lugar propicio para la construccion de
conocimiento matematico conjugando el andlisis, la sintesis, la modelacion, la
representacion, etc., asi como la evaluacion del conocimiento construido por
todos los participantes.
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Anexo 3.Lo Parabdlico en tu Entorno- —
Imagenes. L

Escuela Nacional Colegio de Ciencias y Humanidades: Plantel Oriente.
Actividad Grupal: Trabajo de Investigacion
Autor(es):

Grupo:

Titulo: Lo Parabdlico en tu Entorno.

Justificacion de la eleccién del tema:

La tecnologia contemporanea nos permite hacer una bulsqueda rapida y eficiente de
diferentes conceptos, en nuestro caso estos conceptos son matematicos y en particular lo
relacionados con situaciones o fendmenos parabdlicos. Esta actividad de busqueda nos
va permitir acercarnos a la Fase de Inicio. Lo Parabdlico en tu Entorno.

Propuesta de Idea de las imagenes a utilizar:

recursos La busqueda de imagenes tendran que ver con los siguientes conceptos:
a utilizar

(Describa de forma 1. Movimiento parabdlico

general los recursos 2. Imagenes de forma parabdlica

de imagen, que 3. Lo parabdlico en tu entorno

considera podria
utilizar para la
Secuencia Didactica
1)

Seccion imagen

Imagen Nombre del Citade laimagen
(Inserte aqui la archivo en su
imagen en un computadora

tamafio reducido) (Ejempilo:
Ford.jpg)
Imagen 1.jpg Sitio: Flickr
Licencia: Algunos derechos reservados
Link:
http://iwww.flickr.com/search/?w=all&q=puentes+para
b%C3%B3licos&m=text
Direccion de la imagen
http://farm8.staticflickr.com/7014/6666586851 972bcclb7

5 m.jpg.

En formato:

301



Imagen 2.jpg

Imagen 3.jpg

Imagen
4.jpg

Imagen 5.jpg

Imagen 6.jpg

Imagen
7.jpg

Sitio: Flickr

Licencia: Algunos derechos reservados

Link:
http://Iwww.flickr.com/search/?q=Arco%C3%ADris&z=
e

Direccidn de la imagen
http://farm5.staticflickr.com/4056/4714645004 980cd57b0

a _m.jpg.

Sitio: Flickr

Licencia: Algunos derechos reservados

Link:
http://Iwww.flickr.com/search/?q=Arco%C3%ADris&z=
e

Direccidn de la imagen
http://farm3.staticflickr.com/2452/3848997712 6db063dfc

1 m.jpg.

Sitio: Flickr

Licencia: Algunos derechos reservados
Link:http://search.babylon.com/?s=img&babsrc=HP_s
s&rlz=0&g=Par%C3%Albolas+en+el+arte&start=12
Direccién de la imagen
http://t0.gstatic.com/images?g=tbn:ANd9GcTytkiBNsDPyf
LDAieSKsTwK3EXaJeUeQBPux2kczISfofigPIZnbBxGvM.

Sitio: Flickr

Licencia: Algunos derechos reservados
Link:http://search.babylon.com/?s=img&babsrc=HP_s
s&rlz=0&g=palacio%20de%20las%20Teresianas
Direccion de la imagen
http://t1.gstatic.com/images?g=tbn:ANd9GcQUwWUgAEIly5P
MuajlUfZEzzns6PQYRMf 81R HbNIoThrAPmmOO57M
RYON.

Sitio: Flickr

Licencia: Algunos derechos reservados

Link: http:/robledo-arana.blogspot.com/

Direccion de la imagen
http://t2.gstatic.com/images?g=tbn:ANd9GcSyx4UiHxQem
EcFOFJVVQbWWOG3XxRQPPHYZL5i9y5 PEKUY3jS_B58
nQi8L.

Sitio: Flickr

Licencia: Algunos derechos reservados

Link:
http://www.catedu.es/matematicas_mundo/FOTOGRA
FIAS/conicas26.JPG

Direccidn de la imagen
http://t0.gstatic.com/images?g=tbn:ANd9GcQpEWANSBuU8
FRbToWGbqqO6Z7xtTjApl1PjFw6HgBWFlypMQpqW9oyV
DVEw.
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Imagen 8.jpg

Imagen
9.jpg

Oceanografi
co
(Valencia)
Espafa.

Arcoiris.
Nayarit

Sitio: Flickr

Licencia: Algunos derechos reservados

Link:
http://catedu.es/matematicas_mundo/FOTOGRAFIAS/
conicas28.JPG

Direccidn de la imagen
http://t1.gstatic.com/images?g=tbn:ANd9GcThPMtQXG9Z
GEaa4PCUn-
bdUPOgawJfotCEnWacnzP_t6aiGDjNB54D5A.

Sitio: Flickr

Licencia: Algunos derechos reservados

Link:
http://espiralcromatica.edublogs.org/files/2009/01/para
bola-pelota-de-tenis-300x186.jpg

Direccioén de la imagen
http://t2.gstatic.com/images?g=tbn:ANd9GcRQO9uLcFL1
HRtBPwM3qflizAUaRtmeldgOjn4cfD779Z7X0Br2mAMUE
SO.

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/1/
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