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PRESENTACION

Este trabajo se desarrolla acorde a los contenidos y aprendizajes del programa de
estudios de Calculo Diferencial e Integral | que se imparte en el Colegio de Ciencias
y Humanidades de la UNAM.

Se anexa el temario del curso y al inicio de cada unidad se presenta el propodsito

general del curso, los aprendizajes correspondientes y las estrategias sugeridas.

En el cuaderno de trabajo se integran ejercicios en un orden acorde a los
aprendizajes de cada unidad y que el alumno debe resolver con apoyo del Profesor.
Para ello el alumno debe tener un cuaderno exclusivo para escribir los desarrollos

correspondientes a cada uno de los ejercicios.

Considerando que los ejercicios se ajustan, como ya se menciond, al programa de

estudios, sobra incluir los resultados de cada uno de ellos.

La estructura del cuaderno de trabajo no considera un desarrollo por clase, esto
depende del ritmo del curso desarrollado por cada Profesor. Para apoyarlo, se
recomienda utilizar trabajos editados con antelaciéon por nuestro grupo de trabajo,

en particular el texto Calculo Diferencial e Integral |.

Los ejercicios de cada unidad se disefiaron con base en la concepcidn decidida en

las discusiones académicas en el grupo de trabajo.
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INTRODUCCION

Para describir brevemente el trabajo realizado, conviene mencionar lo siguiente, en
las reuniones de trabajo realizadas por el grupo de trabajo, después de discutir en
varias ocasiones sobre la necesidad de introducir diferentes tematicas

complementarias en cada unidad se presentan las conclusiones obtenidas.

En la Unidad 1 es importante manejar los numeros naturales, problemas y ejercicios
con el manejo de los numeros discretos, introducir los conceptos de sucesiones y
series con el fin de contar con una herramienta para tratar los procesos finitos e
infinitos, es importante que el alumno comprenda la simbologia y manejo algebraico
de ambos conceptos. Todo esto aplicado a problemas que requieran dichos

tratamientos.

Respecto a la Unidad 2, Se considera tratar el concepto de una razén, lo que
corresponde a una variacidon y un tratamiento mas formal de las funciones reales
con variable real, revisar el concepto de variable independiente y variable
dependiente y con ello revisar la variabilidad de la variable independiente y en
consecuencia la variabilidad de la funcion, se propone trabajar con funciones en
diversos problemas, por ejemplo de velocidad (variacion de la posicion respecto al
tiempo), problemas de produccion de un producto en donde el de costo, es una
funcién del numero de articulos producidos, ademas ejemplificar el concepto de la
razon promedio en cada uno de los problemas correspondientes de la variacion de
la funcién respecto a la variable independiente. Todo ello debera ser acompanada
de las expresiones tabular, algebraica y grafica. mismas que se presentaran en el
desarrollo de los diversos problemas. Posteriormente, introducir el concepto de
razon de cambio instantaneo y trabajar con algunos ejemplos, se consideran
algunos de cinematica (fisica), ya que podemos hablar de la velocidad promedio
entre dos puntos y la velocidad en un punto.

Para el manejo del concepto de limite nuevamente se hace importante las
representaciones numeéricas, algebraicas y graficas, mismas que se utilizaran en el
desarrollo de problemas propuestos; introducimos la razén de cambio instantanea,

y el resultado lo relacionamos con el concepto de derivada, utilizaremos algunas

GRUPO 401C



expresiones para hacer diversos calculos y al utilizar la expresion grafica
establecemos la interpretacion geométrica de la derivada, esto es la pendiente de

la recta tangente

Para la Unidad 3, consideramos conveniente trabajar la definicién de derivada
establecida en la unidad anterior, trabajamos con ambas representaciones para la
obtencion de la derivada, el método de Fermat y el de Leibnitz-Newton, se realiza
el proceso indistintamente, mostrando que en cualquier caso se obtendran los
mismos resultados.

Se establecen las formulas para la derivada de una constante, de una funcién del tipo

f& )=cx" , para una suma de funciones, para un producto de funciones, para un

cociente de funciones y se extiende para funciones del tipo f¢ )=cx" con n real;

todas ellas utilizando funciones polinomiales.

En la Unidad 4, utilizando la interpretacion geométrica de la derivada, se establecen
expresiones algebraicas para las regiones donde la funcion crece, decrece y donde

es constante.

Se definen los puntos criticos y se dan las condiciones para determinar si esos
puntos pertenecen a un punto maximo local, a un minimo local o global o si

simplemente es un punto de inflexion.

Ahora, la segunda derivada de una funcién nos permitira encontrar las regiones de
concavidad de la correspondiente curva y en consecuencia determinar

completamente la grafica de la funcion.

Finalmente se presentaran problemas de optimizacién.

Respecto a los ejercicios propuestos en este documento, consideramos que no es
posible estructurarlos en forma tajante de acuerdo con un determinado aprendizaje,
ya que cada uno de ellos se relaciona con mas de un aprendizaje. En este sentido,
creemos que parte del desarrollo de un curso como lo es calculo, es permitir que
éste sea maleable y que se adapte a las necesidades de cada docente, por ello

consideramos importante que este cuaderno se publique préximamente.
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SOBRE EL USO DE ESTE CUADERNO DE TRABAJO (GUIA)

Para el uso de este cuaderno el alumno debera tener siempre el apoyo de un
Profesor o un asesor de la asignatura. Es importante que el alumno, como se dijo
anteriormente, cuente con un cuaderno en el cual pueda escribir todos los

desarrollos necesarios en cada ejercicio.

La mayoria de los ejercicios requieren apoyo grafico, por lo que se sugiere que el
alumno se auxilie de un software, por ejemplo, Geogebra, que ademas de amigable
es un software libre y adaptable a los dispositivos con los que cuente el alumno. Es
importante notar que en este software el alumno puede verificar los resultados

obtenidos en las cuatro unidades.

SOBRE LA EVALUACION

Si el trabajo se utiliza en un curso y se requiere evaluar, se sugiere que se realice

de la siguiente manera:

La evaluacion diagndstica podra observarse cuando el alumno manifieste en forma
de dudas, propuestas o precisiones, la incertidumbre que le cause el desarrollo de

los ejercicios de introduccidon en cada unidad.
Por otro lado, las actividades realizadas en el cuaderno de trabajo por el alumno
deberan considerarse como una evaluacion formativa. Para el caso de una

evaluacion sumativa, se integra el examen sugerido en cada unidad

La valoracion que el Profesor haga sobre los resultados obtenidos al usar este

Cuaderno de trabajo permitira adecuar la estructura de éste, y asi optimizarlo.

En la realizacion del trabajo se presentaron algunas inquietudes en lo que se refiere

al contenido del programa y su estructura, creemos que es una valoraciéon que
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provoca inquietud, se propuso trabajar en esto, para presentar una propuesta de

la misma.

También podra auxiliarse con las formas de evaluacion sugeridas anteriormente,
y se podra realizar una revision continua de las actividades que decida implementar
para,si lo considera conveniente, adecuarlas al desarrollo de la clase con la

finalidad de que el proceso ensefianza-aprendizaje se vea fortalecido.

GRUPO DE TRABAJO
401C



TEMARIO DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL |

UNIDAD I. Procesos infinitos

Situaciones numeéricas, geométricas o algebraicas, que dan lugar a procesos
infinitos.

Comportamiento de un proceso infinito: representacion numérica, algebraica o
grafica.

Representacién simbdlica de procesos infinitos por medio de una funcién

Nocioén de limite

Acercamiento al concepto de limite de una funcién

Notacion de limite limf(x) =b
x—a

Unidad 2. El concepto de derivada: variaciéon y razén de cambio

En diferentes contextos, variacion y razén de cambio promedio e instantanea en:

Funciones polinomiales de grado no mayor a tres

Concepto de derivada

Notacion
Representacion algebraica.

Unidad 3. Derivada de funciones algebraicas

Derivada de funciones del tipo / (X)=¢x"

Reglas de derivacion para:

Funcion constante

Funcion lineal

Constante por una funcion

Suma de funciones

Producto de funciones

Cociente de funciones

Funciones del tipo f™(x) con f{x) polinomial y » un numero racional

Unidad 4. Comportamiento grafico y problemas de optimizacion

Situaciones que propician el analisis de las relaciones entre la grafica de una
funcién y sus derivadas

Comportamiento grafico de una funcién

Crecimiento y decrecimiento de funciones - Puntos criticos. Concavidad.
Maximos y minimos, criterio de la 12 y 22 derivadas

Puntos de inflexion.
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Aprendizajes de Calculo Diferencial e Integral |

UNIDAD 1. Procesos infinitos y la nocion de limite

Propésito. Al finalizar la unidad el alumno descubrira intuitivamente el concepto de
limite a través de diversos problemas que involucren procesos infinitos mediante los
diferentes registros: numérico, grafico o simbdlico.

Aprendizajes

Reconoce caracteristicas de los procesos infinitos utilizando alguno de estos
procedimientos: numérico, algebraico o gréfico.

Identifica el patron de comportamiento en un proceso infinito.

Reconoce un proceso infinito de uno que no lo es.

Resuelve problemas en diversos contextos que involucren en su solucion, procesos
infinitos.

Utiliza las representaciones graficas, tabular o algebraica de un proceso infinito para
analizar su comportamiento en cuanto cémo cambia la variable, qué
comportamiento sigue, cuales son los valores siguientes, y a la larga como son
estos.

Distingue aquellos procesos infinitos que tienen un resultado limite de los que no lo
tienen

Expresa simbdlicamente el limite de un proceso infinito si éste existe.

Interpreta el limite de un proceso infinito.

Identifica cual es el resultado limite de un proceso infinito.

Establece el valor limite de un proceso infinito dado en forma algebraica, con base
en otras representaciones de dicho proceso.
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UNIDAD 2. EI concepto de derivada: variacion y razén de
cambio.

Propésito. Al finalizar la unidad, el alumno interpretara el concepto de derivada a
partir del andlisis de la variacién y de la razén de cambio, al resolver problemas en
diferentes contextos cuyos modelos sean funciones polinomiales.

Aprendizajes

Reconoce en diversos contextos la variacion y la razén de cambio en funciones
lineales. Explica el significado de la razén de cambio y verifica qué es una constante,
a través de procesar la informacion de las situaciones planteadas.

Reconoce en diversos contextos la variacion y la razén de cambio de las funciones
cuadraticas en un intervalo dado, a través de procesar la informacién de las
situaciones planteadas.

Reconoce en diversos contextos la variacion y la razén de cambio de las funciones
cubicas en un intervalo dado, a través de procesar la informacion de las situaciones
planteadas.

Reconoce y deduce a la razén de cambio instantdnea como el limite de las razones
de cambio promedio.

Utiliza a los procesos infinitos como una forma de obtener la razéon de cambio
instantanea de una funcién polinomial y la interpreta como un limite.

Identifica a la derivada de una funcién polinomial en un punto como el limite de las
razones de cambio promedio.

Interpreta en el contexto de una situacion o problema modelado por una funcién
polinomial, la informacién que proporciona su derivada.

Calcula la pendiente de la recta tangente en un punto de la grafica de una funcion
polinomial, como el limite de las rectas secantes.

Calcula la derivada de funciones polinomiales con grado menor o igual a tres, en un
punto, usando el limite del cociente de Fermat:

i S0 /(@

X—a x_a
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UNIDAD 3. Derivada de funciones algebraicas

Propésito. Al finalizar la unidad el alumno usara el concepto de derivada a través
de su representacion algebraica, para identificar patrones de comportamiento y
obtendra las reglas de derivacion; utilizara estas reglas para obtener la derivada de
una funciéon de manera eficaz y la reconocera como otra funciéon. Ademas, aplicara
las reglas de derivacion en diferentes contextos.

Aprendizajes

Obtiene la derivada de una funcién polinomial de 1°, 2° y 3° grados, usando la
definicion en su representacion:
S (x)—-f(a)

£'(a) =lim

xX—>a x—a
Identifica geométricamente la relacion de la representacién de la derivada:

llmf(x+h)_f(x)

h—0 h

con la representacion anterior.

Obtiene derivadas utilizando los dos limites anteriores.

Explica la relacién entre la derivada de una funcion lineal y la pendiente de la recta;
identifica dicha relacién en el caso de la funcién constante.

Identifica el patron de comportamiento de derivadas de funciones del tipo fx)=ax'

obtenidas utilizando la definicién y determina su regla de derivacion.

Identifica patrones de comportamiento de las derivadas en operaciones con
funciones: suma, producto, cociente y de la forma f™(x) , para obtener las reglas de
derivacion correspondientes.

Obtiene la derivada de funciones algebraicas usando las reglas de derivacion y la
regla de la cadena.

Identifica a la derivada como una funcién que proporciona la pendiente de la recta
tangente en cualquier punto de la grafica de la funcién original.

Identifica a la derivada de una funcién como una funcion que proporciona la razén
de cambio instantaneo.

Utiliza la funcién derivada para resolver problemas en diferente contexto.
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UNIDAD 4 Comportamiento grafico y problemas de
optimizacion

Propésito. Al finalizar la unidad el alumno contrastara la grafica de una funcion y
sus dos primeras derivadas para obtener informacion sobre el comportamiento de
la funcion; utilizara dicha informacién para resolver problemas de optimizacion.

Aprendizajes

Interpreta en forma grafica y algebraica los intervalos en donde una funcién es
creciente, decreciente o constante.

Deduce a través de un analisis grafico, las relaciones existentes entre la grafica de
una funcién y sus dos primeras derivadas: signo de la primera derivada asociada
con crecimiento o decrecimiento de la funcion, derivada nula con puntos criticos,
signo de la segunda derivada, con concavidad y segunda derivada nula con un
posible cambio de concavidad punto de inflexion

Esboza la grafica de la derivada de una funcion dada la grafica de esta.

Calcula los puntos criticos de una funcion y los clasifica en maximos, minimos o
puntos de inflexion.

Analiza el tipo de concavidad de la funcién a partir del signo de la segunda derivada.
Esboza la grafica de una funcion utilizando la informacion que proporcionan su
primera y segunda derivada.

Infiere que los criterios de la primera y segunda derivada sintetizan el analisis

realizado entre las graficas de / (X)>/ (X),./7(x)
Resuelve problemas que involucran maximos o minimos de una funcién de acuerdo
con su dominio restringido
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UNIDAD 1. Procesos infinitos y la nocion de limite

Propésito. Al finalizar la unidad el alumno descubrira intuitivamente el concepto de
limite a través de diversos problemas que involucren procesos infinitos mediante los
diferentes registros: numérico, grafico o simbdlico.

Aprendizajes

Reconoce caracteristicas de los procesos infinitos utilizando alguno de estos
procedimientos: numérico, algebraico o grafico.

Identifica el patrén de comportamiento en un proceso infinito.

Reconoce un proceso infinito de uno que no lo es.

Resuelve problemas en diversos contextos que involucren en su solucion, procesos
infinitos.

Utiliza las representaciones graficas, tabular o algebraica de un proceso infinito para
analizar su comportamiento en cuanto como cambia la variable, qué
comportamiento sigue, cuales son los valores siguientes, y a la larga como son
estos.

Distingue aquellos procesos infinitos que tienen un resultado limite de los que no lo
tienen

Expresa simbdlicamente el limite de un proceso infinito si éste existe.

Interpreta el limite de un proceso infinito.

Identifica cual es el resultado limite de un proceso infinito.

Establece el valor limite de un proceso infinito dado en forma algebraica, con base
en otras representaciones de dicho proceso.
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UNIDAD I. PROCESOS INFINITOS Y LA NOCION DE LIMITE

DEFINICIONES
Proceso: Es una accion que produce un resultado
Proceso finito. Es un proceso que siempre tiene una accién donde termina

Proceso infinito: Es un proceso que siempre puede producir un resultado mas o podemos
decir que es una accion que se repite indefinidamente

Proceso infinito discreto: Es un proceso que se puede modelar mediante una sucesion,
concepto que retomaremos mas adelante.

Proceso infinito continuo: Es un proceso que se puede modelar mediante una funcién
definida en un intervalo.

Con las definiciones anteriores vamos a ejemplificar con los siguientes problemas
algunos procesos finitos e infinitos. Los problemas se manejan con numeros
discretos (Naturales).

INTRODUCCION CON PROBLEMAS

Problema 1. La estructura de un puente tiene la forma de un triangulo rectangulo con lados
de 10 metros de base y 15 metros de altura. Si la estructura contiene nueve soportes a
espacios iguales. a) Determinar la longitud de cada uno de los diez componentes verticales
y b) escribir la longitud total de los soportes L.

Y

Xy 15

]

10

= X, = X, = X, = X; =
2 3 4 5
Resultado a) ’ ’ ’ ’
Xe = X7 = s Xg = X = s Xjp =
b) L= Escribe el procedimiento para encontrar el valor de L
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Indica que tipo de proceso es: Explica

Problema 2. En un tridngulo equilatero de area A se unen los puntos medios de sus lados para
formar cuatro triangulos equilateros, de los cuales el del centro se pinta de negro. Luego con cada
uno de los triangulos restantes se realiza lo mismo. Dicho proceso se repite dos veces. Encontrar el
area sombreada al final de cada accion, este triangulo es conocido como el triangulo de Sierpinski,

JAUA A'AN

¢, Cual es el area del triangulo sombreado con la primera accion?

¢, Cual es el area del triangulo sombreado de la segunda accién?

Indica que tipo de proceso es: Explica

Lee cuidadosamente el siguiente problema y utiliza un método tabular para su
solucion.

Problema 3. Dos moviles que se encuentran a una distancia de 720 m uno del otro, se
mueven al encuentro mutuo: El primer mévil A recorre 10 m/seg. El otro mévil B recorre 3
m en el primer segundo, en cada segundo siguiente recorre 5 m mas que en el anterior.
¢, Después de cuantos segundos los moviles se encuentran?

720 m al fiempo =0

Distancia que recorre cada mévil en cada segundo

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

t 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
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Suma de las distancias recorrida por cada mévil cada segundo

t 1 2 3 4 5 6 7 8
(d, +d,)

t 9 10 11 12 13 14 15 16
(d, +d,)

El tiempo transcurrido para que se encuentren es:

Indica que tipo de proceso es: Explica

Problema 4. Un caracol decide abandonar el lugar en donde vive porque en ese lugar ya
no tiene las condiciones adecuadas para su supervivencia. El sitio al que decide trasladarse
se encuentra a 10m de su lugar de origen, el caracol decide avanzar de la siguiente manera,
primero recorre la mitad de la distancia total, descansa y recorre la mitad de la distancia
que le faltaba y asi sucesivamente. ;Se puede recorrer la distancia total de 10 m? Si es asi
¢, cuantas acciones debe ejecutar el caracol para lograr llegar a los 10 m?

Realizar una tabla de los recorridos del caracol en cada accion y la suma de ellos

Etapa d, Suma de Etapa d, Suma de
distancia distancia
recorrida recorrida

1 8
2 9
3 10
4 1
5 12
6

7

¢ Cuantas etapas requiere para cubrir la distancia de los 10 m?

Indica que tipo de proceso es: Explica

Problema 5. Ahora consideremos que el caracol decide abandonar el lugar en donde vive
y que el sitio al que deciden trasladarse se encuentra a 10m de su lugar de origen, ahora el
caracol decide avanzar de la siguiente manera, primero recorre la tercera parte de la
distancia total, descansa y recorre la tercera parte de la distancia que le faltaba y asi
sucesivamente. ;Se puede recorrer la distancia total de 10 m de estas dos formas? Si es
asi ¢,cuantas acciones debe ejecutar el caracol para lograr llegar a los 10 m? . ;Se puede
recorrer la distancia total de 10 m? Si es asi ¢ cuantas acciones debe ejecutar el caracol
para lograr llegar a los 10 m?

Realizar una tabla de los recorridos del caracol en cada accion y la suma de ellos
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Etapa d, Suma de Etapa d, Suma de
distancia distancia
recorrida recorrida

1 8
2 9
3 10
4 1
5 12
6

7

¢ Cuantas etapas requiere para cubrir la distancia de los 10 m?

Indica que tipo de proceso es: Explica

Problema 6. En un tridngulo equilatero de area A se unen los puntos medios de sus lados
para formar cuatro triangulos equilateros, de los cuales el del centro se pinta de negro.
Luego con cada uno de los triangulos restantes se realiza lo mismo. Dicho proceso se repite
muchas veces. Encontrar el area sombreada siguiendo una accion tras otra, este triangulo
es conocido como el triangulo de Sierpinski,

(a) (b) (c)

Escribir el valor del area sombreada en el inciso (a) 4, =

Escribir el valor del area sombreada de cada triangulo nuevo en (b) 4, =

Escribir el valor del area sombreada y marcada con un * en el incisoc 4, =

Si se continua con el proceso anterior, dibuje la siguiente figura que corresponda al trazar
triangulos de la misma manera sugerida en los espacios en blanco y determinar el Area de

los nuevos triangulos, la denominamos A4, =

Calcular la suma del total de las areas sombreadas hasta el momento

A =

S

Es posible continuar con el proceso, escribir la expresién algebraica del area total
sombreada cuando se realizan dos acciones mas. A =
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Ya se habra cubierto todo el triangulo en blanco, si no es asi, escribir la suma de todas las
areas sombreadas hasta una accion n-ésima

Suma de las areas sombreadas

Se lograra sombrear todo el triangulo original, si es asi ¢ cuantas acciones se requieren?

Indica que tipo de proceso es: Explica

HERRAMIENTA MATEMATICA

Para trabajar los problemas anteriores, requerimos de la siguiente herramienta matematica
para resolver cada uno de ellos.

SUCESIONES Y SERIES

Sucesion numérica se entiende por un conjunto ordenado (siguen una regla establecida)
de numeros.

Cuando en una sucesion se cumple que; la diferencia de un término menos el término
anterior es una constante, se dice que la sucesion es una Progresién Aritmética.

Ejercicio1. a)3,6,9,12, ................ ¢, Qué término sigue?
1 .3 e .
b) — L, —,2, e, ¢, Qué término sigue?
272
c) 2,9,16,23, ....cccenn.... ¢, Qué término sigue?

Cuando en una sucesién se cumple que el cociente de un término entre el término anterior
es una constante, se dice que la sucesion es una Progresion Geométrica.

Ejercicio2. a)2,4,8,16, ................ ¢, Qué término sigue?
b) l,l,l,L, .................. ¢, Qué término sigue?

2 4816
c) 3,9,27,81, .cceennnnn..l. ¢, Qué término sigue?

En resumen, podemos escribir el siguiente enunciado.

Un conjunto ordenado en el cual podemos determinar quién es el primer término, quién el
segundo o quién el n-ésimo término, decimos que este conjunto forma una sucesioén.

Una sucesion, se puede escribir con un término general que, al utilizar los valores discretos,
reproducen cada uno de los términos.

SUCESION ARITMETICA

Para encontrar el término general de una sucesion aritmética, se procede de la siguiente
manera

Ejercicio 4. Obtener la formula para el término general de la sucesion
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200, 195, 190, 185, 180, 175,

Escribimos el primer término y sumamos el producto de la diferencia por (n-1) donde n es
un nimero natural (valor discreto)

Procedemos a,=13+4(n—1) Comprobar que la expresién genera la sucesion dada,

escribe los 10 primeros términos dando valor a n, de acuerdo con los nUmeros naturales

Ejercicio 5. Obtener los primeros cinco términos de la sucesién de nimeros, cuyo término
generales a, =7 + 7 y comprobar que la diferencia entre un término y su anterior es

una constante

Diferencia

Ejercicio 6. Obtener el término general de cada una de las siguientes sucesiones de
numeros

a) 293,287,281,275,269,..., término general

b) 293,287,281,275,269...... término general

c) ﬁ , 2 , 49 , 13, 55 , . término general
4 2 4 4

Un aspecto importante es obtener la suma de los términos de una sucesion aritmética, para
ello vamos a utilizar el simbolo de suma, el cual se denota generalmente por medio del

simbolo griego sigma (Z)y se expresa de la siguiente manera Z f(k) ;donde k esla

k=m
variable independiente m es el valor inicial y n es el valor final, n y m son numeros
enteros, f(k) es una funcién cuyo dominio son los nimeros naturales.

Nota: La variable independiente se puede representar con otros simbolos (letras) la gran
mayoria de textos utilizan los simbolos i, j,k,m,n .

La simbologia de la suma es la siguiente

funcion
valor final g £
T La variable va cambiando de
simbolo de suma=—=m=- -h. + | valor, desde el incial hasta el
,_—' final y de uno en uno
valor inicial =g K=
variable discreta

independiente

GRUPO 401C



GRUPO 401C

Veamos cdmo usar el simbolo de suma en la siguiente expresion

Ejemplo. Suponer que la funcion f(k) =3k +3, escribir los sumandos y el resultado de
6

> (3k+3).

k=1
Traducido a nuestro lenguaje natural, “Encontrar los sumandos y el total de la suma de la funcién

Flk)=3k+3".

Resultado
5

Z (3k+3):(3(1)+3)+(3(2)+3)+(3(3)+3)+(3(4)+3)+(3(5)+3):6+9+12+15+18:60
k=1
Ejercicio 7. En las siguientes expresiones escribir la funcion f(k)y el resultado de las

siguientes sumas

N

a) Y (3k+3) k)= Suma =

=~
LN

b)

M=

(2i+13) f(@)= Suma =

1

c) (10) fGgH=___ Suma =

-

~
LN

M-

d) Y. (2m* =5m+13)  f(m)= Suma =

3
I

Ahora nos preguntamos ¢como encontrar el resultado de una suma?, cuando el ultimo
término indefinido (no explicito) es un nimero n.

Es importante mencionar que las sumas también se manejan con el término de SERIES.

A saber

Ejemplo. Encontrar el resultado de la suma Z(3j+5)
j=1
Paso 1, desarrollamos la suma hasta el ultimo término

Z(3j+5):8 + 11+ 14 +17 + 20 4+.eeeieees +(3n+5) es correcto?
j=1
Verifica en tu cuaderno.

Verifica que, al escribir la suma en sentido inverso, esto es, del ultimo término al primero,
de la siguiente manera
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Z(E;‘+5)=8 + 11 + 14 + 17 + 20 + ... +(B3(n—-2)+35)+B(n-1D+35)+(31n+35)

A \ N \ |
Z(E_HS)=(31?+5)+(3(n—1)+5)+(3(n—2)+5)+ _____________________________ + 14 + 11 <8

J-l

Ahora suma el término de arriba con el término de abajo, verifica el siguiente resultado

Z[i(3j+5):|=(3n+13) +(3n+13)+ (3n+13)+(3n+13)+(3n+13) +(3n+13)+......... +(3n+13)
j=1
El sumando (3n +13) aparece n veces, tendremos entonces

Z{i(3j+5)}:n(3n+l3)

Jj=1
Por lo tanto, la suma buscada es

Zn:(3j+5): n(3n+13)

Comprobar la expresion encontrada de la siguiente manera:

Si n=3, estamos buscando la suma de los tres primeros términos

3
2(3]- +5)=8+11+14=33 Y usando la expresion encontrad, se tiene

J=1

n(3n+13)_3[B3)+13)] _ 3[9+13)]

2 2 2

=33

Utilizar diferentes valores de n y comprobar, escribir resultados en el cuaderno de trabajo.

Ejercicio 8. Encontrar el valor de cada una de las siguientes sumas, utilizar a j como
variable independiente

a) Obtener una férmula para la suma de los primeros n numeros naturales

b) Obtener una férmula para la suma de los primeros » niUmeros pares naturales

c) Obtener una férmula para la suma de los primeros n ndmeros impares naturales
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d) Obtener una férmula para la siguiente suma hasta el nr-ésimo término
S5+9+13+17+21+

APLICACION

Por otra parte, una situacién que se presenta frecuentemente en algunos problemas que
requieren que determinemos la expresidén general de una sucesion aritmética. Aplicamos lo
estudiado para solucionar el problema 3 de manera algebraica

A saber, en el problema 3, tenemos dos sucesiones, recordemos

“el moévil A recorre 10 m/seg. El otro moévil B recorre 3 m en el primer segundo, y en cada
segundo siguiente recorre 5 m mas que en el anterior”

Ejercicio 9. Escribamos la sucesion para el movil A en los primeros n segundos usando
el simbolo de suma

n
210 , vamos a desglosar (desarrollar) esta suma
j=1

3'10=
j=1

Ahora veamos cual es la expresion general para el movil B

Escribamos la sucesion

Ahora la suma de cada desplazamiento en los primeros n segundos

Escribir la expresion general del término general para los primeros n segundos, usando el
simbolo de suma, j como la variable independiente para el movil B

Encontrar el resultado de la distancia recorrida en n segundos para los dos moéviles

Ahora, la suma de las distancias encontradas para ambos moviles debe ser igual a la
distancia de separacion, escribir la expresién resultante

Resolver para el valor de n que representa el tiempo que tardan en encontrarse los moéviles,
debe ser igual a lo encontrado en forma tabular.
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SUCESION GEOMETRICA

Ahora vamos a trabajar las sucesiones geométricas, el particular resolveremos como
encontrar la expresion general para obtener la suma de este tipo de sucesiones.

Pregunta. Como podemos identificar una suma que provenga de una sucesion geométrica

Ejercicio 10. En las siguientes sumias, identificar cual corresponde a una de tipo
geométrico, justificar la respuesta

a) 2+4+8+16+32+.. ..., Justificacion

b) 5+10+15+20+425..................... Justificacion

C) 5+12+19+26+433.......ccevvnnnnnns Justificacion

d) l+l+i+i+ Justificacion
3 9 27 81

Con este conocimiento de una suma geométrica, vamos a resolver como entrar la suma de
este tipo

Un problema que genera una sucesion geométrica es la que surge en el problema 4.
Recordemos “Un caracol decide trasladarse a 10 m de su lugar de origen, el caracol decide
avanzar de la siguiente manera, primero recorre la mitad de la distancia total, descansa y
recorre la mitad de la distancia que le faltaba y asi sucesivamente”

La suma S o serie correspondiente al avance del caracol es

_10,10,10 10 10

S +—F—F—+—+. lo que podemos escribir con potencias como
2 4 8 16 32

S=2+2+2+£+£+ ............... +10 (1)
2 020 2 2" 2 2"

considerando a n como la etapa n-ésima del desplazamiento del caracol.

Observamos que se trata de una serie geométrica, ¢Por qué? Porque al dividir un término
entre el anterior se obtiene el mismo cociente, al cual llamaremos RAZON vy lo
representaremos con el simbolo r.

Cual es el valor la razén en este caso r =
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Vamos a encontrar una expresion que proporcione la suma hasta el niumero de etapa
realizada por el caracol.

Procedemos de la siguiente manera multiplicamos la expresion (1) por la razén y la
restamos a la suma original

10 10 10 10 10 10
S = tot Tttt +—
2 20 2 27 2 2

Multiplicamos por

1 110 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
—S5=— —+—2+—3+—4+—5+ ............... +—n = —2+—3+—4+—5+ ............... +—n+ -
2 202 22 22 27 2 2 2 27 20 2 2" 2
Restamos

Al despejar S obtenemos la suma buscada S = 10—1—0

2”1
Variar n y encontrar la distancia S recorrida en cada caso considerado a continuacion,
comparar con los resultados tabulares obtenidos

Ejercicio 11

Para n=1 S=
Para n=2 S=
Para n=10 S=
Para n=20 S=

Para n=50 S=

En que etapa alcanza los 10 metros Explique
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Ejercicio 12. Resolver el problema 5 usando el proceso del ejercicio 11.

Expresion para la suma

Valor de la suma para los siguientes valores

Para n=1 S=
Para n=2 S=
Para n=10 S=
Para n=20 S=

Para n=50 S=

Ejercicio 13. Resolver el problema 6, utilizando la serie geométrica obtenida.

Escribir la serie geométrica

Escribir la suma S de areas para
Para n=1 S=
Para n=2 S=
Para n=10 S=
Para n=20 S=
Para n=50 S=

EJERCICIOS VARIOS DE SUCESION GEOMETRICA
6 3\ 2
Ejercicio 14. Determinar los sumandos y el valor total de la suma Z [——]
6 3 k=2 -
2(-3) -

5
Ejercicio 15. Determinar los sumandos y el valor total de la suma Z 2(—3)1{_1
k=1
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k
. . o 3 2
Ejercicio 16. Determinar una férmula en términos de » para la suma Z (—EJ
k=1

53] -

LIMITE AL INFINITO DE UNA SUCESION

Queremos predecir el comportamiento de unas sucesiones cuando n se hace cada vez
mas grande (de manera formal; cuando n tiende a infinito n — o).

Ejercicio 17. Llenar la siguiente tabla con valores discretos propuestos para la variable n
que va aumentando como se muestra y observemos el comportamiento de las imagenes

(valores) de las sucesiones a, .

n 35 9n+3 ( 3 Jn nf 700" +725" (ij"

n 3n-5

5

10

20

100

200

250

500

1000

2000

5000

10000

50000

100000

1000000

10000000

Observar cuidadosamente el comportamiento de cada una de las sucesiones en la tabla.
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Ejercicio 18. Contestar el siguiente cuestionario

Escribir en lenguaje que ocurre con el valor de cada una de las sucesiones conforme

se aumenta el valor de n y mencionar si al seguir aumentando tendremos un valor LIMITE,
si es asi escribirlo

Sucesion Comportamiento LIMITE

1 35
n

2 on+3

3n—-5
3 3 n
4| 700" +725"
5 5 n

[7)

Observemos en particular que la sucesion del tercer renglén es una fraccién menorde 1,y
que al elevarla a una potencia que va aumentando su LIMITE es igual a L=

Esto lo escribiremos de manera simbdélica de la siguiente manera, el cual se lee: E/ limite
de la sucesién cuando n es muy grande (tiende a infinito) es igual a L.

limite

‘ s - K
A I Valor de Ia
lim | — — [, = sycesion cuando
[==1 _q_ n es muy grande

elvalorde n
tiende a infinito Sycesién
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Ejercicio 19. Escribir cada uno de los limites obtenidos en el ejercicio 18, con simbolos
como el que se muestra en la imagen anterior.

1.

2.

3.

4.

5.

Ejercicio 20. En cada uno de los siguientes ejercicios elaborar una tabla (escribirla en su
cuaderno) para encontrar los limites infinitos de las sucesiones mostradas y escribir el
resultado usando la simbologia mostrada anteriormente.

4 = 50n% +8n
U T I
o a = 5n° +8
) T T 15
. 8n’+7
T
g a - 3"+7
A TR
4= 5"+7
o TS

) a,=(105)"

n

9 a,=(09)

h) a, = sen (ﬂj
2
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TEOREMAS DE LIMITES

1) lim ¢ = c donde C esunaconstante | 6) 1lim ¢/a =1, con a>0

n— oo n—>00

2) lim n” = o0, con r>0 7) limzn =1

n—> n—>0

3) 1ier=0, con r>0 yc 8) lian:Q con r>1 y cuna

n—>o0 n n—>0 ]/'
es una constante constante
. n o __ . . m
4) lim a" =co, con a>1 9)Si lim a, = [ entonces lim (a ) =["
n— n—wo " n—oo "
5) lim a” =0, con |a|<1 10) Si lim a, =/entonces lim 7/ a, =%/ /
n—»o0 n—>o0 n—oo

Usando estos teoremas podemos calcular los limites sin tabular. Veamos algunos ejemplos

: (7) 7
a) lm|—|=—
n—o\ 3 8

b) lim 49n =0
n—> 0 (1.5)

c) lim 59 = lim ilz 0
n—» 0 \/; n—ow 5

3 3 3
d)nm{”’;—“j: im(ls—n ¥ %}: lim 22" 4 fim->_= 1im5+1im3i3:5

n—o 3p n—>0 n—» 3p
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0+(07)  lm(9+(0.7)")  lm9+ m(0.7)" 4,4 o

n—»o n—»0 n—>0

i " - " S 0+5 5
n—>0 n +
_8 +5  lim _8 +5 lim 8 + lim5
9 n—o 0 n—»o0 9 n—»m

Ejercicio 21. Calcular los siguientes limites usando métodos algebraicos

) 187° +4n* -9
a) lim 5 3
n—o  5+7Tn°—6n
5 2
by lim 34n7 43n3+17
n>o 1Tn’ + 16n° + 3
n’+15
c) lim_———
n—o S5p° 4+ 9p+ 1

d) lim (1o—ﬁj
2n

n—>0

¢) lim (1 + LJ
n—>0 n

8+(3j"
) lim —2L

5]

1

(2)r -8

W N

g) lim
T (2)n +24

Ejercicio 22. Usando la herramienta vista hasta el momento vamos a calcular el area de
un circulo de radio r, inscribiendo un poligono regular de »n lados.

a) Trazamos un circulo de cierto radio, llamaremos r al radio e inscribimos un poligono
regular con n lados. En este caso con 10 lados. Desde el centro trazamos lineas a
los vértices y observamos que se construyen 10 triangulos congruentes como
ejemplo base.

Para resolver el ejercicio, se sugiere hacer todo el desarrollo en su cuaderno
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Vamos a calcular el area de cada rectangulo y la multiplicamos por 10
El angulo en la parte superior del triangulo es

T T
=2— por lo tanto, el angulo oz =—
0 F=2 P 9 10

Con este angulo y usando trigonometria podemos
b/2 calcular su base b y su altura /2 y en consecuencias
su area

Escribir los resultados obtenidos base b=

La altura i =

Y el resultado del areaes 4 =

Siguiendo el mismo proceso escriba la expresién del area para un poligono inscrito de n
lados

Se sugiere escribir la base y la altura como en el caso anterior

Escribir los resultados obtenidos base b =

La altura i =

Y el resultado del areaes 4 =

. , , . T T
Comprobar que la sucesién obtenida es Area del poligéno = nr’sen—cos—
n n

Finalmente calcular el limite de la sucesidon cuando el nimero de lados tiende a infinito

Escribir el resultado obtenido
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDAES
PLANTEL ORIENTE
ACADEMIA DE MATEMATICAS

Examen Unidad 1 de Calculo Diferencial e Integral I. NOCION DE LiMITE.
PROCESOS INFINITOS

Resolver los siguientes problemas

1.

2.

n

La expresion para encontrar la suma de n- términos de Z(7k+2) es
k=1

Encontrar la suma de los primeros n términos de la suma que corresponde
a la sucesion

o =f7 1428 56 112
n b 55259 125,625, ...........
Encontrar el término general de la sucesion a, = {7,12,17,22, 27, }

La suma de los 7 primeros términos de una progresiéon geométrica cuya
razon es 3 es 7651, ¢ Cual es el séptimo término?

—3n’ —§n+7
El valor del limite lim—— 2 es:
noe 2
—n"--5n+3
3
L)
El valor del limite lim 3 es:
n—»0 7+3
3n

¢, Cual es el area de un poligono regular de 10 lados inscrito en una circulo
de 30 cm de radio?

Un canguro recorre en su primer salto una distancia de 1 m, en su segundo
salto recorre 1/3 de la primera distancia recorrida, en su tercer salto recorre
1/3 de la segunda distancia recorrida, y asi sucesivamente ;Cuanta
distancia recorre en total el canguro? 1.5m
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UNIDAD 2. EI concepto de derivada: variacion y razon de
cambio.

Propésito. Al finalizar la unidad, el alumno interpretara el concepto de derivada a
partir del andlisis de la variacién y de la razén de cambio, al resolver problemas en
diferentes contextos cuyos modelos sean funciones polinomiales.

Aprendizajes

Reconoce en diversos contextos la variacion y la razén de cambio en funciones
lineales. Explica el significado de la razén de cambio y verifica qué es una constante,
a través de procesar la informacion de las situaciones planteadas.

Reconoce en diversos contextos la variacion y la razén de cambio de las funciones
cuadraticas en un intervalo dado, a través de procesar la informacién de las
situaciones planteadas.

Reconoce en diversos contextos la variacion y la razén de cambio de las funciones
cubicas en un intervalo dado, a través de procesar la informacion de las situaciones
planteadas.

Reconoce y deduce a la razén de cambio instantdnea como el limite de las razones
de cambio promedio.

Utiliza a los procesos infinitos como una forma de obtener la razéon de cambio
instantanea de una funcién polinomial y la interpreta como un limite.

Identifica a la derivada de una funcién polinomial en un punto como el limite de las
razones de cambio promedio.

Interpreta en el contexto de una situacion o problema modelado por una funcién
polinomial, la informacién que proporciona su derivada.

Calcula la pendiente de la recta tangente en un punto de la grafica de una funcion
polinomial, como el limite de las rectas secantes.

Calcula la derivada de funciones polinomiales con grado menor o igual a tres, en un
punto, usando el limite del cociente de Fermat:

i S0 /(@

xX—a x-a
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UNIDAD 2. EL CONCEPTO DE DERIVADA Y RAZON DE CAMBIO

En el presente texto suponemos que el alumno conoce el concepto de funciéon donde tanto
la variable como su dominio son numeros reales, su relacion y el seguimiento de estos
temas requieren de cierto manejo formal, pues los conceptos y su definicién en este texto,
se distinguen considerablemente de los utilizados anteriormente.

Para desarrollar nuestros ejercicios en esta UNIDAD, se requiere tener bien definidos los

conceptos que se van a trabajar, por lo que iniciaremos con contestar el siguiente
cuestionario.

CUESTIONARIO

A) ¢Qué es una razén matematica?

B) ¢Qué es una funcién de variable real con variable real?

C) Enlaexpresién y = F(x), ¢Cual es la variable dependiente? ¢Cudl es la

variable independiente?

D) ¢Qué valores puede tomar la variable independiente?

E) ¢Qué valores puede tomar la variable dependiente?

F) Definir un intervalo en la linea numérica Real

G) Existen 4 tipos de Intervalos que podemos identificar en la linea numérica Real.
Describir cada uno de ellos y representarlos graficamente

i) Intervalo cerrado

Grafica

ii) Intervalo abierto

Grafica

iii) Intervalo semiabierto

Grafica

iv) Intervalo semicerrado

Grafica
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H) En cada una de las siguientes expresiones escribe el término faltante para factorizar
la expresion del lado izquierdo.

- =x-h___ )
X-r=(x-h__ )
xt=h*=(x—-h) )
x” —xh = x( )

I) Identifica cada una de las siguientes funciones, de acuerdo con su tipo (polinomial,
racional, irracional), en el caso de polinomial indicar su grado.

Q) f(x):—§x+7

b) f(x)=2x"-3x+8
5x° =3x" +2x
C =
S x> =3x+2
d) f(x)=-3x"-2x"+3x—4

e) f(x)=+5x"-3x+3

£) f(5)=25
g) f(x) =223
x+1

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO

Con el siguiente problema, contesta las siguientes preguntas

Problema 1. Se extrae el agua de una piscina, el volumen V' del agua después de t minutos
de iniciada la extracciéon el volumen de agua en la piscina es V(t) litros, donde

v (£)=250(1600—-80¢ +£" ), t en minutos.

a) Escribir la funcion que describe el problema

b) ¢ Cual es la variable dependiente? ¢ Qué representa?

c) ¢Cual es la variable independiente? ¢, Qué representa?

d) ¢El tiempo puede tomar valores negativos? Escribir el dominio de la
funcién
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e) ¢Cual es el valor del volumen de en la piscina al tiempo ¢ =10min ?

V(10) =

f) Tabulary graficar la funcién (usar la escala adecuada) en el intervalo [4,12]. Utilizar
los valores del tiempo que elija cada quién.

Dato t V(t)

N O O A W N =~

Se observa en la tabla que, al ir variando el valor del tiempo elegido, la funcién también
cambia de valor de acuerdo con la funcion establecida.

Contestar las siguientes preguntas

De acuerdo con los datos que elegiste para el tiempo, escribe cual fue la variacion del
tiempo entre el dato (t4) y el dato (t2). Escribe tu resultado a continuacién

t,—t,=
Ahora escribe la variacion que tuvo la funcién en ese cambio de tiempo, esto es

V(t4) - V(tz) =

Ahora de acuerdo con la definicion de razon, vamos a calcular la razén del cambio de
Volumen entre el cambio de tiempo, a saber

V(t4)_V(t2)
t,—t,

= es importante escribir las unidades.

A este resultado en general le llamamos razén de cambio promedio, observar que en

este problema el resultado es negativo, explicar
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Con lo visto anteriormente, trabajemos el siguiente problema

Problema 2. Cierta compafiia inicio sus operaciones el 1° de enero de 2018. Las utilidades
anuales brutas de la compafiia después de ¢ anos de operacidén son de G pesos. Si la
funcion de las utilidades en el tiempo estda dada por la expresion

G (t) =50000+ 180007 —600¢*, Encontrar la razon promedio de las utilidades con respecto
al tiempo.

Realizar una representacion tabular llenando la siguiente tabla

t afos 1 2 3 6 9 11 12

G(t)

Realizar en el cuaderno de apoyo la grafica de G(z) VS. f.

Se observa en la tabla que, al ir variando el valor del tiempo elegido, la funcién también
cambia de valor de acuerdo con la funcién establecida.

Contestar las siguientes preguntas

De acuerdo con los datos que elegiste para el tiempo, escribe cual fue la variacion del
tiempo entre los datos que se quieras elegir, representarlos con simbolos.

La variacion de dos datos cualesquiera la vamos a representar de aqui en adelante como
At (se lee “delta t”) y significa la diferencia de un valor final menos un valor inicial, también
se acostumbra a decir “incremento de una variable” y regularmente es el valor final menos
el valor inicial. Escribe tu resultado a continuacion para la variacion del tiempo

At=t,—t, =

Ahora escribe la variacion que tuvo la funcién en ese cambio de tiempo, escribamos la
expresion con el simbolo delta (A)

AG=G(t,)-G(1,)=

Ahora de acuerdo con la definicion de razén, vamos a calcular la razén del cambio de
Ganancia entre el cambio de tiempo, a saber

AG _ G(tf)—G(t,.)

= es importante escribir las unidades.
At t,—t,

El resultado es la razén de cambio promedio de las Ganancias respecto al tiempo,
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En diversos textos, la razén de cambio promedio, también se nombra TASA PROMEDIO.

Una expresion general para la tasa promedio de las utilidades anuales brutas de la
companiia en el intervalo [to,t], t, representa el valor inicial, ¢ indica el valor final, vamos

a proceder de la siguiente manera.

Observemos que el tiempo inicial lo tenemos como ¢,y el tiempo final sera ¢, por lo tanto

— \_AG(r) _ G()-G(z,) _(50000+18000¢ —600¢* ) - (50000 +18000z, - 6007,’ )

G(t) = =

At t—t, t—t,
_ - 180007 —, )~ 600(#* ~ 1,
G(t) = AZt(t) = G(? tG(t°)= ( °t) t Gl )=—600(t+t0)+18000
o Y

Reproducir en el cuaderno de apoyo las operaciones algebraicas

Finalmente, tenemos la razén promedio de las utilidades respecto al tiempo, observamos
que esta representado por el simbolo G

pesos

G(t) =-600(t +1,)+18000

~

ano

Con esta expresion, para este problema en particular podemos calcular la razén promedio,
conociendo el valor inicial de la variable independiente y el valor final de la misma variable.

Problema 3. Un objeto se desplaza con respecto a un origen determinado, de acuerdo con
la expresion S(t) =5t +3. Encuentre la razén de cambio promedio de su desplazamiento.

llustre con tabulacion y graficas.

a) Escribir la funcién y su dominio

b) Elegir en que intervalo cerrado de tiempo se va a tabular

c) Tabular con 8 valores dentro del dominio

Dato t Fa@)

N O O B W N =~
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d) Calcular la razén de cambio promedio entre los datos 2 y 6;
AS
At

e) Calcular la razén de cambio promedio entre los valores no definidos, con tiempo

inicial ¢, y tiempo final z,

as _
At

Ahora trabajaremos un problema cuando los limites son valores no definidos, esto quiere
decir que tomaremos dos simbolos que representen valores inicial y final del dominio
correspondiente.

Problema 4. Un objeto se desplaza con respecto a un origen determinado de acuerdo con
la expresion S(¢)=t+7t—6. Encuentre la razon de cambio promedio de su

desplazamiento respecto al tiempo en el intervalo [t,tl] , en este problema de fisica, al
resultado obtenido le llamaremos (rapidez promedio).

Solucion

Obtener la variacién del tiempo Af =

Obtener la variacion de la funcion en dicho intervalo AS(¢) =

AS(t)

Escribir la razén promedio T = no olvidar unidades
t

Nota: Escribir en el cuaderno de apoyo las operaciones correspondientes.
RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO

La razon de cambio instantaneo la entenderemos como el cambio de la razén respecto al
tiempo en un instante dado, esto es, de acuerdo con lo visto en la unidad 1, lo calcularemos
como el limite de la razén de cambio promedio, cuando el valor final se acerca
infinitesimalmente al valor inicial, usemos inicialmente la representacion de una funcién
f(x), através de la expresion
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razén de cambio
promedio

- ; -
lim ! (x1 )7 I (Y)
x| xl —x

¢

significa que el
valor final se
aproxima al valor
inicial

Problema 5. Consideremos un automévil que recorre una distancia de acuerdo con la
expresion D(1) =30+2¢t—4t> Km/h . a) Calcular su razén de cambio promedio (rapidez
promedio) entre los tiempos ¢ =2hr y t =4hr b) Calcular su razén de cambio instantaneo
al tiempo t=2hr (rapidez instantanea). C) Calcular su razén de cambio instantaneo al
tiempo ¢ hr (rapidez instantanea)

a) Cdlculo de la razén de cambio promedio entre los tiempos ¢=2hr y t=4hr
Recordemos que en este caso lo que nos piden calcular es la rapidez promedio.
AD D(4)-D(2) _

At 4-2

V=

b) Ahora vamos a calcula la razén de cambio instantaneo, lo haremos para ejemplificar
nos piden calcularla en ¢=2hr

Usamos como tiempo inicial ¢ = 2hry como tiempo final un tiempo ¢ hr

_ _ 2 _ _ 2
v limg im D()—-D(2) im 30+2t -4t -(2) im 28 +2t -4t

=2 At -2 t—2 =2 t—2 12 t=2
Efectuar la division y calcular el limite indicado v = escribir unidades.

Nota. En problemas de fisica, la rapidez es un concepto de la magnitud de la
velocidad.

c) Vamos a calcular la rapidez a cualquier tiempo ¢ Ar, usemos el valor final como ¢,
y el valor final como ¢

_ 30+ 21, —41) = (30+ 20 — 442
v—timAL _ iy 20 D@ _y,  GO+20 74 ( )
-t At 1—2 tl_t 1—2 tl_t

Efectuar las operaciones correspondientes y escribir la expresion para la razén de cambio

instantanea en un tiempo ¢ hr v =

Como nos habremos dado cuenta, hasta el momento hemos trabajado con funciones que

dependen del tiempo, no solo estos existen como veremos a continuacion.
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Problema 6. El costo de produccion de x unidades de cierto articulo es
C(x)=5000+10x +0.05x. a).- Calcular la razén de cambio promedio de C con respecto

x cuando cambia el nivel de produccion de articulos esde x =95 a x =104 .b).- Calcular
la razén de cambio instantaneo de C cuando se producen x articulos. C) Calcular la razén
de cambio instantanea cuando la produccion de articulos es x =110

a) Razoén de cambio promedio cuando se producen entre x =95 a x =104 articulos.

AC  C(104)-C(95)
Ax 104-95

C=

b) Larazén de cambio instantaneo la calcularemos usando la siguiente expresion y los
simbolos mostrados, realizar las operaciones requeridas y escribir el resultado, no

olvidar las unidades

lim AC _ C(w)—C(x) _
wox Ax W—X

c) Calcular la razén de cambio instantdnea cuando la produccién de articulos es
x=110

Hasta el momento se ha trabajado con funciones de tipo polinomial y que expresan el
comportamiento en un problema.

Pero se tienen problemas donde se utilizan otro tipo de funcione algebraicas, veamos
ejercicios a partir de funciones abstractas (no aplicada a ningun problema especifico).

x*=5
x+2

Ejercicio 1. Encontrar la razén de cambio instantanea a partir de la funcion f(x) =

A partir de este momento utilizaremos como valor inicial el simbolo x y como valor final al
simbolo w para la variable independiente, entonces lo que pide el ejercicio es que
calculemos

()=

W—>X W_x

Se sugiere hacerlo por pasos

1. Escribir f(w)=

2. Escribir f(w)—f(x) =
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3. Encontrar el cociente, y reducirlo

4. Calcular el limite 11m
wW—>

X

f(w)=f () _

W-X

f(w)-f@) _

Ww-X

Lo obtenido en el punto 4 es el resultado de nuestro ejercicio.

Ejercicio 2. Utilizando el limite lim

f(w)-f(x)

WX W_x

utilizado en el Ejercicio 1, encontrar la

razon de cambio instantaneo para las siguientes funciones. Expresaremos el resultado con
la funcién primada como se muestra

L f(x)=3 f(x)=
2. f(x)=5x S (x)=
3. f(x)=4x>+3x-5 f(x)=
4. g(x)=-5x>+4x+2 g'(x)=
5. g(x)=-5x"+4x+2 g'(x)=
6. h(x)=4x"-3x"-2x-5 W (x)=
7. j(x)=-5x"+4x> +x+10 J(x)=
8. m(x)=6x"-3x"+2x*+7 m'(x) =

Ahora trabajaremos con otro tipo de representacion algebraica para encontrar la razén de
cambio promedio, vamos a realizar algunas conversiones en el plano cartesiano de la

siguiente manera

fw)

)

TR A — Ahora vamos a usar aspectos
SRURE SRR SR geomeétricos, acorde a la figura

La distancia entre x yw es &, esto lo

podemos escribir como x+h=w o
también como Ah=w—x

. Si w—x, entonces w—x—0, que
R S S equivale a decirque 7 —>0.
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Observemos la figura anterior

Tenemos dos puntos A(x, f(x)) y B(w, f(w))

En ejercicios anteriores calculamos

ACORIACY)

limZ2 =L a)
W—X W p— x

Por lo tanto, usando las expresiones en
términos de h, la expresién (1) la
podemos escribir como

i LG = ()

h—0 h

Ejercicio 3. Utilizando el limite 1imf(x+h)_f(x), encontrar la razén de cambio

h—0

instantaneo para las funciones del ejercicio 2. Expresaremos el resultado con la funcion

primada como se muestra

L f(x)=3 £ =
2. f(x)=5x f(x)=
3. f(x)=4x"+3x-5 f(x)=
4. g(x)=-5x"+4x+2 g(x)=
5. g(x)=-5x"+4x+2 g(x)=
6. h(x)=4x’-3x*-2x-5 ' (x)=
7. j(x)=-5x+4x" +x+10 j(x)=
8. m(x)=6x"-3x" +2x" +7 m'(x) =

Revisar los resultados obtenidos en los ejercicios 2 y 3. Escribir sus conclusiones

Habras observado que los resultados son iguales en cada uno de los ejercicios, hasta

ahorita a ese procedimiento lo hemos denominado razén de cambio instantaneo, en los

textos de matematicas al resultado obtenido bajo los procedimientos utilizados se les

nombra Derivada de una funcién y lo escribimos de la siguiente manera.
DERIVADA DE UNA FUNCION

Los procedimientos mostrados donde encontramos la razén de cambio instantaneo de una

funcién generan una nueva funcién a la cual denominaremos Derivada de la funcién, estos

procedimientos son
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S-S

WX W-X

denominado METODO DE FERMAT y

lim L EEM =) yenominado METODO DE LEIBNITZ-NEWTON

h—0 h

df (x .
La representaremos en ambos casos como % lo cual se lee como derivada respecto
X

a x, es importante que lo indicado no es una divisién.

Ejercicio 4. Encontrar la derivada de la funcion f(x)=4x"-2x+3 utilizando ambos

métodos

Resultado f7(x) = @ =
X

Ejercicio 5. Encontrar la derivada de la funcion g(f) =2t =3t> +5t+7 utilizando ambos

métodos. Escribir el resultado con la simbologia correspondiente.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Para tratar este tema, primero trabajamos con una grafica cualesquiera y determinemos los
lugares (intervalos) donde la funcién tome valores conforme aumenta el valor de la variable
independiente, puede ser que la funcién no cambie de valor (constante), donde la funcion
vaya disminuyendo su valor (decreciente) y donde la funcidon aumente su valor (creciente),

observemos el siguiente grafico.
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160 T T T T T T T

140

120

100

80 decrecients i
Direccion en que

aumenta la funcién  gg|

401

20k crecients i

crecients
decrecients

| 1 Il x
i} b c d e I

——N———  [)ireccitn en que aumenta
la variable independiente

Los puntos marcados con rojo, son puntos donde la funcién cambia de decreciente
(creciente) a creciente (decreciente) o en su caso a constante. Identifiquemos los intervalos
para cada caso.

Usaremos solo intervalos abiertos, ya que los puntos donde cambia la caracteristica
(decreciente, creciente o constante) de la curva no esta incluido.

Descripcion de la curva mostrada

En el intervalo (a, b) la funcién es decreciente

En el intervalo (b, ¢) la funcidn es creciente

En el intervalo (c, d) la funcidon es decreciente

En el intervalo (d, e) la funcién es creciente

En el intervalo (e, f) la funcién es constante

En resumen, debemos analizar en los respectivos intervalos sobre el eje X.

. g , | f(W)-f()
Ahora analicemos la expresién para razon de cambio promedio ——— en una
W-X

grafica
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Si trazamos una recta que pase por los puntos A y B y calculamos

de cambio promedio), geométricamente, obtenemos la pendiente de la recta que pasa por
los dos puntos, observar que esta recta es una recta secante (mostrada en rojo) a la curva
(Intersecta a la curva en dos puntos A y B).

Ahora que ocurre con la recta secante cuando W — X, esto es cuando w-x — 0, la recta

Jow)

f1x)

)

—

se convierte en una recta tangente en el punto A, observar la figura
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"W

Con este analisis grafico podemos decir que el limM 0 en su defecto el
W—rX W—x

lim S+ hz_f(x) , determinan la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto
h—0

dado. Esto es la derivada evaluada en un punto nos determina dicho resultado.

Sigamos analizando en la grafica, ahora las pendientes de rectas tangentes, para ello

contestemos las siguientes preguntas

a) El angulo de inclinacion de una recta se mide con respecto a

b) Si la recta tiene pendiente positiva el angulo de inclinacion (& ) de la recta esta en

el intervalo

c) Silarecta tiene pendiente negativa el angulo de inclinaciéon (& ) de la recta esta

en el intervalo

d) Sila recta tiene pendiente cero, la recta es al eje X

e) Silarecta tiene angulo de inclinacion de 90° larecta es

al eje X.
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Ejercicio 6. En la siguiente figura trazar rectas tangentes a la curva en los diversos
intervalos y puntos indicados en color rojo, e indicar el signo de cada una de ellas y si la

curva es creciente o decreciente o ninguna de ese tipo.

fx)
160 T T T T T T T
140 B
120 F B
100 B
gol | decrecients i
Direccion en gue
aumenta la funcion  gg| d
40} B .
200 crecients d
ol crecients i
decreciente

20+ — 4

"40. I I I I i I X
a b c d e I

I — Direccion en que aumenta
la variable independiente
Intervalo Signo de la recta tangente | Caracteristica de la curva

Conclusién del andlisis de los signos y la caracteristica de la curva.

Podemos decir que la derivada de una funcién evaluada en un punto de un intervalo nos
proporciona la pendiente de la recta tangente en ese punto.

El signo proporciona, si funcién es creciente

El signo proporciona si la funcion es decreciente
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Y en el punto donde la curva cambia de creciente a decreciente o viceversa, la pendiente

en dicho punto es igual a

Como un resumen, observemos la siguiente grafica

y=fx)
5
/\ m<0
: + ' ' X
_5 B% 2 4
_ A
5 m=0
=10

La recta tangente en el punto A tiene pendiente positiva y corresponde a la region donde la
funcion es creciente, la recta tangente en el punto B tiene pendiente negativa y corresponde
a la region donde la funcién es decreciente y la recta donde la pendiente es igual a cero,
corresponde al punto donde hay un cambio de la curva de decreciente a creciente.

Ejemplo. Con la siguiente funcion f(x) =4x" +3x - Srealizar lo siguiente en cada una de

ellas.

)
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Encontrar su derivada.

Aplicamos el limite elegido (Fermat o Leibnitz Newton), escribiremos Leibnitz

— 2 _ B 5 ~
Newton %ilr&f(x-l_hh) f(x):hm4(x+h) +3x-=5)+5-(4x" +3x-5)

h—0 h

Se desarrollan las operaciones y obtenemos % =8x+3
X

Encontrar los puntos donde la pendiente de la recta tangente es igual a 0

Para resolver esto, igualamos la derivada igual a 0, recordemos, que la

interpretacion geométrica de la derivada es la pendiente de la recta tangente
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ii)

Vi)

GRUPO 401C

Porlotanto 8x+3 =0 su solucién es x = _%

Coordenadas de los puntos. La coordenada del punto es, lo identificamos con

P(_E’_Q) Verificarlo
8 16

Calcular la pendiente de la recta tangente en x=2.

Esto lo realizamos sustituyendo el valor de x en la derivada. Se acostumbra a
utilizar el simbolo m para la pendiente, por lo tanto m = '(2) =8(2)+3=13

Escribir la ecuacién correspondiente de la recta tangente
Para encontrar la ecuacion de la recta tangente, utilizamos la expresion de la

recta dado punto y pendiente ¥ =Y, =m(x—X,), el punto (x, )= (_g’_%) y

la pendiente es m =13, la ecuacién de la recta tangente es y:13x—i

Verificarlo.

Indicar los intervalos en la cual (el o los puntos) dividen la regién del eje X
En este caso es un solo punto que divide al eje X, este punto es el que nos

. . . . 3 . .
proporciona una pendiente igual a cero, Es decir x = art las regiones estan

3 3
dadas por los intervalos (—oo,—g y | ==,
Determinar si la funcidn crece o decrece en cada intervalo.

: 3 :
Ya vimos que para un valor mayor a x=—-=, esto es x =2 , la pendiente de la
8
recta tangente es positiva, luego en esa region la funcion crece, debemos analizar
3 . .
un valor menora x = -3’ por ejemplo x =—2 , entonces calculamos la pendiente

de la recta tangente con la derivada, esto es f(-2)=4(-2)+3=-8+3=-5 ,

resulta que la pendiente de la recta tangente es negativa, por lo tanto la curva en

esa regidn es decreciente.
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3 3
En el intervalo (—w,—gj la funcién decrece y en el intervalo (—g,ooj la funcién

crece.
Graficar este ejercicio con Geogebra y comprobar lo realizado.

Ejercicio 7. En cada una de las siguientes funciones realizar lo siguiente en cada una
de ellas. Se sugiere graficar cada una de ellas utilizando Geogebra y comprobar sus
resultados e imprimirlas y ponerlas en su cuaderno.

a) g(x)=-5x"+4x+2

i. Encontrar su derivada

ii.  Encontrar los puntos donde la pendiente de la recta tangente es igual a 0

Coordenadas de los puntos

iii.  Calcular la pendiente de la recta tangente en x =2.

iv.  Escribir la ecuacion correspondiente de la recta tangente

<

Indicar los intervalos en la cual los puntos dividen la regién del eje X

Vi. Determinar si la funciéon crece o decrece en cada intervalo.

b) h(x)=4x -3x"-2x-5

i Encontrar su derivada

ii. Encontrar los puntos donde la pendiente de la recta tangente es igual a 0

Coordenadas de los puntos

iii.  Calcular la pendiente de la recta tangente en x =2.

iv.  Escribir la ecuacion correspondiente de la recta tangente

v. Indicar los intervalos en la cual los puntos dividen la regién del eje X

Vi. Determinar si la funcién crece o decrece en cada intervalo.
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c) Jj(x)=-5x"+4x +x+10

vi)

Encontrar su derivada

Encontrar los puntos donde la pendiente de la recta tangente es iguala 0

Coordenadas de los puntos

Calcular la pendiente de la recta tangente en x =2.

Escribir la ecuacion correspondiente de la recta tangente

Indicar los intervalos en la cual los puntos dividen la regién del eje X

Determinar si la funcion crece o decrece en cada intervalo.

d) m(x)=6x"-3x" +2x’ +7

GRUPO 401C

vi)

Encontrar su derivada

Encontrar los puntos donde la pendiente de la recta tangente es igual a 0

Coordenadas de los puntos

Calcular la pendiente de la recta tangente en x =2.

Escribir la ecuacion correspondiente de la recta tangente

Indicar los intervalos en la cual los puntos dividen la regién del eje X

Determinar si la funciéon crece o decrece en cada intervalo.
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDAES
PLANTEL ORIENTE

ACADEMIA DE MATEMATICAS

Examen Unidad 2 de Calculo Diferencial e Integral |

La Derivada, Variacién y Razén de cambio
Resolver los siguientes problemas

1. Un objeto se desplaza de acuerdo con la expresion S(r) = 8¢t+18

metros y t se mide en segundos. Calcular a) la razon de cambio
promedio de S(t) en el intervalo [3,5]seg b) La razon de cambio

instantaneo en el tiempo ¢ seg ¢) la razon de cambio promedio de
la velocidad instantanea en el intervalo [z,,7]seg d9 la aceleracion

en t=3 seg.

2. Una piedra es lanzada hacia arriba, se mueve de acuerdo con la

ley y(¢)=55¢t—5t>m . Calcular
a) Calcular la velocidad promedio en el intervalo [1,2]seg y en el

intervalo [6,8]seg .
b) Calcular la velocidad promedio en el intervalo [z,,¢]seg

)

c) Calcular la velocidad instantanea a cualquier tiempo ¢ .

d) Calcularla velocidad instantanea en los tiempos ¢ =3seg y t=7seg
)

e) Calcular la aceleracion promedio en el intervalo [4,7]seg

f) Calcular la aceleracion en cualquier tiempo. ;COmo es esta
aceleracion?

3. Un cuerpo se mueve en una recta horizontal de acuerdo con la
expresion x(r)=+ -9t +24t+5m, t en s. Encontrar

a) La razon de cambio promedio en el intervalo [z,,¢]seg
b) Encontrar la razén de cambio promedio en el intervalo [4,6]seg
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c) Encontrar la razon de cambio instantaneo en ¢ =5seg

d) ¢En qué intervalos el cuerpo se mueve hacia la parte positiva
y en que intervalos se mueve hacia la izquierda?

e) ¢En que intervalos su velocidad es positiva y en cuales su
velocidad es negativa?

f) ¢Cual es su aceleracion a cualquier tiempo I ?

2

. El costo total de producir x radios diarios es C(x):%+5x+25pesos

y el precio de venta de cada radio es P(x) :50—§pesos :

a) ¢ Cual es la expresion para el beneficio diario B(x)?

b) ¢En que intervalo de produccion de radios aumenta el
beneficio?

c) ¢En que intervalo de produccion de radios disminuye el
beneficio?

d) ¢ Cual es el beneficio instantaneo en términos del numero de
radios producidos diariamente?

e) ¢ Para que valor de radios producidos diarios X se obtiene el
mayor beneficio?

. El costo de produccion de x unidades de cierto articulo es
C(x)=1500+5x+.09x> pesos. a) Calcular la razén de cambio
promedio del Costo respecto a x cuando cambia el nivel de
produccion de x=80 articulos a x=140 articulos, b) Calcular la
razon de cambio promedio en el intervalo [x,,x] c) Calcular la razén

de cambio instantaneo para cuando se producen x articulos, d)
Calcular la razén de cambio instantaneo para cuando se producen
150 articulos.

. Un tanque cilindrico contiene 180 000 galones de agua, que se
pueden vaciar hasta el fondo en 1 hr, la ley de Torricelli expresa
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el volumen V de agua que se queda en el tanque después de t

t ..
minutos como sigue ¥ (¢) = 18000(1—%)IWOS :t en minutos. Hallar

a) La razén de cambio promedio en el intervalo [z,,/]min y b) La
razén de cambio instantanea en ¢ =40min

7. Encontrar la derivada de las siguientes funciones

a) f(x)=3x"—6x+2
b) g(x)=-2x"+3x"-5x+1

8. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva
f(x)=3x>—6x+2 enx=3.
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UNIDAD 3
f(x) = 3x> - x2 f (x)=15x%- 2x
f(x) = 3x*- 5x2 r 1 T
FORY = BT Bk DE A ,
f(x) = 4x®- bx

Bl s dae o Tss

f(x) =3xv8- x5

() = 3y6 - 01— 5. x/i1=

“FUNCIONES: -

wi— -8

|I|'°ﬂ

f(x) = 257

|:II|"'

_‘.

= ﬁL@EBRﬁ 1CAS

f(x) =;—;= Ix3-6x*f () =7 -(-5) - x®-6 - (4) - x5= = ¢

E

x5
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UNIDAD 3. Derivada de funciones algebraicas

Propésito. Al finalizar la unidad el alumno usara el concepto de derivada a través
de su representacion algebraica, para identificar patrones de comportamiento y
obtendra las reglas de derivacion; utilizara estas reglas para obtener la derivada de
una funciéon de manera eficaz y la reconocera como otra funciéon. Ademas, aplicara
las reglas de derivacion en diferentes contextos.

Aprendizajes

Obtiene la derivada de una funcion polinomial de 1°, 2° y 3° grados, usando la
definicion en su representacion:
S (x)—f(a)

f(a) =lim

xX—>a x_a
Identifica geométricamente la relacion de la representacion de la derivada:

llmf(x+h2_f(X)

h—0

con la representacion anterior.

Obtiene derivadas utilizando los dos limites anteriores.

Explica la relacion entre la derivada de una funcién lineal y la pendiente de la recta;
identifica dicha relacion en el caso de la funcién constante.

Identifica el patron de comportamiento de derivadas de funciones del tipo S(x)=cex’
obtenidas utilizando la definicion y determina su regla de derivacion.

Identifica patrones de comportamiento de las derivadas en operaciones con
funciones: suma, producto, cociente y de la forma f™(x) , para obtener las reglas de
derivacion correspondientes.

Obtiene la derivada de funciones algebraicas usando las reglas de derivacion y la
regla de la cadena.

Identifica a la derivada como una funcién que proporciona la pendiente de la recta
tangente en cualquier punto de la grafica de la funcién original.

Identifica a la derivada de una funcién como una funcion que proporciona la razén
de cambio instantaneo.

Utiliza la funcién derivada para resolver problemas en diferente contexto.
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UNIDAD 3. DERIVADA DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

En esta unidad se trabajara completamente en forma algebraica, encontraremos la
expresion (formula) para determinar la derivada de funciones algebraicas del tipo
polinomial, racional, de una funcién elevada a un exponente n entero o fraccionario (funcién
irracional).

DEFINICION DE DERIVADA

DEFINICION. La funcién real de variable real f(x) es derivable o diferenciable en el punto

+ Ax) —
Xy (en la unidad anterior lo denominamos valor inicial) si Alj'mo S A)i S (%) existe.

La expresién anterior es equivalente a la utilizada en la unidad anterior, a saber

_ flw)=f(x)
lim f(x+h2 AC) o —( ) y la representamos como @ y se lee “derivada de
h—0 W-X X

la funcion f(x) respecto a x, recordemos NO ES UNA DIVISION:

Se sugiere establecer la que llamaremos la “regla de los 4 pasos” como se sugirié en la
unidad anterior

A partir de la definicion de la derivada se desarrollé el método de los cuatro pasos que nos
ayuda a obtener las férmulas que determinan la derivada de una funcién de una forma
general, ademas nos permite obtener la derivada de cualquier funcion por medio de un
procedimiento general.

e se ha

d)_,, ) -f()
dx h au

La regla de los cuatro pasos se basa en la definicion Lm

manejado a lo largo del texto:

La férmula o definicion de la derivada se va desarrollando poco a poco, por medio de cuatro
pasos como se muestra a continuacion:

Consideremos a la funcion  f(x)
Pasos para seguir

1. Se obtiene la funcibnen x+h: f(x+h)
2. Se obtiene el incremento de la funcion:  f(x+h)— f(x)

3. Se obtiene la razén de incrementos:

M) fermy— 1
Ax h

4. Y finalmente se obtiene el limite cuando Ax—0: lim f(x+hh)_f(x)
h—0
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Ejercicio 1. Encontrar la derivada de la funcion f(x) =c (c una constante)

Paso 1. Evaluar f(x+h)=

Paso 2. Evaluar f(x+h)— f(x)=
Paso 3. f(x+h2_f(x) _

Paso 4. Calcular el lim f(x+h2—f(x) del resultado del inciso c)
h—0

Conclusién: La derivada de una funcién constante es igual a

Ejercicio 2. Encontrar la derivada de la funcion f(x) = cx (c una constante)

Paso 1. Evaluar f(x+h)=

Paso 2. Evaluar f(x+h)— f(x)=
Paso 3. f(x+h2_f(x) _

Paso 4. Calcular el lim f(x+h2_f(x) del resultado del inciso c)

h—0

Ejercicio 3. Encontrar la derivada de la funcion f(X)=cx* (c una constante)

Paso 1. Evaluar f(x+h)=

Paso 2. Evaluar f(x+h)— f(x)=
Paso 3. f(x+hh)—f(x) _

Paso 4. Calcular el lim f(x+hh)_f(x) del resultado del inciso c)
h—0

Ejercicio 4. Encontrar la derivada de la funcién f(X) =cx’ (c una constante)

Paso 1. Evaluar f(x+h)=

Paso 2. Evaluar f(x+h)— f(x)=
Paso 3. f(x+hh)—f(x) _

Paso 4. Calcular el 1im f(x+hh)—f(x) del resultado del inciso c)
h—0
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Ejercicio 5. Con estos resultados ¢ podremos inferir la derivada de f(X) =cx" ? n entero

n

C.
Escribir el resultado de —— =
X

Ahora vamos a realizar un procedimiento general para derivar una suma de funciones

Ejercicio 6. Encontrar la derivada de la funcion F(x)= f(x)+ g(x) (Suma de funciones)

Sigamos los 4 pasos

Paso 1. Evaluar F(x+h)=

Paso 2. Evaluar F(x+h)—F(x)=

(Agrupar las funciones correspondientes a f(x) y g(x))

F(x+h)-F(x) _
h

Paso 4. Escribir el resultado de

limF(x+h2_F(x) _

h—0

Paso 3. Escribir

En resumen, tendremos d(f()+gx) _df(x)  dg(x)
dx dx dx

Ejercicio 7. Derivar la funcion polinomial f(x)=5x" =3x* +2x-5

df (x) _
dx

DERIVADA DE UNA FUNCION RACIONAL

S (x)
g(x)

Ejercicio 8. Vamos a obtener la deriva de una funcion del tipo £(x) = ; g(x)#0

Paso 1. Evaluar F(x+h) =

Paso 2. Evaluar F(x+h)—F(x) =

(Agrupar las funciones correspondientes a f(x) y g(x))

F(x+h)-F(x) _
h

Paso 4. Escribir el resultado de

limF(x+h)_F(x) _

h—0

Paso 3. Escribir
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En resumen, tendremos g(x)

dx (g(X))
. _ . 3x*+2x-5
Ejercicio 9. Derivar la funcién racional f(x)= s
Y
df (x) _
dx

DERIVADA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES

Ejercicio 10. Vamos a obtener la deriva de una funcién del tipo F(x)= f(x)g(x)

Paso 1. Evaluar F(x+h)=

Paso 2. Evaluar F(x+h)—F(x)=

(Agrupar las funciones de manera adecuada) **

F(x+h)-F(x) _
P =

Paso 4. Escribir el resultado de
F(x+h)-F(x)

Paso 3. Escribir

lIim

h—0

En resumen, tendremos @ flx )dg(x)+ (x )df(x)
X

Ejercicio 11. Derivar el siguiente producto de funciones F(x)= (Sx3 -3x° )(2x—5)

df (x) _
dx

Ejercicio 12. Obtener la derivada de F(x) = (f(x))2 = f*(x) (utilizar el resultado del

ejercicio 11). Sugerencia Escribir | 2()C) = f(x)f(x)

d’ )
dx
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Ejercicio 13. Obtener la derivada de F(x)= (f(x))3 = /7(x) (utilizar el resultado del

ejercicio 12). Sugerencia Escribir f°(x)= f*(x)f(x)

df*(x) _
dx
Ejercicio 14. Obtener la derivada de F(x) = (f(x))" = f"(x) (utilizar el resultado de los

ejercicios 12 y 13) donde n es un numero natural

df'() _
dx

Obtener la derivada de F(x) = (f(x))" = f"(x) (utilizar el resultado del ejercicio 14) donde

n es un numero racional (quebrado)

Ejemplo 1. Encontrar la derivada de la funciéon f(x) = Jx = x%

Vamos a usar la regla de los 4 pasos
Paso 1. Evaluar f(x+/)=+x+h
Paso 2. Evaluar f(x+h)— f(x)=+x+h ~Jx

fG+h) = f(x) _Nx+h—x
h h

Vamos a multiplicar numerador y denominador por el binomio conjugado del numerador

Paso 3. Escribir

de la expresion anterior

Farh—re (eh= (i) (V) ()

h h(ﬁﬂ/;) h(m+\/;) h(ﬁh/;)

Reduciendo f(x+h)—f(x): X+h_/{ = }{ = !
h h(ﬁ+«/§) /(mh/;) Jx+h+x
1 1

Paso 4. Escribir el resultado de  lim =
=0 Jx+h+4x 24/x

d(x) _ 1
dx 2Jx

El resultado es

GRUPO 401C 63



Ejercicio 15. Encontrar la derivada de la funcion f(x) = Jx = x% usando la férmula

df”(X)_ o™ (x )df(X)

1
Ay 1 a1y 1
— == =S =
dx x 2 2(x)? 2\/;
Observamos que en el ejemplo 1y en el ejercicio 15 el resultado es el mismo.
Podemos decir que nuestra formula, hasta el momento es valida para exponentes naturales

y fraccionarios. Debemos mencionar que también es valida para exponentes negativos.

Ejemplo 2. Encontrar la derivada de f(x)=x"'= 1
X

Vamos a utilizar la regla de los 4 pasos

Paso 1. Evaluar f(x+h) L

x+h
P 2E | _ _ 1 _l X — (x+h) _ h
280 & R S ) S ) = T T G e )
3 h
Paso 3. Escribir Jx+h) =/ () = (o +1)(x) =— }{ -— L
h h Ax+h)(x)  (x+h)(x)

Paso 4. Escribir el resultado de hm >
X

Lt L)L
(x+h)(x)

Ejercicio 16. Encontrar la derivada de la funcion f(x) = L x~' usando la férmula
X

df"(x)

oo,

i)

Y- —-1_ -
T —1(x)"? —(x) —(x)”

Observamos que en el ejemplo 2 y en el ejercicio 16 el resultado es el mismo.

ES claro que esto se han realizado para ejemplos particulares, sin embargo, se puede

f”(X) f( )

-1 T .
mostrar que la ———=nf" (x)=——es valida para cualquier exponente
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En el apéndice A se presenta un desarrollo mas general para la férmula

df"(x) _ df (x)

R nf" " (x )— la cual se denomina derivada de la cadena.

Ejercicio 17. Demuestre que la derivada de la funcién f(x)=+/5x"—=3x+3 aplicando la
10x-3

derivada de la cadena es f'(x)=
245x* =3x+3

Desarrollar las operaciones requeridas en su cuaderno de apoyo.

Formulas de derivadas algebraicas

ﬁ =0 c constante dex” o
dx o =CHnx
d(/()tg(x) _df(x) , dg(x) d( f (x)) N df(x)
dx dx dx = f ( )
af(x)gx) _ - f(x )dg(X) o(x )a’f (x) J Jf(x) o(x )df (%) - )dg(x)
dx dx g(x) dx . g(x)io
dx g (x) ’

Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

Ejercicio 18. f(x)=4x’ +2x* -3x+7

df (x) _
dx

Ejercicio 19. f(x)=3vx+1 _Ll
x_

df (x) _
dx
3-5x°
Ejercicio 20. f(x)= a
4x-2
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df (x) _
dx

Ejercicio 21. f(x)=5x"v4—-3x’

df (x) _
dx

3
Ejercicio 22. f(x)= (5x2 0%+ 3)4

df (x) _
dx

Ejercicio 23. f(x)=(4-3x*)

df (x) _
dx

Vamos a utilizar la interpretacion geométrica de la derivada para resolver los
siguientes ejercicios.

Sugerencia. Algoritmo para seguir: 1. Encontrar las coordenadas del punto; Derivar la
funcién; Evaluar la derivada en el punto dado (pendiente); Escribir la expresion para la recta
dada su pendiente y un punto.

Ejercicio 24. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva dada por la funciéon
=50 +2x" -5x+2 enx=4 .

Ecuacion de la recta

Ejercicio 25. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva dada por la funciéon
2x* —3x

V= e

Ecuacion de la recta

Ejercicio 26. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva dada por la funcién

y=4xyJ2x" -3x en x=-2.

Ecuacion de la recta
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Ejercicio 27. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva dada por la funcién
y= (—3)62 +2X)4 enx=-2.

Ecuacion de la recta

Encontrar el punto o puntos donde la pendiente de la recta tangente a una curva dada
por la funcién indicada en cada ejercicio es igual a cero

Ejercicio 28. y =—0x" +3x" +5x+3.

Punto

Ejercicio 29. = X2
2x%+3

Punto

Ejercicio 30. y =4x’v/4x” —6x+3

Punto

Ejercicio 31. y=(-3x"+2)’

Punto

Vamos a utilizar la derivada para encontrar la razén de cambio instantanea en los
siguientes problemas. No olvidar las unidades en cada problema

Problema 1. Un objeto se mueve a lo largo de una trayectoria dada por la ecuacion de
movimiento S(t)=\/5+12 con t>0. Encontrar la razén de cambio instantanea del
desplazamiento respecto al tiempo.

as _
dt

Problema 2. Un objeto se desplaza con respecto a un origen determinado, de acuerdo con
la expresion S(t) =50t-9.8¢*+5. con ¢>0. Encontrar la razon de cambio instantanea del
desplazamiento respecto al tiempo.
ds _
dt

Problema 3. Una masa de aire frio se aproxima a una ciudad de modo que la temperatura
es T(t) t
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temperatura en funcioén del tiempo es T(t) = 0.1(400 — 40t +12) en el intervalo 0 <¢ <12
. Encontrar la razén de cambio instantanea de la Temperatura respecto al tiempo.

ar _
dt

Problema 4. Un tanque cilindrico contiene 120 000 galones de agua, que se pueden vaciar
por el fondo en 1 hora, la ley de Torricelli expresa el volumen } de agua que se queda en

2
el tanque después de ¢ minutos como sigue ¥ (¢)= 120000(1_62)] para 0<7<60.

Encontrar la razén de cambio instantanea del Volumen respecto al tiempo.

a _
dt
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES
PLANTEL ORIENTE

ACADEMIA DE MATEMATICAS

Examen Unidad 3 de Calculo Diferencial e Integral I. Derivada de

funciones algebraicas
Resolver los siguientes ejercicios, agregando los procedimientos realizados

1. Encontrar la derivada f{x)=—-=>x'+ 8 - 7x-8
3
a  dreo) 20 .. 5 20 . i c. x) 20, .
T _ B0 2127 B FW 20 g s7xes PO _ 205, 240 -7x-8
e e 3 dle 3

dc 3

2. [Encontrarla derivada de fiv)= 3+ + 4%
- dfx) _15 'L_-'+i1.||? ﬂ_’ff.ﬂ_lﬁ_d,'j 1~ Codix)_ 15 -, 1
dc 27 47 &z T3Vt & 2% W
d >
arix) 2 1 ; .
=——afx+ e di(x)_15 3¢ 1 .
el TR & 2 3"
3. Encontrar la derivada de V= Fox-1
a e 2X b. e 5x - 4x R !
d. 1.'_ 5_"[—- =4y . 'I.'I: E.T: —dx
T Y-l s
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-l_Em:unIml la derivada de v = 56

s
a.
& _Z10x+10 b g -5¢ +12x+10 ¢ dv_-57+12x+10
e (xF+2) di [.\‘"+2]: e (2 +2)
d dv Sx'-10x+10 e dy -5 -12x-10
b (x*+2) d (x*+2)
3. Encontrar la derivada de fix)= -3 50—7
a df(y)_  -6°-5 b () 6x-5 ¢ d(x)_  -6x+5
de o3 —sx—7 dc 23 —5x+7 dv -3 +5x-7
A df)__ 3x°-s & df(x)__ 6x-5
dac 5t sx-7 dv 23 +5x-7
6. Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva cuya funcién es ) = —2x> +3x> =3x+2 enelpunto
x=-1
a 2y-3x-5=0 b. 2y-3x~5=0 e y+5=0
d. y-16x+35=10 e 2y-10x—-5=0
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UNIDAD 4 Comportamiento grafico y problemas de
optimizacion

Propésito. Al finalizar la unidad el alumno contrastara la grafica de una funcién y sus dos
primeras derivadas para obtener informacion sobre el comportamiento de la funcién;
utilizara dicha informacién para resolver problemas de optimizacion.

Aprendizajes

Interpreta en forma grafica y algebraica los intervalos en donde una funcién es
creciente, decreciente o constante.

Deduce a través de un analisis grafico, las relaciones existentes entre la grafica de
una funcién y sus dos primeras derivadas: signo de la primera derivada asociada
con crecimiento o decrecimiento de la funcién, derivada nula con puntos criticos,
signo de la segunda derivada, con concavidad y segunda derivada nula con un
posible cambio de concavidad punto de inflexion

Esboza la gréafica de la derivada de una funcién dada la gréafica de esta.

Calcula los puntos criticos de una funcion y los clasifica en maximos, minimos o
puntos de inflexion.

Analiza el tipo de concavidad de la funcién a partir del signo de la segunda derivada.
Esboza la grafica de una funcion utilizando la informacién que proporcionan su
primera y segunda derivada.

Infiere que los criterios de la primera y segunda derivada sintetizan el analisis

realizado entre las gréficas de ./ (¥):./ (x), /7 (x)
Resuelve problemas que involucran maximos o minimos de una funcién de acuerdo
con su dominio restringido
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UNIDAD 4. COMPORTAMIENTO GRAFICO Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Utilizando la derivada, analizaremos el comportamiento de una funcién y lo aplicaremos a
problemas de optimizacion.

Comencemos con un problema puramente algebraico y geométrico para repasar los
conceptos vistos hasta el momento

Ejercicio 1. Con la funcién polinomial, f(X) =4y’ -3x" ~5x—4 repasemos lo siguiente

Encontrar la derivada @ =
X

Encontrar el punto o puntos donde la derivada es igual a cero.

Puntos

Marcar en el plano cartesiano el o los puntos encontrados.

Marcar los intervalos limitados por los puntos marcados. Considere todo el eje Real

Intervalos

Calcular la pendiente de las rectas tangentes a la curva en un punto cualquiera de cada
intervalo

Pendientes en los diferentes intervalos

Con las pendientes calculadas en el punto anterior determine si la curva es creciente o
decreciente en cada intervalo. Graficar. Comparar con un grafico hecho en Geogebra.

Creciente en el o los intervalos

Decreciente en el o los intervalos

Nota. Cuando una funcidn es creciente o decreciente en un intervalo | es llamada
monofdénica en dicho intervalo.

Apliquemos la herramienta anterior al siguiente problema

Problema 1. Pedro tiene 100 metros de malla de alambre y va a cercar un terreno
rectangular para usarlo como espacio de juegos. Quiere construir un terreno que tenga la
maxima area posible y que este cercado con la cantidad de malla que se indica. ;Qué
dimensiones debe tener el terreno cercado?

a) Dibujar un rectangulo y utilizar las variales x € y para representar el largo y ancho
del terreno cercado.
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b) Escribir la expresion para el perimetro P

c) Escribir la expresién para el Area del terreno cercado 4

d) Escribir el area en términos de una sola variable, se sugiere X

e) Ultilizar la funcién 4(x) encontrada en el inciso (d). para analizarla de la siguiente
manera:

i) Encontrar su derivada a4 =

dx

ii) Encontrar el punto donde la derivada es igual a cero. Punto

iy Encontrar el valor de la otra variable correspondiente al valor de X encontrado,
estoeselvalorde y .

f) Determinar si es Punto un maximo o minimo

Ahora, a manera de resumen podemos decir lo siguiente.

Con el uso del concepto de derivada establecemos el siguiente criterio:

Suponer que la funcion f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] y

diferenciable en el intervalo (a,b):

a) Si f'(x)>0 para todo valor de X en el intervalo (,b), entonces la funcién
f(x) es creciente en el intervalo [a,b] .

b) Si f'(x) <0 para todo valor de X en el intervalo (a,b), entonces la funcién

f(x) es decreciente en el intervalo [a,b] :

c) Se dice que una funcion es diferenciable en un punto @ si f'(a) existe. Esto

es, es diferenciable en un intervalo abierto (a,b) si la funcion es diferenciable
en cada valor del intervalo.
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A continuacién, vamos a formalizar el lenguaje utilizado para los diferentes
conceptos utilizados

PUNTOS CRITICOS

En la grafica de una funcion existen puntos donde las pendientes de las rectas tangentes
tienen pendiente igual a cero, esto es, si trazamos una recta tangente en esos puntos la
linea recta corresponde a una recta horizontal.

Ejercicio 2. Encontrar los puntos criticos de la curva cuya funcion es
f(x)=9x" -3x" —6x+2

Puntos criticos

2x-3
4x* +5

Ejercicio 2. Encontrar los puntos criticos de la curva cuya funcién es f(x) =

Puntos criticos

Ejercicio 3. Encontrar los puntos criticos de la curva cuya funcion es f(x)=~/4x" +5

Puntos criticos

Ejercicio 4. Encontrar los puntos criticos de la curva cuya funcion es
f(x)=(5x> —3x+2x)>

Puntos criticos

Ejercicio 5. Encontrar los puntos criticos de la curva cuya funcion es f(x) = 5xv/3x* +5

Puntos criticos

PUNTO MAXIMO DE UNA CURVA

Definicién. Una funcion f(x) tiene un maximo absoluto en X =C si f(c) >f(x) para

todo valor de ¥ en el dominio de la funcién. El numero f(c) corresponde al maximo valor

de la funcién en el dominio de esta.

Ejercicio 6. Encontrar el maximo absoluto de la funcién f(x):24x—x3 en el dominio

restringido, el intervalo cerrado [—2,6] .

Encontrar su derivada
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Encontrar el punto critico

Determinar si corresponde a un maximo o a un minimo

¢, Corresponde a un valor absoluto?

PUNTO MiNIMO DE UNA CURVA

Definicion. Una funcion /(x) tiene un minimo absoluto en X=¢ si f(c)< f(x) para

todo valor de X en el dominio de la funcién. El numero f(c) corresponde al minimo valor
de la funcién en el dominio de esta.

Ejercicio 7. Encontrar el maximo y/o minimo absoluto de la funcién f(x) =x’-5

Encontrar su derivada

Encontrar el punto critico

Determinar si corresponde a un maximo o a un minimo

¢, Corresponde a un valor absoluto?

MAXIMOS Y MINIMOS LOCALES O RELATIVOS

En la grafica de una funcién pueden existir puntos maximos o minimos locales (relativos)
que no corresponden a los absolutos, como su nombre lo indica sélo estan localizados en
un intervalo que contenga a dichos puntos.

Definicion. Una funcion f(x) tiene un maximo local o maximo relativo en X=C si
existe un intervalo abierto | conteniendo a X =C tal quef(c) > f(x) para toda X en
el intervalo dado.

Definicion. Una funcion f(x) tiene un minimo local o minimo relativo en X=C si existe
un intervalo abierto | conteniendo a XY= tal que f(c) < f(x) para toda X en el intervalo

dado.

Ejercicio 8. En a siguiente grafica de la funcidn f(x) =x'=7x" +5x* +31x =30,

establecer los maximos y/o minimos absolutos y los maximos y o minimos locales.
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A[2,06,188.04) by

E(6.01,121.7)

C(1.9612.02)

/—'\\ 1
/1 2 Wﬁ 8.54)

-50

Maximo Global

Minimo Global

Maximo Local

Minimo Local

Una vez que hemos repasado los conceptos anteriores, vamos a aplicarlos usando
el criterio de la primera derivada.

Trabajemos con funciones polinomiales

En cada una de las siguientes funciones determinar sus puntos criticos, sus regiones de crecimiento
y las de decrecimiento y determinar los puntos que corresponde a puntos maximos y/o minimos.

Derivada
Ejercicio 9 Puntos criticos

Intervalos de crecimiento
y:2x3_9x2+6x.|.]() Puntos maximos

Puntos minimos
¢Alguno de los puntos es Maximo o minimo global?

Derivada
Ejercicio 10 Puntos criticos

Intervalos de crecimiento
f(x):4x2+3x_5 Puntos maximos

Puntos minimos
éAlguno de los puntos es Maximo o minimo global?
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Ejercicio 11

y=0.25x* +x* —=20x* +10

Derivada

Puntos criticos

Intervalos de crecimiento

Puntos maximos

Puntos minimos

¢Alguno de los puntos es Maximo o minimo

global?

Ejercicio 12

g(x)=-5x"+4x+2

Derivada

Puntos criticos

Intervalos de crecimiento

Puntos maximos

Puntos minimos

¢Alguno de los puntos es Maximo o minimo

global?

Ejercicio 13

J(x)=-5% +4x* +x+10

Derivada

Puntos criticos

Intervalos de crecimiento

Puntos maximos

Puntos minimos

¢Alguno de los puntos es Mdaximo o minimo

global?

Ejercicio 14

h(x)=4x"-3x*-2x-5

Derivada

Puntos criticos

Intervalos de crecimiento

Puntos maximos

Puntos minimos

¢Alguno de los puntos el Maximo o minimo

global?

Ejercicio 15

m(x)=6x"-3x’ +2x* +7

Derivada

Puntos criticos

Intervalos de crecimiento

Puntos maximos

Puntos minimos

éAlguno de los puntos el Maximo o minimo

global?

GRUPO 401C

78



SEGUNDA DERIVADA

df (x
Si f(X) es una funcioén derivable, entonces su derivada f(x) = fd( ) es también una funcion,
x
: y o oy df (%)
luego f (X) también puede tener su propia derivada, la cual se representa como f (X) = d—
X

. Esta nueva funcién f(x) se llama la segunda derivada de la funcién f(x) .

Ejercicios 16. Encontrar la segunda derivada de las siguientes funciones

Funcion Segunda Derivada de la Funcién

a) r=c0+do* +eo.

7 5 3

b) y= 6x2 +4x2 +2x2.

c) y=+3x +3x/;+l.
x

a+bx+cx’
d) =
X
3x+7
e) =
2x* =5

)  y=+5x-3x"

g ry=

CONCAVIDAD. PUNTOS DE INFLEXION

DEFINICION. Si en la grafica de f(x) todas las rectas tangentes se establecen por debajo

de ella, se dice que la grafica es concava hacia arriba, si por el contrario las rectas tangentes
a ella se establecen por arriba de ella, se dice que la curva es concava hacia abajo.
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DEFINICION. El punto P de la curva donde la grafica cambia de céncava hacia abajo a
concava hacia arriba o cambia de cédncava hacia arriba a concava hacia abajo se llama
PUNTO DE INFLEXION.

Lo anterior se muestra en los siguientes graficos

501

401

30F

201

-20
-3

rectas fangentes por
arriba de la curva

I{Iexiﬁﬂ ; :

céncava hacia abajo

concava hacia arriba

abajo de la curva
L L L L L |

-2 -1 0 1 2 3

De acuerdo con las dos definiciones anteriores, podemos utilizar la herramienta de la
segunda derivada para determinar la concavidad

Ejercicio 17. Determinar el intervalo en donde la curva de la funcién ) =x" -3x+1 es

concava hacia arriba y en donde es concava hacia abajo Y determinar también el punto de
inflexion. Bosquejar la curva.

Usamos el criterio de la primera derivada para determinar los puntos maximo y/o minimo

a) Derivar la funcion

b) Encontrar los puntos criticos

Usar el criterio de la primera derivada y contestar lo siguiente

c) Si existe un punto maximo, escribirlo

d) Si existe un punto minimo, escribirlo

Criterio para encontrar los puntos de inflexién

Para encontrar los puntos de inflexion utilizaremos la herramienta de la segunda derivada
que a la letra dice “La segunda derivada es igual a cero en los puntos de inflexién”

e) Encontrar la segunda derivada de la funcion

f) lgualar a cero

g) Resolver la ecuacion
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h) Escribir las coordenadas de los puntos encontrados

i) Indicar si existe un punto de inflexién. Si es asi escribirlo

i) Indicar los intervalos de concavidad hacia arriba

k) Indicar los intervalos de concavidad hacia abajo

Ejercicio 18. Determinar la concavidad en las siguientes funciones, considerar siempre el
eje Real.

Funcioén Intervalos de concavidad

d y=x"-3x>-9x+9

e) y=4—(x-3)°

g) y=x

h) y=x"-12x"+48x>-50

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINIMOS

Si encontramos que la segunda derivada de una funcion evaluada en un punto critico
X =c es mayor que cero f"’(c¢) >0, tenemos que en x =c¢ hay un punto maximo.

Si encontramos que la segunda derivada de una funcion evaluada en un punto critico
x =c es menor que cero f'(c) <0, tenemos que en x =c¢ hay un punto minimo.

Sin embargo, este criterio falla si f"(c)=0

Ejercicio 19. Usando el criterio de la segunda derivada, determinar los puntos maximos o
minimos y los puntos de inflexion de las siguientes funciones. Graficarlos
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Funcién Intervalos de concavidad

a) y=x".

a) f(x)=4x>+3x-5

C) y=x".

d) g(x) = —5x%+4x +2

a) h(x)=4x’-3x"-2x-5

g) y=x

h) j(x)=-5x"+4x> +x+10

i) m(x) =6x*—3x3+2x% +
7

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Problema 4.1. Se tiene una lamina cuadrada de 30 cm por lado. Se desea construir una
caja abierta, cortando en las cuatro esquinas cuadrados iguales y doblando los lados hacia
arriba (construirla con una hoja de papel). Escribir la funcién Volumen en términos del corte
realizado y calcular el valor del doblez tal que la caja contenga el maximo volumen.

Solucién

Problema 4.2. Se quiere construir una caja rectangular de base cuadrada, abierta por
arriba, calcular el volumen de la mayor caja que se pueda obtener de 1200 cm? de material.

Solucién

Problema 4.3. Se desea construir un depdsito rectangular de base cuadrada abierto por
arriba. Debe tener 125 metros cubicos de capacidad. Si el costo de las caras laterales es
de 2 pesos por metro cuadrado y el del fondo de 4 pesos por metro cuadrado, ¢Cuales
deben ser las dimensiones para que el costo sea minimo?

Solucién
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Problema 4.4. Un prado rectangular de un jardin ha de tener 72 m? de area. Debe rodearse
de un paseo de 1 metro de ancho en los lados y dos metros de ancho en las extremidades.
Si el area total del prado y del paseo debe ser minima. ¢ Cuales deben ser las dimensiones
del prado?

Solucién

Problema 4.5. Se desea cercar un terreno rectangular de area dada uno de cuyos lados
coincide con la orilla de un rio. Si no se necesita cerca del lado del rio demuéstrese que se
necesitara la minima cantidad de materiales cuando el largo del terreno sea 2 veces el
ancho.

Solucién

Problema 4.6. Un anuncio en un cartel debe tener 50 cm? de material impreso, con 6 cm
de margen arriba y abajo y 3 cm de margen a los lados. ;Qué dimensiones debe tener el
cartel de minima superficie?

Solucién

Problema 4.7. Que dimensiones (radio y altura) debe tener un contenedor cilindrico de
1000 litros (1 m3) de tal manera que se utilice una superficie minima de material.

Solucién

Problema 4.8. Un cable de 100 cm de longitud es cortado en dos piezas, con una de las
partes se forma un cuadrado y con la otra parte se forma un triangulo equilatero ;Dénde
debe hacerse el corte si la suma de las dos areas formadas debe ser maxima?

Solucién
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES
PLANTEL ORIENTE
ACADEMIA DE MATEMATICAS

Examen Unidad 4 de Calculo Diferencial e Integral I.
Comportamiento Grafico y Problemas de Optimizacion

Resolver los siguientes ejercicios

Se debe resolver en hojas cuadriculadas o milimétricas para bosquejar
correctamente las graficas.

En cada una de las siguientes funciones encontrar a) los puntos criticos, b) Las
coordenadas de los puntos criticos, c) Las regiones de crecimiento vy
decrecimiento de la curva, d) Indicar cuales puntos son maximo, minimo o
punto de inflexién y e) graficar.

1. y=3x"+9x>-8x-10
2. y=2x"-80x+10
3. y=0.5x"+2x"—15%’

En la siguiente funcion, encontrar los puntos donde la curva cambia de
concavidad y determinar los intervalos de concavidad hacia abajo y concavidad
hacia arriba

4. y=0.5x"+2x"-15x°

5. Una variedad de pelicanos se encuentra en peligro de extincidn, su
poblacion es una funcién del tiempo dado por la funcién

4¢
+16

P(t)= 100(1 + j t en afios

Donde 100 es la poblacion inicial de pelicanos. Encuentre el nimero
maximo de pelicanos que pueden existir.
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